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برآوردیابی در آن کاربرد و تصادفی دیفرانسیل معادلات در پالایش مسئله

حسامیان٢ غلام�رضا شمس،١ مهدی

١٣٩۶/١١/٢۶ دریافت: تاریخ

١٣٩٨/٧/۵ پذیرش: تاریخ

چکیده:

تصادفی دیفرانسیل معادله دو حل به که می�شود مطرح پالایش مسئله حل برای روشی تصادفی، انتگرال معرفی از پس مقاله این در

پراغتشاش مشاهدات نظیر پالایش مسئله از کابردهایی مثال، چند ذکر با همچنین می�شود. منجر ایتو دیدگاه از مشاهده) و (سیستم

یک در جریان حسب بر دیفرانسیل معادله یک حل و جامعه پارامتر برآوردیابی براونی، حرکت و ثابت آمیخته فرایند�های از ناشی

می�شوند. بیان نوسانی الکترومغناطیس نیروی و مدار

برآورد. پالایش، تصادفی، دیفرانسیل معادله ایتو، انتگرال تصادفی، انتگرال کلیدی: واژه�های

به تنها وی شد. مطرح تصادفی تفاضلی طرح یک در مارکوف۴

نظریۀ [١٠ ،٩ ،٨] گیهمن بود. علاقه�مند حدی فرایند توزیع�های

تحقیقات از مستقل به�طور را، تصادفی دیفرانسیل معادلات

کامل را یکتایی و وجود شرایط و داد گسترش [١۴ ،١٣] ایتو

نظریۀ به توجه پی در گیهمن و ایتو تحقیقات از بعد نمود.

کاربردهای در چشم�گیری نتایج تصادفی، دیفرانسیل معادلات

در نظریه این شهودی و طبیعی ماهیت شد. حاصل عملی

بین در پژوهشگران ویژه توجه به منجر فیزیکی پژوهش�های

است. شده� کاربردی علوم

حسب بر معادله�ای شامل تصادفی، دیفرانسیل معادلات

t زمان حقیقی مقادیر با پارامتر از تابعی (که Xt حالت بردار

ساده رشد مدل مثال به�عنوان هستند. آن مشتق�های و است)

زیر
dXt

dt
= λXt,

[t, t+dt] فاصله Xtدر زمان متغیر که است مفهوم این بیان�کنندۀ

مثال�های از که است زمان از نقطه این در حالتی با متناسب

اشعه�های میرایی یا جوامع رشد به می�توان مدل این واقعی

مقدمه ١

ناشی زیستی علوم و اجتماعی طبیعی، مسائل چشمگیر گسترۀ

متغیرهای روی توابع نظریۀ زمینه در حساب علم پیشرفت از

نخستین از است. لیبنیتز و نیوتن زمان از حقیقی تصادفی

تغییرات، نرخ توصیف برای مشتق�گیری حساب علم اجزای

قضیه�های و تقریبی مجموع�های در حد عبور برای انتگرال�گیری

متداول مفهوم از ناشی موارد این تمام که است حساب اساسی

مدل��بندی در معادلات این کاربردهای و دیفرانسیل معادلات

علم توان نشان�دهندۀ موضوع این که است طبیعی پدیده�های

است. عملی کاربردهای در حساب

با را معمولی دیفرانسیل معادلات تصادفی، حساب

این بیشتر این�که از و می�آمیزد در پیوسته تصادفی فرایندهای

حسابتصادفی نیستند، مشتق�پذیر براونی حرکت مانند فرایندها

می�شود. متمایز معمولی حساب از

توسط بار اولین برای تصادفی٣ دیفرانسیل معادلات اصطلاح

زنجیرهای از دنباله یک حدی مطالعۀ در [١۵ ،۴] برنشتاین

ایران کاشان، کاشان، دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ١

ایران شهرکرد، شهرکرد، نور پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ٢

٣ Stochastic differential equations
۴ Markov chain
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حسامیان غلام�رضا و شمس مهدی برآوردیابی در آن کاربرد و تصادفی دیفرانسیل معادلات در پالایش مسئله ٢

گاوسی فرایند یک باشد، ثابت یا گاوسی اولیه شرط که حالتی در

است.

می�شوند. تعریف مقدماتی مفاهیم برخی ابتدا در

-σ یک را Ω زیرمجموعه�های از F خانواده [٧] .١.١ تعریف

هرگاه: گویند، Ω روی جبر۵

.∅ ∈ F الف)

.Ac ∈ F آن�گاه ،A ∈ F اگر ب)

.
∞∪
i=١

Ai ∈ F ،A١, A٢, ... ∈ F هر برای ج)

فرایند یک را {Xt}t≥٠ تصادفی متغیرهای از دنباله�ای

تابع ،t ≥ ٠ هر برای که کنید توجه گویند. تصادفی۶

و است تصادفی متغیر یک w ∈ Ω که w → Xt(w)

یک را t ≥ ٠ که t → Xt(w) تابع ،w ∈ Ω هر برای

(اغتشاش سفید٨ نوفه را {Xt}t≥٠ فرایند نامند. Xt از مسیر٧

هرگاه: گویند، خالص)

باشند. مستقل Xt٢ و Xt١ ،t١ ̸= tبرای٢ الف)

توأم توزیع یعنی باشد، مانا٩ {Xt}t≥٠ ب)

باشد. نداشته بستگی t به (Xt١+t, ..., Xtk+t)

.[٢٠]E(Xt) = ٠ ،t هر برای ج)

زیرσ-جبرهای از {Ft}t≥٠ صعودی خانواده� [١٢] .٢.١ تعریف

یک را (Fs ⊂ Ft ،٠ ≤ s < t هر برای (یعنی Fs ⊂ F

گویند. پالایش١٠

را f(t, w) : [٠,∞) × Ω → Rn فرایند [١٨] .٣.١ تعریف

هر برای هرگاه گویند، سازوار�شده١١ -Ft ،Ft پالایش به نسبت

باشد. Ft-انداز�ه�پذیر ،w → f(t, w) تابع ،t ≥ ٠

،Xt٠ اولیه شرط با بالا معادله جواب کرد. اشاره رادیواکتیو

است: زیر به�صورت

Xt = exp [λ (t− t٠)]Xt٠

.

زیر نظیر تصادفی دیفرانسیل معادلات اجتماعی، علوم در

dXt

dt
= λXt + kWt

میانگین با گاوسی سفید نوفه فرایند یک Wt که دارند کاربرد

است: زیر اتوکوواریانس تابع و صفر

γ(t− s) = E(WtWs)

= δ(t− s)

=

 ١ t = s

٠ t ̸= s

فواصل تمام در فقط Wt فرایند می�دهد نشان حقیقت این

تصادفی دیفرانسیل معادله جواب خودهمبسته�اند. زمانی کوتاه

است: زیر عبارت با برابر اخیر

Xt = eλ(t−t٠)Xt٠ + k

∫ t

t٠

eλ(t−s)Wsds,

نوشت Wsds = dB(s) حسب بر را جواب می�توان آن پی در

براونی) حرکت (یا وینر مشتق�ناپذیر پیوسته فرایند Bs آن در که

فرایند یک از مشتق�گیری از اجتناب به�منظور این بر بنا است.

می�نویسند، مشتق�ناپذیر

dXt = λXtdt+ kdBt

یعنی، آن جواب که

Xt = eλ(t−t٠)Xt٠ + k

∫ t

t٠

eλ(t−s)dBs

۵ σ-Algebra
۶ Stochastic process
٧ Path
٨ White noise
٩ Stationary

١٠ Filtering
١١ Ft-Adapted
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٣ ١-١١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

تأثیر Xt دارایی قیمت روی بازارکه نوسانات برای توصیفی

dXt کوچک بی�نهایت قیمت افزایش او کرد. معرفی می�گذارد،

دیفرانسیل معادله یعنی گرفت، نظر در dBt نموهای با رامتناسب

کرد: معرفی را زیر تصادفی

dXt = σdBt

قیمت با دارایی رو این از است. مثبت ثابت یک σ آن در که

هست. t زمان در Xt = x + σBt ارزش داری X٠ = x اولیه

،t > ٠ هر برای که است این هست وارد مدل این به که ایرادی

رفع برای باشد. منفی می�تواند صفر غیر احتمال با Xt قیمت

نوسانات العمل عکس به�عنوان dXt/Xt نسبی قیمت ایراد این

یعنی باشد، dBt با متناسب باید که می�شود گرفته نظر در بازار

dXt = σXtdBt.

غیر نیست، مشتق�پذیر هیچ�حا Bt این�که به�خاطر معادله این

را مشکل این ١٩۴٠ سال در ایتو بالاخره تا است بوده حل قابل

دیفرانسیل معادلات و تصادفی انتگرال�های نظریۀ و کرد رفع

ایتو دیدگاه از بالا معادله رو این از گرفت. شکل تصادفی

می��شود: بازنویسی زیر به�صورت

Xt = x+ σ

∫ t

٠
XtdBt

معروف ایتو تصادفی انتگرال به تساوی راست سمت انتگرال که

چگالی [۶ ،۵] انیشتین شد. خواهد معرفی ادامه در آن که است

گرما مولکولی-جنبشی١۵ نظریه در براونی حرکت برای انتقال

براونی حرکت روی ریاضی عمیق مطالعه�های کرد. محاسبه را

تصادفی انتگرال دیدگاه است. شده انجام [٢٣ ،٢٢] وینر توسط

[٢١] دیگران و پالی توسط بار اولین براونی حرکت به نسبت

ایتو آن از پس و شد مطرح تصادفی غیر انتگرال�های برای

روی از براونی حرکت تسمیۀ وجه داد. تعمیم را آن [١۴ ،١٣]

که است شده الهام آب در معلق گرده دانه�های نامنظم حرکت�های

زیر شرایط در که f(t, w) : [٠,∞)×Ω → R توابع خانواده

می�دهند: نمایش v = v(S, T ) با را کند صدق

،B آن در که باشد B-اندازه���پذیر ×F ،(t, w) → f(t, w) الف)

است. [٠,∞) روی بورل σ-جبر

باشد. F-سازوار�شده ،f(t, w) ب)

.[٢٠] E[
∫ T

S
(f(t, w))

٢
dt] < ∞ ج)

یک را {Xt}t≥٠ n−بعدی تصادفی فرایند [١٢] .۴.١ تعریف

هرگاه است، {Ft}t≥٠ پالایش به نسبت مارتینگل١٢

باشد. Ft-اندازه�پذیر ،t هر برای Xt الف)

.E |Xt| < ∞ ،t هر برای ب)

.E[Xs |Ft ] = Xt ،s ≥ t هر برای ج)

با مستقل تصادفی متغیرهای i∈N{Yi}ها اگر [١٨] .۵.١ مثال

آن در که است مارتینگل یک {Xi}i∈N باشند، صفر میانگین

.Xi =
∑i

j=١ Yj

{Bt}t≥٠ تصادفی فرایندهای از یکخانواده [١۶] .۶.١ تعریف

هرگاه گویند، ( وینر١۴ (فرایند براونی١٣ حرکت یک را

.B٠ = ٠ الف)

دلخواه متناهی مجموعه�های روی Bsi+ti −Bsi نموهای ب)

مستقل تصادفی متغیرهای (si, si+ti) مجزای فواصل از

باشند.

N(٠, t) نرمال توزیع دارای Bs+t−Bs ،t, s ≥ ٠ هر برای ج)

باشد.

[٩] بچلیر به براونی حرکت بر صورت�گرفته تحقیقات اولین

است. شده داده نسبت سهام قیمت نوسانات بر پژوهش پی در

به�صورت را Bt بلکه نکرد، استفاده براونی حرکت واژه از بچیلر
١٢ Martingle
١٣ Brownian motion
١۴ Weiner process
١۵ Molecular-leinetic
١۶ Robert brown
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حسامیان غلام�رضا و شمس مهدی برآوردیابی در آن کاربرد و تصادفی دیفرانسیل معادلات در پالایش مسئله ۴

برای و ٠ = t٠ < t١ < ... < tn = T آن در که می�زنند تقریب

است توجه قابل هست. [tj , tj+١] در دلخواه نقطه یک sj ،j هر

بستگی sj ∈ [tj , tj+١) نقاط انتخاب به ریمان انتگرال مقدار که

به�صورت شده زده تقریب مجموع�های تصادفی، حالت در ندارد.

∑n−١

j=٠
f(sj)

(
Btj+١ −Btj

)
نقاط انتخاب به تقریب�هایی چنین حد حالت این در هستند.

ساختار زیر قضیۀ نمونه به�عنوان دارد. بستگی sj ∈ [tj , tj+١)

می�کند. مشخص را تصادفی انتگرال یک برای ریمان انتگرال

پیوسته تابع هر برای ریمان). (نمایش [١٩] .٨.١ قضیۀ

افراز ti = iT
n با ٠ ≤ i ≤ n برای را [٠, T ] بازه اگر f : R → R

داریم: صورت این در کنیم،

lim
n→∞

∑n

i=١
f
(
Bti−١

) (
Bti −Bti−١

)
=

∫ T

٠
f (Bs) dBs

است. L٢ در همگرایی که

c و ٠ ≤ S < U < T ،f, g ∈ v(٠, T ) کنید فرض .٩.١ گزارۀ

این�صورت در باشد. ثابت یک

داریم: جا همه تقریباً به�صورت الف)
∫ T

S

fdBt =

∫ U

S

fdBt +

∫ T

U

fdBt.

داریم: جا همه تقریباً به�صورت ب)
∫ T

S

(cf + g)dBt = c

∫ T

S

fdBt +

∫ T

S

gdBt.

.E[
∫ T

S
fdBt] = ٠ ج)

است. اندازه�پذیر -FT ،
∫ T

S
fdBt د)

است. FT به نسبت مارتینگل یک
∫ t

٠ f(s, w)dBs ه)

در معروف شناس زیست براون١۶ رابرت توسط تحقیقات این

منسوب تصادفی حرکت�های این است. شده انجام ١٨٢٨ سال

و می�شود تولید آب مولکول�های توسط که است گرده نوسانات به

براونی حرکت است. آب در گرده انتشار١٨ یا پراکندگی١٧ نتیجه

سهام، قیمت مدل�های معلق، کوچک بسیار ذره�های مطالعه در

در حدی رفتارهای الکتریکی، مدارهای در حرارتی اغتشاشات

تصادفی اختلاهای کلّی به�طور و کالا موجودی و صف سیستم�های

مدیریت سیستم�های و اقتصاد زیست�شناسی، شیمی، فیزیک، در

دارد. کاربرد

معادلات و تصادفی انتگرال��های یا تصادفی حسابان نظریه

١٩۴٠ سال در ایتو ژاپنی ریاضی�دان توسط تصادفی دیفرانسیل

است. شده معرفی ذیل در که شد مطرح

f(t , ω) ∈ v(S, T ) اندازه�پذیر تابع برای [٢٠] .٧.١ تعریف

انتگرال مبدأ، شروع نقطه با Bt(ω) یک�بعدی براونی حرکت و

به�صورت ١٩ ∫ایتو T

S

f(t , ω) dBt(ω) = lim
n→∞

∫ T

S

φn(t , ω) dBt(ω)

) مقدماتی٢٠ توابع دنباله {φn} و L٢ در حد که می�شود تعریف

که به�طوری است ساده٢١) توابع

lim
n→∞

E

∫ T

S

[f( t , ω )− φn( t , ω )]
٢
dt = ٠.

توصیف نیز ریمان انتگرال اساس بر می�توان را ایتو انتگرال

انتگرال و ریمان٢٢ انتگرال بین عمده تفاوت دو اقل حد کرد.

تقریب�های هست. همگرایی نوع تفاوت اولین دارد. وجود ایتو

ایتو انتگرال که صورتی در هستند، همگرا R در ریمان انتگرال

هستند همگرا L٢ در که تصادفی متغیرهای از دنباله�ای توسط

مجموع�های که است این تفاوت دومین می�شود. زده تقریب

به�صورت را f : [٠, T ] → R تابع یک انتگرال ١−n∑ریمان

j=٠
f(sj)(tj+١ − tj)

١٧ Dispersal
١٨ Diffusion
١٩ Ito integral
٢٠ Elementary functions
٢١ Simple functions
٢٢ Riemann integral
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رو این از و

d(
١
٢
Bt)

٢
= BtdBt +

١
٢
dt

آن پی در ∫و t

٠
BsdBs =

١
٢
B٢

t −
١
٢
t.

پالایش مسئله ٢

مشاهده) قابل (غیر Xt تصادفی فرایند دو پالایش مسئله در

از استفاده با Xt که دارند وجود مشاهده) (قابل Zt و

لذا می�شود. برآورد {Zs : ٠ ≤ s ≤ t}

X̂t = Pkt(Xt) = E(Xt |Gt )

آن در که

Gt = σ {Zs : ٠ ≤ s ≤ t} .

روی Xt متعامد تصویر Pkt(Xt) همچنین

Kt = K(Z, t) =
{
Y : Ω → Rn

∣∣Y ∈ L٢, Y ∈ Gt

}
کمینه را زیر خطاهای دوم توان میانگین X̂t آن در که است

می�کند:

E(Xt − X̂t)
٢
= inf

Y ∈Kt

E(Xt − Y )
٢
.

متغیرهای ... ،W٢ ،W١ ،X کنید فرض [٢٠] .١.٢ مثال

:j هر برای که مستقل�اند تصادفی

EX = EWj = ٠ ; EX٢ = a٢; EWj
٢ = m٢.

یعنی X خطی برآورد بهترین یافتن هدف

X̂t = PKt(X) = E(Xt |Gt)

در .Zj = X + Wj آن در که است {Zj : j ≤ k} اساس بر

دهید: قرار راستا، این

L = L(Z, k) = {c١Z١ + ...+ ckZk |c١ , ..., ck ∈ R} .

متغیرهای اشمیت٢٣ گرام سازی متعامد فرایند از استفاده با

که: می�شوند تولید طوری و... A و٢ A ١ تصادفی

دیفرانسیل معادله در Xt کنید فرض [١١] .١٠.١ قضیۀ

کند: صدق زیر تصادفی

dXt = udt+ vdBt

هر برای جا همه تقریباً که می�شود انتخاب �طوری v آن در که

،t ≥ ٠∫ t

٠
v(s, ω)

٢
ds < ∞

نظر در به�گونه�ای uو است Ft به نسبت مارتینگل یک Bt و

هر برای جا همه تقریباً و باشد Ft-سازوار�شده که می�شود گرفته

داریم: ،t ≥ ٠∫ t

٠
|u(s, ω)| ds < ∞,

همچنین

g(t, x) ∈ C(∞,٠])٢× R).

داشته پیوسته دوم مرتبه مشتقات [٠,∞) × R روی g (یعنی

دیفرانسیل معادله در Yt = g(t,Xt) فرایند آن�گاه باشد)،

می�کند: صدق زیر تصادفی

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt+

١
٢
∂٢g

∂x٢ (t,Xt).(dXt)
٢

آن در که

(dXt)
٢
= (dXt).(dXt).

و dt.d.t = dt.dBt = dBt.dt = ٠ قوانین به توجه با

می�شود. محاسبه dBt.dBt = dt

زیر: ایتوی انتگرال محاسبه برای [٢٠] .١١.١ ∫مثال t

٠
BsdBs

داریم: ،g(t, x) = ١
٢x

٢ و Xt = Bt انتخاب با

Yt = g(t, Bt) =
١
٢
B٢

t

داریم: ١٠.١ قضیۀ به توجه با آن پی در و

dYt =
∂g

∂t
∂t+

∂g

∂x
dBt +

١
٢
∂٢g

∂x٢ (dBt)
٢

= BtdBt +
١
٢
(dBt)

٢

= BtdBt +
١
٢
dt

٢٣ Gram- schmidt orthogonalisation process
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حسامیان غلام�رضا و شمس مهدی برآوردیابی در آن کاربرد و تصادفی دیفرانسیل معادلات در پالایش مسئله ۶

زیر تساوی از آن حل برای که

Uk = αkZk ∈ L(Z , k)

آن در که

Zk = ١
k

∑k

i=١
Zi

و

αk =
a٢

a٢ + ١
km

٢

همچنین و

E ((X − Uk)Zi) = E (X(X +Wi))− αkE
(
ZkZi

)
= EX٢ + EX . EWi − αk

k

∑k

j=١
E[(X +Wj)(X +Wi)]

= a٢ − αk
k

∑k

j=١
{EX٢ + E(Wj +Wi) . EX + EWjWi}

= a٢ − αk
k

{
ka٢ +m٢}

= ٠

که گرفت نتیجه می�توان

(X − Uk)⊥L(Z , k)

است. L(Z, k) روی Xt تصویر (X̂k همچنین (و Uk رو این از و

می�شود: نتیجه زیر عبارت X̂k = Uk تصویر یکتایی بر بنا لذا

X̂k =
a٢

a٢ + ١
km

٢Zk.

بزرگ، کافی اندازۀ به k برای خاص حالت دو به�عنوان

.X̂k ≈ ٠ ،m٢ >> a٢ برای و X̂k ≈ Zk

تصادفی دیفرانسیل معادله در پالایش ٣

بگیرید: نظر در را زیر تصادفی دیفرانسیل معادلۀ

dXt

dt
= b( t , Xt) + σ( t , Xt) dWt (٢)

σ : [٠ , T ]×R → R و b : [٠ , T ]×R → R تابع دو آن در که

و می�شوند نامیده انتشار٢۵ ضریب و رانش٢۴ ضریب به�ترتیب

فوق معادله جواب یکتایی و وجود به منجر (که زیر شرط در

می�کنند: صدق می�شود)

.EA iA j = ٠ ; i ̸= j الف)

.L(A , k) = L(Z , k) :k هر برای ب)

:k هر برای صورت این در

X̂k =
∑k

j=١

EXAj

EAj
٢ Aj (١)

زیر بازگشتی رابطۀ به�صورت می�تواند (١٠) رابطۀ در تساوی که

داریم: این بر بنا شود، نوشته

X̂k = X̂k−١ +
EXAk

EAk
٢ Ak.

داریم: ،k < j هر برای

EWjZk = EWj . EX + EWj . EWk = ٠,

نوشت: می�توان Pj−١(Wj) = ٠ این�که به توجه با رو این از

Aj = Zj − Pj−١(Zj)

= Zj − Pj−١(X)− Pj−١(Wj)

= Zj − X̂j−١

آن: پی در و

EXAj = E
(
X(Zj − X̂j−١)

)
= E

(
X(X − X̂j−١)

)
+ E (XWj)

= E
(
(X − X̂j−١ + X̂j−١)(X − X̂j−١)

)
+ E (X)E (Wj)

= E
(
X − X̂j−١

)٢
+ E

(
X̂j−١(X − X̂j−١)

)
= E

(
X − X̂j−١

)٢
.

همچنین

EAj
٢ = E

(
X − X̂j−١ +Wj

)٢

= E
(
X − X̂j−١

)٢
+ EW ٢

j + ٢E
(
(X − X̂j−١)Wj

)
= E

(
X − X̂j−١

)٢
+m٢

با حال است. Wj و X استقلال به�خاطر آخر تساوی که

می��آید: دست به زیر بازگشتی معادله (١٠) رابطۀ در جایگذاری

X̂k = X̂k−١ +
E
(
X − X̂j−١

)٢
E
(
X − X̂j−١

)٢
+m٢

(
Zk − X̂j−١

)
٢۴ Drift coefficient
٢۵ Diffusion coefficient
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٧ ١-١١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

که

S(t) = E
(
Xt − X̂t

)٢
می�کند: صدق زیر تصادفی غیر معادلۀ در

dS

dt
= ٢F (t)S(t)− G٢(t)

D٢(t)
S٢(t) + C٢(t)

S(٠) = V ar (X٠)

است. مشهور ریکاتی٢۶ معادله به معادله این که

کاربردها ۴

پالایش مسئله از کابردهایی مثال، چند ذکر با بخش این در

می�شوند. معرفی

کنید فرض ثابت). فرایند از پراغتشاش (مشاهدات .١.۴ مثال

dXt = ٠ (Xt = X٠ (یا ; X̂٠ = EX٠ = ٠ ; V ar(X٠) = a٢

dZt = Xtdt+mdVt ; Z٠ = ٠

آن در که

F (t) = C(t) = ٠ ; G(t) = ١ ; D(t) = m.

است: زیر به�صورت ریکاتی معادلۀ لذا

dS

dt
= − ١

m٢S
٢

انتگرال�گیری با آن حل برای و می�شود حاصل S(٠) = a٢ با که

داریم: طرفین از
∫ t

٠
− ١
S٢ dS =

∫ t

٠

١
m٢ dt

لذا و

(S(t))
−١ − (S(٠))−١

=
t

m٢ .

زیر رابطۀ جایگذاری با اکنون

S(t) = a٢m٢

m٢+ a٢t

وجود d و c ثابت�های ،t ∈ [٠ , T ] و x , y ∈ R هر برای

که: دارند

| b( t , x) | + |σ( t , x) | ≤ c (١ + | x | )

|b( t , x )− b( t , y )|+ |σ( t , x )− σ( t , y )| ≤ d |x− y |

تعبیر از استفاده با .[١۴] است سفید نوفه فرایند یک Wt و

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (١٩) معادله ایتو،

dXt = b( t , Xt) dt + σ( t , Xt) dUt

.[٢] است معلوم توزیع با X٠ از مستقل براونی حرکت Ut که

Zt مشاهدات می�شود فرض پالایش مسئله پیوسته حالت در

هستند: زیر معادله به�صورت

dZt = c( t , Xt) dt + γ( t , Xt) dVt

Z٠ = ٠

حرکت Vt و می�کنند صدق یکتایی شرایط در γ و c توابع آن در که

است. X٠ و Ut از مستقل براونی

سیستم معادلات که می�شود گرفته نظر در حالتی سادگی برای

هستند: خطی به�صورت مشاهدات و

dXt = F (t)Xt dt + C(t) dUt, F (t), C(t) ∈ R (٣)

dZt = G(t)Xtdt + D(t) dVt , G(t), D(t) ∈ R,Z٠ = ٠

(۴)

مستقل {Vt} و {Ut} از و نرمال توزیع دارای X٠ آن در که

است.

(١) رابطه�های پالایش مسئله حل برای رهیافتی زیر قضیۀ

است. (۵) و

مسئله برای X̂t = E(Xt |Gt ) جواب [١۵] .١.٣ قضیۀ

تصادفی دیفرانسیل معادله در (۵) و (١) یک�بعدی پالایشخطی

این: بر بنا می�کند، صدق زیر

dX̂t =

(
F (t)− G٢(t)S(t)

D٢(t)

)
X̂tdt+

G(t)S(t)

D٢(t)
dZt;

X٠ = EX٠ (۵)

٢۶ Riccati equation
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حسامیان غلام�رضا و شمس مهدی برآوردیابی در آن کاربرد و تصادفی دیفرانسیل معادلات در پالایش مسئله ٨

داریم: (٧) رابطۀ در

dX̂t = − tanh(t)X̂t dt + tanh(t) dZt

X̂٠ = ٠

یا و

d
(
cosh(t)X̂t

)
= sinh(t)dZt

بالاخره: و

X̂t =
١

cosh(t)

∫ t

٠
sinh(s) dZs.

اساس بر θ پارامتر برآورد هدف پارامتر). (برآورد .٣.۴ مثال

است: زیر مدل اساس بر Zt مشاهدات

dZt = θ G(t) dt+D(t) dBt

(١) رابطۀ این بر بنا هستند. معلوم توابع D(t) و G(t) که

معادلۀ و (Vt = Btو Xt = θ) بود خواهد dθ = ٠ به�صورت

زیر: عبارت برای ریکاتی

S(t) = E(θ − θ̂t)
٢

است: زیر به�صورت

dS

dt
= −

(
G(t)S(t)

D(t)

)٢

با برابر دیفرانسیل معادله این جواب و

S(t) =

(
S٠

−١ +

∫ t

٠
G٢(s)D−٢(s)ds

)−١

داریم: رو این از است.

d
⌢

θ t =
G(t)S(t)

D٢(t)

(
dZt −G(t)

⌢

θ tdt
)

این�که یا

d

[(
S٠

−١ +

∫ t

٠
G٢(s)D−٢(s)ds

)
⌢

θ t

]
=(

S٠
−١ +

∫ t

٠
G٢(s)D−٢(s)ds

)
d

⌢

θ t +G٢(t)D−٢(t)
⌢

θ tdt

= G(t)D−٢(t)dZt.

داریم: (٧) رابطۀ در

dX̂t = − a٢

m٢ + a٢t
X̂t dt +

a٢

m٢ + a٢t
dZt

X̂٠ = EX٠ = ٠.

عبارت در معادله طرف دو ضرب با که

exp{
∫ t

٠

a٢

m٢+a٢sds}

که: گرفت نتیجه می�توان راحتی به

d
(
X̂t exp

{∫ t

٠

a٢

m٢ + a٢s
ds

}
=

exp

{∫ t

٠

a٢

m٢ + a٢s
ds

}
a٢

m٢ + a٢t
dZt.

زیر رابۀ دادن قرار با سرانجام
∫ t

٠

a٢

m٢+a٢sds = ln m٢+a٢s
m٢

می�شود: حاصل زیر نتیجه بالا معادلۀ در

X̂t =
a٢

m٢ + a٢ tZt ; t ≥ ٠.

فرض براونی). حرکت از پراغتشاش (مشاهدات .٢.۴ مثال

کنید

dXt = dUt ; EX٠ = V ar(X٠) = ٠

dZt = Xtdt+ dVt ; Z٠ = ٠

آن در که

F (t) = ٠ ; C(t) = G(t) = D(t) = ١

است: زیر به�صورت ریکاتی معادلۀ لذا و

dS

dt
= −S٢ + ١

زیر رابطۀ جایگذاری با حال می�شود. تبدیل S(٠) = ٠ با که

S(t) =
e٢t − ١
e٢t + ١

= tanh(t)

٢٧ Maximum likelihood estimator
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تحت Î(t) یعنی جریان برآورد بهترین کردن پیدا هدف باشد،

زیر عبارت که می�شود ملاحظه است. {Z(s)} s ≤ t مشاهدات

S(t) = E
(
I(t)− Î(t)

)٢
زیر ریکاتی معادلۀ در

dS(t)

dt
= −٢R

L
S(t)− S٢(t) +

σ٢

L٢

S(٠) = EI٠
٢ = A٢

معادله در بالا معادله جواب جایگذاری با این بر بنا می�کند. صدق

زیر

dÎ(t) =

(
−R

L
− S(t)

)
Î(t)dt+ S(t) dZ(t)

Î(٠) = EI٠ = ٠

زیر دیفرانسیل معادله راحتی به

dÎ(t) =

(
−R

L
− γ

١+ eC−٢γt

١− eC−٢γt

)
Î(t) dt

+ γ
١ + eC−٢γt

١ − eC−٢γt dZ(t)

Î(٠) = EI٠ = ٠

آن در که می�شود حاصل

γ =

√
R٢ + σ٢

L
; C = ln

∣∣∣∣∣ A٢ − R
L − γ

A٢ − R
L + γ

∣∣∣∣∣
رو: این از و

Î(t) ≈ Î(٠) e−γt + (−R
L + γ) e−γt

∫ t

٠
eγs dZ(s)

= (−R
L + γ) e−γt

∫ t

٠
eγs dZ(s).

می�آید: دست به زیر به�صورت θ پارامتر برآورد این بر بنا

⌢

θ t =

⌢

θ ٠S٠
−١ +

∫ t

٠ G(s)D−٢(s)dZs

S٠
−١ +

∫ t

٠ G
٢(s)D−٢(s)ds

.

باشد S٠
−١ = ٠ که حالتی برای برآورد این که شود توجه

منطبق θپارامتر (٢٧MLE) درست�نمایی ماکسیمم برآوردگر بر

.[١۵] می�شود

تصادفی دیفرانسیل معادلۀ .۴.۴ مثال

L
dI(t)

dt
+RI(t) = σξ(t)

نیروی ξ(t) و القایی٢٩ مقاومت مدار یک در ٢٨ جریان I(t) که

زیر به�صورت است سفید) (نوفه نوسانی٣٠ الکترومغناطیس

dI(t) = −R

L
I(t) dt+

σ

L
dV (t)

I(٠) = I٠

ضریب R/L وینر، فرایند V (t) آن در که می��شود تبدیل

.[١٧] است انتشار ضریب σ/L و ٣١ اصطکاک

با تصادفی متغیر یک I٠ آغازی جریان که شود توجه

با معادله این حل برای هست. V ar(I٠) < ∞ و E(I٠) < ∞

داریم: ایتو فرمول از استفاده

I(t) = e−
R
L I٠ + σ

L

∫ t

٠
e−

R
L (t−s)dV (s)

می�شوند: حاصل زیر به�صورت جریان واریانس و میانگین لذا

E [I(t)] = e−
R
L Io E (I٠)

V ar [I(t)] = e−
٢R t
L V ar (I٠) +

σ٢

٢LR

(
١ − e−

٢R t
L

)
.

زیر به�صورت مشاهدات اگر حال

dZ(t) = I(t) dt+ dU(t)

٢٨ Current
٢٩ Inductance-resistance circuit
٣٠ Electromagnetic force fluctuating
٣١ Coefficient of friction
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