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چکیده:
شرح به آمار، مختلف شاخه�هاي در محققان توسط انجام�شده کارهاي از تاریخچه�اي و نمایی خانوادة معرفی از پس مقاله این در
آماري اطلاع نظریۀ مفاهیم و آماري فرضیۀ آزمون�هاي برآورد، مسئلۀ در به�ویژه آماري استنباط در خانواده این از کاربردهایی

می��شود. پرداخته
متقابل. اطلاع آنتروپی، آماري، فرضیۀ آزمون�هاي برآورد، طبیعی، پارامتر فضاي منظم، نمایی خانوادة کلیدي: واژه�هاي

مثال به�عنوان کرد. مطالعه توزیع�ها این از ارزنده�اي مطالب
به می�توان شده انجام زمینه این در که مهمی تحقیقات از
توزیع��هاي ،[60 ،56 ،8] بودن نامتناهی تقسیم�پذیر در کاربرد
،[99] تصادفی دینامیکی سیستم�هاي ،[44] چندمتغیره پایدار
نمایی خانواده�هاي در وابستگی ،[3] شرطی تصادفی میدان�هاي
سازماندهی ،[61] مارکوفی تصادفی میدان�هاي از استفاده با شرطی
پیوسته زمان مارکوفی فرایندهاي توصیف ،[57] لوي فرایندهاي
به متعلق لحظه هر در آنها توزیع که متناهی حالت فضاي روي
مجانباً ،[104 ،103 ،102] است یک�پارامتري نمایی خانواده� یک
مارکوفی مدل یک در درست�نمایی لگاریتم نسبت بودن نرمال
نمایی خانوادة به متعلق انتقال چگالی تابع با مانا ارگودیک
توزیع�هاي ،[48] غیرخطی زمانی سري�هاي در کاربرد و شرطی
تصادفی دیفرانسیل معادلات در کاربرد ،[31] آمیخته پوآسون
در جاذبه دامنه ،[28] نمایی خانوادة در هندسی نتایج بررسی ،[9]
،15] (2GLM) تعمیم�یافته خطی مدل�هاي ،[6] نمایی خانواده�هاي
مدل�هاي ،[77] رسته�اي داده�هاي براي غیرخطی مدل�هاي ،[68
اصلی مؤلفۀ تحلیل ،[72] عاملی تحلیل ،[101] کانونی رگرسیون
واریانس کاهش روش ،[7] لجستیک مدل�هاي تحلیل ،[71 ،18]
،[29] رسته�اي داده�هاي ،[96] دوحالتی پاسخ متغیرهاي براي
فازي خوشه�بندي ،[73] خوشه�اي چندمتغیره دودویی داده�هاي

مقدمه 1
در را احتمال توزیع�هاي از مهم و وسیع ردة یک نمایی خانوادة
این در دارد. کاربرد آماري شاخه�هاي اکثر در که می�گیرد بر
می�شود. بیان آماري استنباط در خانواده این از کاربرد�هایی مقاله
آمار مختلف شاخه�هاي در زمینه این در که تحقیقاتی ابتدا در
فرایندهاي احتمال، آماري، تصمیم نظریۀ آماري، استنباط نظیر
مدل�هاي زمانی، سري�هاي تصادفی، دیفرانسیل معادلات تصادفی،
انجام آمار دیگر شاخه�هاي و فازي آمار غیرخطی، و خطی
از پس بعدي بخش�هاي در سپس می�شود. معرفی است، شده
مهم�ترین منظم، نمایی خانوادة شرایط و نمایی خانوادة معرفی
می�کنیم. تشریح را آماري استنباط در مهم خانواده این کاربردهاي
می�شوند بررسی بعدي بخش�هاي در که موارد این مهم�ترین از
بسندگی بسندگی، نظیر آماري مفاهیم کردن پیدا در آنها نقش
درست�نمایی، ماکسیمم برآوردگرهاي بودن، کامل مینیمال،
نااریب برآوردگرهاي مینیماکس، و مجاز و بیزي برآوردگرهاي
بهترین کاکولوس، و کرامر-رائو نامساوي واریانس، کمترین با
خانوادة یک آنتروپی کردن ماکسیمم نرمال، مجانباً برآوردگر
و نمایی خانوادة دو بین کولبک-لایبلر فاصلۀ محاسبۀ نمایی،
می��توان [15 ،10] مراجع در است. آماري فرضیۀ آزمون��هاي

ایران کاشان، دانشگاه آمار، گروه علمی 1هیأت
2 Generahzed Linear Model
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،[48] کولبک-لایبلر فاصلۀ برآورد براي مونته�کارلو روش از
درجۀ واریانس نمایی خانوادة در غیر�آگاهنده پیشینی توزیع�هاي
توزیع واریانس و پیشگویانه نسبت نامساوي�هاي ،[20 ،19] دو
مورد انتشار ،[16] پسینی توزیع بودن نرمال مجانباً ،[53] پسینی
،(6BIC)بیزي اطلاع معیار تعمیم ،[87] بیزي دیدگاه از انتظار
،[45] تداخل خوشه�هاي مدل�بندي براي ناپارامتري بیزي دیدگاه
تجربی بیزي ،[66 ،65] تجربی بیزي برآوردهاي همگرایی نرخ
تابع با فرضیه آزمون�هاي در تجربی بیزي ،[38 ،13] ناپارامتري
بیزي برآوردگر ،[90] منظم غیر نمایی خانواده�هاي در خطی زیان
مرحله�اي سه دنباله�اي برآورد و [2] 0-1 زیان تحت مینیماکس و
اشاره ،[93] موزون خطاهاي دوم توان زیان تابع با میانگین براي

کرد.
یا چگالی توابع خانواده از یکی شد، اشاره که همان�طور
ردة یک که هستند نمایی خانوادة آمار در مهم احتمال جرم
را آمار در معروف احتمال جرم یا چگالی توابع اکثر از کلّی
واسطۀ (به کوپمن-پیتمن-داریموس خانواده به و می�شوند شامل
هستند. معروف نیز زمینه) این در دانشمندان این مستقل تحقیقات

احتمال: جرم توابع یا چگالی توابع خانواده یک
{f(x|θ) : θ = (θ١ . . . , θq) ∈ Θ}

هر به�ازاي هرگاه گویند، پارامتري -q نمایی خانوادة یک را
باشیم: داشته h(x) ≥ ٠ و c(θ) ≥ ٠ که x ∈ X

f(x|θ) = h(x)c(θ) exp

[
q∑

i=١

wi(θ)ti(x)

]
. (1)

هستند. حقیقی مقادیر با توابع wi و ti ،h ،c توابع که
می�تواند wi نمونه، به�عنوان نیست، یکتا (1) رابطۀ بازپارامتریدن7
اگر شود. تقسیم آن به ti و ضرب b صفر غیر ثابت در
دیگر بازپارامتریدن یک ،g(x) ≥ ٠ که ،h(x) = g(x)IA(x)

است: زیر به�صورت
f(x|θ) = exp[

q∑
i=١

wi(θ)ti(x) + d(θ) + s(x)]IA(x),

مدل�هاي ،[97] تغییرات استنباط و گرافیکی مدل�هاي ،[46 ،34]
شده محدود بولتزمن ماشین یا ترکیب ماشین نظیر دولایه�اي
یادگیري در کاربرد ،[98] اطلاعات بازیابی در آن کاربرد و
،[59] رباتیک ادراك و متن�ها رده�بندي و خودآموز به�صورت
،[83] جهت�دار ماتروید نظریۀ در تکیه�گاه ،[11] هسته روش�هاي
تشخیص براي معیاري ،[9] ترتیبی آماره�هاي تحت بودن بسته
یک فاصله مقدار و توزیع یک نمایی خانوادة به بودن متعلق
تحت نمایی خانوادة ماتریس ،[27] بودن نمایی از دلخواه توزیع
نمایی خانواده�هاي براي خطر نرخ ،[37] ساختاري محدودیت�هاي
کارایی ،[14] اشتاین معادلۀ تعمیم ،[80] دو درجۀ توان با
درست�نمایی نسبت آزمون ،[54] درست�نمایی نسبت آزمون�هاي
بودن مقید ترتیب مقابل فرضیۀ با فرضیه آزمون�هاي براي
نیکویی آزمون بودن مجاز ،[36] برازش نیکویی آزمون ،[49]
آزمون�هاي کارایی ،[17] گسسته نمایی خانواده�هاي براي برازش
شرطی امتیاز آزمون�هاي ،[70] مزاحم پارامتر حضور در بهینه
امتیاز آزمون�هاي ،[95] اجتماع-اشتراك امتیاز آزمون�هاي ،[76]
مجانبی همگنی آزمون ،[32] غیرخطی مدل�هاي براي اصلاح�شده
وجود، ،[23] محدب اطمینان مجموعۀ دنبالۀ ،[88] میانگین براي
خواص ،[69 ،7 ،4] 3 MLE بودن نرمال مجانباً و سازگاري
خانوادة MLEدر چگالی تابع تقریب ،[33] MLEشرطی مجانبی
هم�زمان برآورد ،[47] زینی نقطۀ بسط از استفاده با خمیده نمایی
سازگاري ،[35] 5MRE و 4 UMVUE ،MLE شامل توسعه�یافته
چندمتغیره نرمال توزیع در آن کاربرد و مجانبی کارایی و
خانوادة در کمکی آماره�هاي یافتن و وجود شرط ،[86 ،85]
گام به گام نرمال مجانباً برآوردگر بهترین ،[58] خمیده نمایی
براي معیاري ،[67] دریکله چندجمله�اي�هاي توسط تقریب ،[86]
واریانس تابع با نمایی خانوادة نااریب برآوردگرهاي نیرومندي
تفاضل برآورد براي ثابت و دنباله�اي روش�هاي ،[6] دو درجۀ
غیردقیق مزدوج پیشینی چگالی�هاي ،[94] جامعه دو میانگین�هاي
استفاده و پیشینی توزیع�هاي از آمیخته�اي با استنباط ،[21]

3 Maximum Likelihood Estimator
4 Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator
5 Minimum Risk Equivariant
6 Bayes Information Criterion
7 Reparametrization
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تابع باشد، داشته خطی قید که متغیر یک از تابعی فقط و است
است. ثابت

از ،θ = (µ, σ) ∈ R × R+ ،X ∼ N(µ, σ٢) اگر .1.1 مثال
یعنی (1) رابطۀ به�صورت معمولی بازپارامتریدن این�که

f(x|θ) = ١√
٢πσ exp[−(x−µ)٢

٢σ٢ ]IR(x)

،h(x) = IR(x) ،c(θ) = ١√
٢πσ exp(−µ

٢σ٢ ) آن در که است
و t١(x) = x٢ ،η٢ = w٢(θ) = µ

σ٢ ،η١ = w١(θ) = −١
٢σ٢

به�طور و دو�پارامتري نمایی خانوادة یک خانواده این ،t٢(x) = x

است. REF یک کلّی�تر

دوجمله�اي، پوآسون، بتا، گاما، توزیع�هاي مشابه به�طور
نظیر توزیع�هایی ولی هستند نمایی خانوادة هندسی و پاسکال
تابع زیرا نیستند نمایی خانوادة به متعلق یکنواخت و کوشی
ti اگر نوشت. (1) رابطۀ به�صورت نمی�توان را آنها چگالی
جملات تعداد می�توان آن�گاه کنند، صدق خطی قید در ηi یا
کنید فرض مثال، به�عنوان داد. کاهش را (1) رابطۀ در توان
dimΘ = آن در که (X١ . . . , Xj) ∼ Mj(n, p١, . . . , pj)

اگر .∑j
i=١ pi = ١ و ∑j

i=١ Xi = n صورت این در .j
آن�گاه ،h(x) = n!/

∏j
i=١ xi!

f(x١, . . . , xj) =n!

j∏
i=١

pxi
i

xi!

= exp

[
n log pj + x١ log

p١

pj
+ . . .

+ xi−١ log
pj−١

pj

]
h(x)

بردار یک µ اگر مشابه به�طور است. j)-بعدي − ١) ،REF

آن�گاه باشد، j × j مثبت معین ماتریس یک Σ و ١ × j سطري
REF یک dimΘ = j + j٢ با Nj(µ,Σ) معمول بازپارامتریدن
که هستند REF از مثال�هایی موارد این هست. پارامتر j(j+١)

٢ با
دوپارامتري نمایی خانوادة ،N(θ, θ٢) خانوادة .dimΘ > dimΩ

آن پی در و η٢ = ١
θ و η١ = − ١

٢θ٢ (زیرا است منظم غیر
مستطیل یک شامل و است دو درجۀ طبیعی پارامتر فضاي نمودار
عموماً .dimΘ = ١ < ٢ = dimΩ این�جا در نیست). دوبعدي

بستگی A و d(θ) = log(c(θ)) ،s(x) = log(g(x)) آن در که
نمایی خانوادة به متعلق U(٠, θ) خانوادة این بر بنا ندارد. θ به

دارد. بستگی θ به آن تکیه�گاه زیرا نیستند،
پارامتر از استفاده دارد نظري کاربردهاي که بازپارامتریدنی
که است مجموعه یک Ω طبیعی پارامتر فضاي است. η طبیعی

یعنی: باشد، متناهی هسته تابع انتگرال

Ω =
{
η = (η١, . . . ,ηk) :

١
c∗(η)

≡
∫ ∞

−∞
h(x) exp

[
q∑

i=١

ηiti(x)

]
dx < ∞

}
,

بازپارامتریدن .(128 ص ،[30]) است محدب مجموعۀ یک که
از است عبارت نمایی خانوادة یک براي طبیعی

f(x|ηh(x)c∗(η) exp

[
q∑

i=١

ηiti(x)

]
(2)

.η ∈ Ω و هستند (1) رابطۀ در توابع همان ti(x) و h(x) که
نیست. یکتا نیز این�جا در بازپارامتریدن قبل مشابه

پر نمایی خانوادة (یا منظم نمایی خانوادة تعریف به اکنون
عبارت�هاي از یکی به�صورت di(y) اگر می�شود. پرداخته رتبه)
توسط خطی) (وابستۀ خطی قید یک �شود، تعریف ηi یا wi(θ) ،ti
می�شود q∑تعریف

i=١ aidi(y) = cبه�صورت dq(y), . . . , d١(y)

اگر نیستند. صفر aiها همۀ که به�طوري ثابت�اند c و aiها که
باشد، برقرار a١ = . . . = ak = ٠ که وقتی فقط بالا تساوي
در هستند). خطی (مستقل نیستند خطی قید یک di(y) آن�گاه
از برخی باشد، برقرار tiها بین خطی وابستگی یک که حالتی
نمایی خانوادة حالت این در و هستند اضافی پارامتر فضاي اعضاي
نامند مینیمال را آن صورت این غیر در و گویند بیش�کامل را

بگیرید. نظر در را زیر شرایط .[87]

هیچ�یک �ها ti و ηi طبیعی، بازپارامتریدن در کنید فرض .1 شرط
نباشند. خطی قید

باشد. بعدي -k مستطیل یک شامل Ω کنید فرض .2 شرط

.(8REF) است منظم نمایی خانوادة باشد، برقرار 2 و 1 شرط اگر
فاصله یک�بعدي، مستطیل پارامتري، یک نمایی خانوادة براي

8 Regular Exponential Family
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توزیع گشتاورهاي محاسبۀ براي ساده روشی اشتاین معادلۀ
به�ازاي روش این در .(31 ص ،[63] می�کند( ارائه نمایی خانوادة
تکیه�گاه حالتی�که در Eو |g′(X)| < ∞ که g مشتق�پذیر تابع هر

داریم: است، R تصادفی متغیر

E

{[
h′(X)

h(X)
+

q∑
i=١

ηit
′
i(X)

]
g(X)

}
= −E

(
g′(X)

) (4)

برقراري شرط است (a, b) تصادفی متغیر تکیه�گاه حالتی�که در و
باشیم: داشته که است این (4) رابطۀ

l im
x→ a or b

h(x) exp

{
q∑

i=١

ηiti(x)

}
= ٠.

زیر به�صورت بالا رابطۀ N(µ, σ٢) نرمال توزیع حالت در

E {g(X) (X − µ)} = σ٢E (g′(X))

g(x) = ١ دادن قرار با اخیر حالت در که می�شود بدل آشناي
E(X٢) = و E(X) = µ گشتاورهاي به�ترتیب g(x) = x و

می��آیند. دست به σ٢ + µ٢

خانوادة در که می�شود ارائه [14] از نقض مثال یک پایان در
زیر به�صورت ،(3) رابطۀ کانونی پارامتري یک نمایی

f(x|η) = h(x) exp (ηx− Λ(η)) I(٠,∞)(x)

تعریف n = ٢, ٣, . . . براي نیست. برقرار اشتاین معادلۀ
می�کنیم:

h(x) =



١
٢ sin

(
π
۴ x
)

٠ ≤ x ≤ ٢( ١
n
+ cn(x)

)
+
( ١
n
− cn(x)

)
n ≤ x ≤ n+ ٢

n٢

× cos
(
πn٢(x− n)− π

)
٢

(n+١)٢ n+ ٢
n٢ ≤ x < n+ ١

آن در که

cn(x) =


١
n٢ n ≤ x < n+ ١

n٢

١
(n+١)٢ n+ ١

n٢ ≤ x < n+ ٢
n٢ .

براي اشتاین معادلۀ می�شود، مشاهده g(x) = x دادن قرار با اکنون
شرایط اساسی قضیۀ یک در [14] مقاله در نیست. برقرار η = ٠

می�شوند. ذکر است برقرار اشتاین معادلۀ آن تحت که نظمی

) برگر و کسلا نیست. منظم خانواده ،dimΘ < dimΩ اگر
که کرده�اند اشاره نکته این به (114 ص ،[12]

{η : η = (w١(θ), . . . , wk(θ))|θ ∈ Θ} ⊆ Ω

χ٢
p نمونه به�عنوان است. بزرگ�تري مجموعۀ اکیداً Ω اغلب اما

زیرمجموعۀ یک طبیعی اعداد مجموعۀ زیرا نیست، REF یک
بازپارامتریدن که صورتی در نیست، حقیقی اعداد از محدب
dimΘ = k = کنید فرض است. REF یک Γ(α, ٢) طبیعی

معمولی بازپارامتریدن و dimΩ

Θ =

{
θ ∈ Rq :

∫
f(x|θ)dx = ١

}
دهید: قرار و باشد بزرگ امکان حد در

Θη = {θ ∈ Θ : باشند شده تعریف wq(θ), . . . , w١(θ)}.

طبیعی پارامتر فضاي کنید فرض این�صورت در

Ω = {(w١(θ), . . . , wq(θ)) : θ ∈ Θη}

.ηi = wi(θ) کنید تعریف سادگی براي دیگر به�عبارت باشد.
است. θ از یک به یک تابع یک η عمومی، توزیع هر به�ازاي

و Θ = [٠, ١] ،X ∼ B(n, p) اگر .2.1 مثال

f(x|p) =
(
n

x

)
px(١ − p)

n−x

= h(x)c(p) exp [w(p)t(x)] ,

h(x) =
(
n
x

)
≥ ٠, که به�طوري x = ٠, ١, . . . , n براي

.t(x) = x و w(p) = log p
١−p ،c(p) = (١ − p)

x ≥ ٠

است، نشده تعریف p = ٠, ١ براي η = log p
١−p این�که از
.Θη = (٠, ١)

کانونی یک�پارامتري نمایی خانوادة

f(x|η) = h(x) exp

(
q∑

i=١

ηiti(x)− Λ(η)

)
(3)

:(131 ص ،[30]) می�شود ثابت به�راحتی بگیرید. نظر در را

E (ti(X)) = ∂
∂ηi

Λ(η),

Cov (ti(X), tj(X)) = ∂٢

∂ηi∂ηj
Λ(η).
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ηk, . . . , η١ هرگاه است، η براي مینیمال بسندة یکآمارة ب)
نباشند. خطی قید

یک شامل Ω هرگاه است، η براي کامل آمارة یک ج)
باشد. k-بعدي مستطیل

قابل فیشر-نیمن تجزیۀ قضیۀ از استفاده با (الف) قسمت
توجه با (ب)، قسمت اثبات براي .(35 ص ،[62] است بررسی

زیر رابطۀ این�که به

f(x|η)
f(y|η)

=

n∏
j=١

h(xj)

n∏
j=١

h(yj)
exp

[∑k

i=١
ηi(Ti(x)− Tj(y))

]

،d ثابت یک و ηi هر به�ازاي اگر تنها و اگر ندارد بستگی η به
∑q

i=١
ηi[Ti(x)− Ti(y)] =

∑q

i=١
ηiai =d

از و Ti(x) =
∑n

j=١ ti(xj) و ai = Ti(x)− Ti(y) آن در که
T (X) این بر بنا .ai = ٠ داریم نیستند، خطی قید ηiها این�که
.(3 ص ،[51] و 39 ص ،[62]) است مینیمال بسندة آمارة یک
(116 ص ،[63] ) رومانو و لیمان به (ج) قسمت اثبات براي

کنید. رجوع
یک (

∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i ) ،1.1 مثال در نمونه به�عنوان

یک توابع آن پی در و است (µ, σ٢) براي کامل بسندة آمارة
،1.2 مثال در هستند. کامل بسندة نیز (X,S) و (X,S٢) یک به
است. p براي کامل بسندة آمارة n∑یک

i=١ t(Xi) =
∑n

i=١ Xi

[85] در بودن مینیمال بسندگی بررسی براي دیگر شگردهاي
است. آمده

معلوم γ٢
٠ > ٠ ,X١که . . . , Xn

i.i.d.∼ N(µ, γ٢
٠µ

٢) اگر .1.2 مثال
پارامتري یک نمایی خانوادة یک f(x|µ) آن�گاه است، µ > ٠ و
هست است) یک�بعدي مستطیل یک شامل (که Θ = (٠,∞) با
از و است مینیمال بسندة آمارة یک (∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X
٢
i ) و

است: برقرار زیر عبارت µ هر به�ازاي که آن�جایی

Eµ[
n+γ٢

٠
١+γ٢

٠

∑n

i=١
X٢

i − [
∑n

i=١
Xi]

٢
] = ٠,

که می�دهد نشان مثال این نیست. کامل بالا مینیمال بسندة آمارة
که است ذکر شایان باشد. Ω شامل ،Θ عوض در باید مستطیل

بسندگی و نمایی خانواده�هاي 2
نهفته اطلاعات است ممکن آماره یک توسط داده�ها تلخیص در
استنباط براي که آماره�اي رو این از و برود بین از نمونه در
قسمی به اوّلیه نمونۀ تلخیص باعث نباید می�شود برده کار به
مطالعۀ علت نکند. کفایت مسئله بررسی براي دیگر که شود
فشرده و کردن خلاصه که است این آماري استنباط در بسندگی
از بدون که هست علاقه مورد آماره�اي توسط داده�ها کردن
پارامتر پیرامون نمونه اطلاعات تمام شامل اطلاعات، دادن دست
انجام نمونه روي را تلخیص حداکثر مینیمال، بسندة آمارة باشد.
فرعی (اطلاعات اضافی اطلاعات شامل است ممکن ولی می�دهد،
در و نیست مفید مجهول پارامتر تخمین براي که باشد کمکی) یا
است نشده فشرده کامل به�طور هنوز بسنده آمارة گوییم اصطلاح
کمکی که بسنده آمارة از تابع یک است ممکن دیگر به�عبارت و
می�کند تضمین کامل بسنده آمارة وجود باشد. داشته وجود است
این و ندارد وجود باشد کمکی که کامل بسندة آمارة از تابعی که
لازم غیر و کمکی اطلاعات شامل آماره این که است معنی بدین
بودن کامل عامیانه�تر به�عبارت نیست. مجهول پارامتر بارة در
می�شود داده�ها در فشردگی بیشترین به منجر بسنده، آمارة یک
در فشردگی بیشترین ایجاد در کامل بسندة آمارة که این یا و

است. موفق داده�ها
خانواده�هاي از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ کنید فرض
در باشند (2) رابطۀ در شده داده معمولی بازپارامتریدن با نمایی
در آن�که توأم احتمال جرم یا احتمال چگالی تابع صورت این

است: k-پارامتري نمایی خانواه یک است آمده ذیل

f(x١, . . . , xn|η) =

 n∏
j=١

h(xj)

 [c∗(η)]
n

exp

η١

n∑
j=١

t١(xj) + . . .+ ηk

n∑
j=١

tq(xj)

 .

صورت این در

T (X) = (T١(X), . . . , Tq(X))

=
(∑n

j=١
t١(Xj), . . . ,

∑n

j=١
tq(Xj)

)
,

است. η براي بسنده آمارة یک الف)
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است نمایی خانوادة یک به متعلق P آن�گاه باشد، بسنده θ براي
.(144 ص ،[89] (در

تصادفی متغیر اگر که می�شود اشاره نکته این به پایان در
نمایی خانوادة به متعلق f(x|θ) احتمال چگالی تابع داراي X

مجموعۀ روي که X توزیع آن�گاه باشد، P = {Pθ : θ ∈ Θ}

شرط به X شرطی توزیع (یعنی است شده بریده A بورل
احتمال چگالی تابع با نمایی خانوادة به متعلق نیز (X ∈ A

به�راحتی همچنین ص144). ،[89] ) است f(x|θ)IA(x)/Pθ(A)

براي کامل بسندة آمارة یک T (X) اگر که می�شود داده نشان
شده بریده توزیع خانواده براي آماره این آن�گاه باشد، P خانواده
.(148 ص ،[89] ) است کامل بسندة نیز A بورل مجموعۀ روي

MLE و نمایی خانواده�هاي 3
ریاضیدانانی توسط بار اوّلین براي درست�نمایی ماکسیمم روش
قرار استفاده مورد گاوس و لاپلاس اویلر، برنولی، لاگرانژ، چون
واسطۀ به روش این محبوبیت و اصلی سازماندهی ولی گرفت
بار اوّلین درست�نمایی» «ماکسیمم واژه و است فیشر تحقیقات
کسلا گرفت. قرار استفاده مورد مشهور دانشمند این توسط
برآورد یافتن براي مفید نتیجه یک ص317) برگر([12]، و
ارائه یک�پارامتري حالت در ( MLE ) درست�نمایی ماکسیمم
که می�شود استفاده حقیقت این از منظور این براي کرده�اند.
a, b ∈ که باشد (a, b) روي پیوسته تابع یک K(θ) اگر
نقطه و مشتق��پذیر فاصله این روي تابع این و ،R∪{−∞,+∞}

ماکسیمم یک اگر نقطه این صورت این در باشد، یکتا بحرانی
است یادآوري قابل هست. نیز مطلق ماکسیمم باشد، موضعی
است مینیمال بسندة آمارة از تابعی باشد، یکتا MLE اگر که
است، اهمیت داراي نمایی خانواده�هاي در حقیقت این .[74 ،64]
و دارد ساده�اي صورت درست�نمایی تابع لگاریتم آنها در زیرا
نمونه به�عنوان کرد. پیدا را مینیمال بسندة آمارة می�توان به�راحتی
.β̂ = T/(n+m) از است عبارت β براي MLE ،3.2 مثال در
خانوادة از تایی n نمونۀ یک کردن اختیار با کلّی حالت در

یک�پارامتري نمایی

f(x|η) = h(x)c∗(η) exp(ηt(x))

j-بعدي پارامتر یک براي k-پارامتري مینیمال بسندة آمارة یک
،[22]) j = ١ < ٢ = k مثال این در نیست. کامل ،j < k که

.(31 ص

REF یک از بسنده آمارة هر که می�دهد نشان زیر مثال
باشد. کامل ندارد لزومی

آمارة با REFیک خانواده این ،X ∼ N(٠, σ٢) اگر .2.2 مثال
تابعی ولی است بسنده X آمارة است. X٢ کامل مینیمال بسندة
قضیۀ طبق و نیست مینیمال بسندة X این بر بنا و نیست X٢ از

نیست. هم کامل [5] بهادر

Y١, . . . , Ym
i.i.d.∼ E(β٢ ) ,X١و . . . , Xn

i.i.d.∼ E(β) اگر .3.2 مثال
توأم چگالی تابع آن�گاه باشند، مستقل هم از نمونه دو
کامل بسندة آمارة با یک�پارامتري REF به متعلق f(x,y|β)

است. ∑n
i=١ Xi + ٢

∑m
i=١ Yi

خانوادة یک کناري توزیع که ندارد لزومی کلّی حالت در
مثل حالات برخی در ولی باشد نمایی خانوادة به متعلق نمایی،
[87]؛ است برقرار خصوصیت این چندجمله��اي و چندمتغیره نرمال
نمایی خانوادة به متعلق زیر لم طبق بسنده آمارة کناري توزیع ولی

است.

تابع باشد، (1) از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ اگر .4.2 لم
زیر بسندة آمارة احتمال

T (X) = (T١(X), . . . , Tq(X))

=
(∑n

j=١
t١(Xj), . . . ,

∑n

j=١
tq(Xj)

)
بود: خواهد زیر به�صورت

fT (t|(θ) = h٠(t)c٠(θ) exp

[
q∑

i=١

wi(θ)ti

]
,

نیز ∑q
i=١ ti(Xi) همچنین و است نمایی خانوادة به متعلق که

.(127 ص ،[30]) است نمایی خانوادة یک به متعلق

خانواده یک P = {f(x|θ) : θ ∈ Θ} اگر می�شود داده نشان
یک f(x|θ) ،θ ∈ Θ هر به�ازاي که باشد احتمال چگالی توابع از
X١ + X٢ ،X١, X٢

i.i.d.∼ f(x|θ) براي و باشد x در پیوسته تابع
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تابع لگاریتم محدب تحلیل در است. محدب تابع یک حقیقت در
یعنی شده ماکسیمم درست�نمایی

Λ∗ (T ) = supη∈Ω (ηT − Λ(η))

داریم محدب تحلیل در همچنین گویند. Λ فنچل-لژاندر تبدیل را
موارد برخی در . ddtΛ∗ (T ) = argmaxη∈Ω (ηT − Λ(η))

argmax حالت این در و نیست مشتق�پذیر فنچل-لژاندر، تبدیل
می�شود. نامیده t در Λ∗ دیفرانسیل زیر نام به مجموعه یک بالا
داشته یکMLEوجود بیشاز که می��افتد اتفاق زمانی حالت این
نمی�افتد. اتفاق این یک�پارامتري نمایی خانوادة حالت در که باشد
یعنی می�کند، محاسبه را MLE یک Λ∗ که می�شود مشاهده
و Λ∗(µ) = η(µ)µ−Λ(η(µ)) داریم همچنین .η(µ) = Λ̇∗(µ)

که Λ̇
(
Λ̇∗(µ)

)
= Λ̇ (η(µ)) = Eη(µ) (t(X)) = µ آن پی در

رو این از و است همانی تبدیل یک Λ̇ ◦ Λ̇∗ می�دهد نتیجه
.Λ̇−١ = Λ̇∗

نوشتن با آوریم �دست به µ MLEبراي بخواهیم که حالتی در
داریم ،l̃(µ) = l(Λ̇∗(µ)) تابع

d
dµ l̃(µ) = n

d
dη (ηT (X)−Λ(η))

dµ
dη

= n T (X)−µ
Varη(µ)(t(X))

= nΛ̈∗(µ) [T (X)− µ]

نمایی خانوادة یک براي [69] در .µ̂ = T (X) می�دهد نشان که
سازگاري وجود، شرط ،f(x|η) = exp(ηx − Λ(η)) به�صورت

می�گیرد. قرار تحلیل مورد MLE بودن نرمال مجانباً و
زیر رابطۀ طرف دو از لگاریتم گرفتن با پایان در

Mt(X)(θ) = eΛ(θ+η)−Λ(η)

یعنی حاصل مقدار تیلور بسط نوشتن و

Λ(θ + η)− Λ(η) = κ١θ + κ٢
θ٢

٢
+ κ٣

θ٣

۶
+ . . .

چولگی هستند، t(X) کومولان�هاي ها κi = Λ(i)(η) آن در که
به�صورت به�ترتیب یکپارامتري نمایی یکخانوادة برجستگی و

است: زیر به�صورت درست�نمایی تابع لگاریتم

l(η) =
∑n

i=١
ln (h(xi)) + n ln (c∗(η)) + η

∑n

i=١
t(xi)

=
∑n

i=١
ln (h(xi))− nΛ(η) + η

∑n

i=١
t(xi)

به�صورت امتیاز تابع اگر .Λ(η) = − ln (c∗(η)) آن در که
η̂ = از است عبارت η براي MLE باشد، l̇(η) = ∂

∂η l(η)

معادله از که argmaxη∈Ωl(η)

l̇(η) = n
(
T (x)− Λ̇(η)

)
= ٠

این بر بنا .T (x) = ١
n

∑n
i=١ t(xi) آن در و می�شود محاسبه

η̂ (T (x)) = Λ̇−١ (T (x))

= argmaxη∈Ω (ηT (x)− Λ(η)) .

مولّد تابع روي از t(X) واریانس و ریاضی امید ابتدا در
می�شود: پیدا تصادفی متغیر آن گشتاور

Mt(X)(θ) = Eη(e
θt(X))

=

∫
Ω

h(x)e(θ+η)t(x)−Λ(η)dx

= eΛ(θ+η)−Λ(η).

طرفین از مشتق�گیري بار دو و بار یک به�ترتیب با دیگر طرف از
زیر تساوي

eΛ(η) =

∫
Ω

h(x)eηt(x)dx

داریم: η به نسبت
Λ̇(η)eΛ(η) =

∫
Ω
h(x)t(x)eηt(x)dx = eΛ(η)Eη (t(X)) ,(

Λ̈(η) + Λ̇٢(η)
)
eΛ(η) =

∫
Ω
h(x)t٢(x)eηt(x)dx = eΛ(η)Eη

(
t٢(X)

)
.

این: بر بنا

Eη (t(X)) = Λ̇(η),

Varη (t(X)) = Λ̈(η).

T (x) که گرفت نتیجه می�توان مرکزي حدي قضیۀ به توجه با
همچنین است. N(Λ̇(η), ١

n Λ̈(η)) توزیع داراي تقریبی به�طور
و مشتق�پذیر بار بی�نهایت Λ(η) که کرد ثابت می�توان به�راحتی
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براي UMVUE ،p = ١ کردن اختیار با رو این از و

P (X = r) = γ(r)
c(θ) θ

r

.(165 ص ،[89]) γ(r)h(T ) با است برابر

UMVUE که می�کنند پیشنهاد آماري مرجع�هاي از برخی
واریانس داراي W نااریب برآوردگر یک این�که تعیین توسط
یا است 9(CRLB) کرامر-رائو نامساوي پایین کران با برابر
عموماً زیرا می�دهد جواب ندرت به روش این می�شود. پیدا نه

که است برقرار زمانی تساوي

کامل بسندة آمارة با پارامتري یک REF یک از داده�ها .1
شوند. استخراج T

باشد. T از خطی تابع یک W = a+ bT .2

-q ،REF یا پارامتري یک REF یک از داده�ها حالتی�که در
،T از غیرخطی توابع براي عموماً بیایند، q > ١ با پارامتري
،g(T ) باشد، کامل T اگر است. اکید کرامر-رائو نامساوي
بسندة آمارة یک T این�که تعیین و است خودش امید UMVUE

VarθW محاسبۀ به نسبت است یک�پارامتري REFیک از کامل
CRLB نباشد، نمایی خانوادة اگر است. ساده�تر CRLB و
نااریب برآوردگر واریانس براي پایین کران یک است ممکن
خیلی UMVUEها یافتن براي CRLB اگرچه .[100 ،52] باشد
مجانبی واریانس�هاي یافتن براي اما نمی�گیرد، قرار استفاده مورد
کلّی حالت در .[81 ،55] است مفید MLEها و UMVUEها

برابر ξ = h(η) یعنی η وارون�پذیر تابع یک براي امتیاز تابع
با: است

d
dξ l
(
h−١(ξ)

)
=

d
dη l(η)|η=h−١(ξ)

dh
dη |η=h−١(ξ)

است: زیر اصلی خاصیت داراي که

Eη

[
d
dζ l (ζ) |ζ=η

]
= n

[
Eη (T (X))− Λ̇(η)

]
= n [µ(η)− µ(η)]

= ٠.

می�شوند: محاسبه زیر
γ(η) =

κ٣

κ
٣/٢
٢

=
Λ(٣)(η)

Λ̈(η)
٣/٢ ,

δ(η) =
κ۴

κ٢
٢
=

Λ(۴)(η)

Λ̈(η)
٢ .

UMVUE و نمایی خانواده�هاي 4
CRLB

هستیم برآوردگري به�دنبال نقطه��اي برآوردگر یک انتخاب در
(متوسط مخاطره تابع پارامتر، فضاي در مقادیر تمام به�ازاي که
کلاس بزرگی به توجه با ولی کند، کمینه را زیان) تابع
براي راه�ها از یکی ندارد. وجود امکانی چنین برآوردگرها
کردن محدود بهینه)، برآوردگرهاي کردن (پیدا مشکل این حل
کلاس در برآوردگر بهترین کردن پیدا و برآوردگرها کلاس
نظر در نااریب برآوردگرهاي کلاس فقط اگر است. شده محدود
نااریب برآوردگر را ساختار این با بهینه برآوردگر شود، گرفته
یک یافتن به ابتدا در نامند. (UMVUE) واریانس کمترین با
پرداخته گسسته نمایی خانوادة از کلّی یککلاس در UMVUE

می�شود.
از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ کنید فرض .1.4 مثال

باشد. زیر احتمال تابع با یک�پارامتري نمایی خانوادة
P (Xi = x) = γ(x)

c(θ) θ
x , x = ٠, ١, . . .

نیز T (X) =
∑n

i=١ Xi بسنده آمارة توزیع ،4.2 لم از استفاده با
است: زیر احتمال تابع با یک�پارامتري نمایی خانوادة یک

P (T = t) = γn(t)
[c(θ)]n θ

t , t = ٠, ١, . . .

است: برقرار زیر رابطۀ این�که ∞∑از

t=٠
h(t)γn(t)θ

t = [c(θ)]
n−p

θr,

و r (که θr/[c(θ)]
p براي UMVUE که گرفت نتیجه می�توان

بود: خواهد زیر به�صورت هستند) نامنفی صحیح اعداد p

h(T ) =

 ٠ T < r

γn−p(T−r)
γn(T ) T ≥ r

9 Cramer Rao Lower Bound
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آن برآورد از است مجهول η مقدار عمل در چون و است معقول
یعنی: می�شود استفاده

V̂ ar
(
ξ̂
)
≈ ḣ(η̂)

٢

nVarη̂ (t(X))
.

چندمتغیره، نمایی خانوادة حالت در موضوع بیشتر بررسی براي
اطلاع ماتریس مقدار کمترین می�شود ثابت نظم شرایط تحت
نمایی خانوادة توسط بودن مثبت نیمه�معین دیدگاه از I (θ) فیشر

زیر

f(x|θ) = h(x) c(θ) exp
{
Qt(θ)T (x)

}
IA(x)

ندارد بستگی θ ∈ Θ ⊆ Rq پارامتر به A آن در که
اوّلین Q(θ) و h(x), c(θ) > ٠ است، باز مجموعۀ یک و
برابر مینیمم مقدار و می�شود حاصل دارد پیوسته جزئی مشتقات
ماتریس Σ آن در که است M t(θ)Σ−١M(θ) ماتریس با
M(θ) = و T (X) = (T١(X), . . . , Tk(X)) کواریانس

.[106] است جزئی مشتقات ماتریس
[
∂Eθ(Ti(X))

∂θj

]
k×q

فیشر اطلاع ماتریس�هاي دنبالۀ می�شود ثابت همچنین
هر به�ازاي که جهت این از است صعودي {In (θ)}n∈N

ماتریس یعنی ،In٢ (θ)− In١ (θ) ≥ ٠ ،n١ ≤ n٢ که n١, n٢ ∈ N

حالت در .[106] است مثبت نیمه�معین In٢ (θ) − In١ (θ)

به کرامر-رائو نامساوي یک�متغیره حالت مشابه نیز چندمتغیره
اگر: تنها و اگر می�شود تبدیل تساوي

∂
∂θi

log f(x|θ) =
∑q

j=١ uij [Tj(x)− Eθ (Tj(X))] الف)
ولی باشند داشته بستگی θ به است ممکن �ها uij آن در که
.(195 ص ،[105] نیستند( وابسته Eθ (Tj(X)) و x به

که می�شود حاصل زمانی رائو کرامر نامساوي پایین کران ب)
یعنی: باشد q-پارامتري نمایی خانوادة به متعلق f(x|θ)

f(x|θ) = h(x) c(θ) exp
{∑q

j=١
Qj(θ)Tj(x)

}
IA(x)

ندارد بستگی θ = (θ١, . . . , θq) پارامتر به A آن در که
.[106]

پارامتري توابع کلاس می�توان ب و الف نتایج ترکیب با
کرامر-رائو نامساوي طریق از را متناظر هاي UMVUE و

η ∈ Ω در ξ = h(η) براي Xn, . . . , X١ نمونه در فیشر اطلاع
یعنی است، Varη(ξ)

[
d
dξ l
(
h−١(ξ)

)] به�صورت

I(n)η (h(η)) = Eη

[
d
dξ l
(
h−١(ξ)

)
|ξ=h(η)

]٢
=

I
(n)
η

ḣ(η)
٢

بالا عبارت در

I(n)η = I(n)η (η)

= nEη

[(
t(X)− Λ̇(η)

)٢
]

= nVarη (t(X))

مشاهده یک در η براي فیشر اطلاع Varη (t(X)) آن در که
می��شود نتیجه ،−l̈(η) = nVarη (t(X)) این�که به توجه با است.
به متعلق تصادفی متغیر یک اساس بر اکنون .I(n)η = −l̈(η) که

زیر یک�پارامتري نمایی خانوادة

f(x|η) = h(x) exp(ηt(x)− Λ(η))

براي فیشر اطلاع با است برابر نظم شرایط تحت Varη (t(X))

پارامتر براي فیشر اطلاع وارون با است برابر یا و η طبیعی پارامتر
نمونۀ یک اساس بر همچنین .(171 ص ،[89]) Eη (t(X))

ξ̂ نااریب برآوردگر براي CRLB بالا، توزیع از تایی n تصادفی
با: است برابر ξ = h(η) از

Varη

(
ξ̂
)
≥ ١

I
(n)
η (h(η))

=
ḣ(η)

٢

nVarη (t(X))
.

داریم: µ = Λ̇(η) براي نامساوي این گیري کار به با

Varη (µ̂) ≥
Λ̈(η)

٢

nVarη (t(X))

=
Varη (t(X))

n

توابع براي فقط اتفاق این که می�دهد را CRLB در تساوي µ̂ و
می�دهد. رخ µ از خطی

نااریب .ξ̂ = h(η̂) یعنی MLE کلّی حالت در این�که با
زیر تقریبی تساوي دلتا تقریب از استفاده با نیست،

Var
(
ξ̂
)
≈ ḣ(η)

٢

nVarη (t(X))
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زیر احتمال جرم تابع با سه�جمله�اي توزیع در .2.4 مثال

P
(
X١ = x١, X٢ = x٢, X٣ = x٣

∣∣θ١, θ٢, θ٣
)

= n!
x١!x٢!x٣!

θx١
١ θx٢

٢ (١ − θ١ − θ٢)
x٣ ,

x١ + x٢ + x٣ = n, θ١ + θ٢ + θ٣ = ١

،Q١(θ) = θ١
١−θ١−θ٢

،c(θ) = (١ − θ١ − θ٢)
n داریم،

و T٢(X) = X٢ ،T١(X) = X١ ،Q٢(θ) = θ٢
١−θ١−θ٢

داریم: (5) رابطۀ به توجه با این بر بنا .h(x) = n!
x١!x٢!x٣!

IA(x)

ET١ = nθ١,

ET٢ = nθ٢,

∂
∂θ١

logP = n(١−θ٢)
θ١(١−θ١−θ٢)

(
X١
n − θ١

)
+ n

١−θ١−θ٢

(
X٢
n − θ٢

)
,

∂
∂θ٢

logP = n
١−θ١−θ٢

(
X١
n − θ١

)
+ n(١−θ١)

θ٢(١−θ١−θ٢)

(
X٢
n − θ٢

)
,

I−١(θ) = ١
n

θ١)١ − θ١) −θ١θ٢

−θ١θ٢ θ١)٢ − θ٢)

 .

UMVUE ،T t = (T ∗
١ , T

∗
٢ ) =

(
X١
n , X٢

n

)
برآوردگر این بر بنا

و است θt = (θ١, θ٢) براي

V arT ∗
١ = I−١

١١ (θ) = θ١(١−θ١)
n ,

V arT ∗
٢ = I−١

٢٢ (θ) = θ٢(١−θ٢)
n .

هستند نیز دیگري نامساوهاي کرامر-رائو، نامساوي از غیر به
جمله از می�کنند. ارائه برآوردگر واریانس براي پایینی کران که
[78] پاپاتاناسیو که است کاکولوس نامساوي آنها معروف�ترین
(Xq, . . . , X١) کنید فرض داد. تعمیم نمایی خانوادة براي را آن

باشد: زیر چگالی تابع با پیوسته q-بعدي نمایی خانوادة یک

f(x|θ) = c(θ) exp(θ.x− s(x))IA(x)

«.» و طبیعی پارامتر بردار یک θ = (θ١, . . . , θq) آن در که
از متناهی اجتماع یک A مجموعۀ و اسکالر ضرب نشان�دهندة
پیوسته جزئی مشتقات داراي s(x) و Rq در باز همبند مجموع��هاي
ریاضی امید مطلق قدر بودن متناهی مثل نظم شرایط تحت باشد.

می�شود: داده نشان ([14])

E [(∇s(X)− θ) g(X)] = E [∇g(X)]

اگر می��شود. بررسی q = ٢ حالت سادگی براي کرد. پیدا
باشد: زیر عبارت از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١

f(x|θ) = h(x) c(θ) exp

{∑٢

j=١
Qj(θ)Tj(x)

}
IA(x)

نامساوي دیدگاه از T t = (T١, T٢) برآوردگر باشد،
است θt = (θ١, θ٢) براي UMVUE یک کرامر-رائو

هرگاه:

ET١ = θ١,

ET٢ = θ٢,

V arT١ = I−١
١١ (θ) = I٢٢(θ)

det(I(θ)) ,

V arT٢ = I−١
٢٢ (θ) = I١١(θ)

det(I(θ))

i-امین ،I−١
ii (θ) و Iii (θ) = E

(
∂

∂θi
f(x|θ)

)٢ آن در که
است. I−١ (θ) ماتریس قطري درایۀ

داریم: الف نتیجه به توجه با
∂

∂θ١
log
∏n

i=١
f(xi|θ) =nQ′

١θ١

[
١
n

∑n

i=١
T١(xi)− Eθ (T١(X))

]
+ nQ′

٢θ١

[
١
n

∑n

i=١
T٢(xi)− Eθ (T٢(X))

]
,

∂
∂θ٢

log
∏n

i=١
f(xi|θ) =nQ′

١θ٢

[
١
n

∑n

i=١
T١(xi)− Eθ (T١(X))

]
+ nQ′

٢θ٢

[
١
n

∑n

i=١
T٢(xi)− Eθ (T٢(X))

]
,

(5)
آن در که

(Eθ (T١) , Eθ (T٢))
t
= [Q(θ)]

−١
c∗(θ),

که ct∗(θ) = (c′١, c
′

٢) ،Q(θ) =
[
Q′

iθj

]
٢×٢

=
[

∂
∂θj

Qi(θ)
]

٢×٢
با

برآوردگر این بر بنا .i, j = ١, ٢ و c′i =
∂

∂θi
log c(θ)

براي UMVUE ،T ∗
j = ١

n

∑n
i=١ Tj(xi) با T t = (T ∗

١ , T
∗

٢ )

با نااریب (برآوردگر UMVUE است. (Eθ (T١) , Eθ (T٢))

پارامتري توابع از دیگر مینیمم�)هاي یکنواخت به�طور واریانس�
به�عبارت هستند. (Eθ (T١) , Eθ (T٢)) از خطی تبدیلات دیگر
پارامتري توابع فقط کرامر-رائو نامساوي دیدگاه از دیگر
(k١ + k٢Eθ (T١) , k٣ + k۴Eθ (T ٢)) به�صورت برآوردپذیر
است (k١ + k٢T

∗
١ , k٣ + k۴T

∗
٢ ) آن نظیر UMVUE که هستند

رو این از ندارند. بستگی xiها و θ به که هستند ثابت�هایی kiها و
روش از را �ها UMVUE نمی�توان غیرنمایی خانواده�هاي براي

کرد. پیدا کرامر-رائو نامساوي
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یک نمایی خانوادة از تایی n تصادفی یکنمونۀ که حالتی در
بود: خواهد زیر به�صورت فاصله مجموع باشد، اختیار در پارامتري

D(n)(η١; η٢) = ٢nD(η١; η٢)

دوم و اول مرتبۀ تیلور بسط با می�شود. زیاد نمونه افزایش با که
داریم:

Λ(η٢) =Λ(η١) + (η١ − η٢) Λ̇(η١)− ١
٢D(η١; η٢)

=Λ(η١) + (η١ − η٢) Λ̇(η١) +
١
٢ (η١ − η٢)

٢
Λ̈(η١)

+ ١
۶Λ

(٣)(ϑ)(η١ − η٢)
٣

این در است. دلخواه مقدار یک ϑ = ϑ (η١, η٢) ∈ [η١, η٢] و
;D(η١∣∣∣صورت: η٢)− Iη١(η١ − η٢)

٢
∣∣∣ ≤ ١

۶C (η١; |η١ − η٢|) (η١ − η٢)
٣

آن در که

C(η; r) = sup :|ϑ−η|≤r

∣∣∣Λ̈(ϑ)− Λ̈(η)
∣∣∣

|ϑ− η|

= supϑ:|ϑ−η|≤r

|Iϑ − Iη|
|ϑ− η|

است. η در I براي هنگپیوستگی یا موضعی لیپ�شیتز یکثابت
چندپارامتري نمایی خانوادة به متعلق X تصادفی متغیر اگر

f(x|η) = exp

[
k∑

i=١

ηiti(x)− Λ(η)

]
را زیر آنتروپی بخواهیم و باشد

H(X) = E(− log f(X|η))

= −
∫

f(x|η) log f(x|η)dµ(x)

شرط تحت
E (ti(X)) =

∫
f(x|η)ti(x) dµ(x) = αi

روش از استفاده با کنیم، ماکسیمم i = ١, . . . , k آن در که
داریم: لاگرانژ ضرایب

ψ(f, θ٠, . . . θk, λ) =

∫
f(x|η) log f(x|η) dµ(x)

+
∑k

i=١
θi

(
αi −

∫
f(x|η)ti(x) dµ(x)

)
+ θ٠

(∫
f(x|η)dµ(x)− ١

)
−
∫
f(x|η)λ(x) dµ(x).

برقراري با همچنین است. [92 ،91] اشتاین معادلۀ بر تعمیمی که
کرد: ثابت را زیر عبارت [78] پاپاتاناسیو بالا نظم شرایط

Var (g(X)) ≥ E [∇g(X)] J−١.E [∇g(X)]

درایه�هاي با J = (sij) نامنفرد ماتریس وارون J−١ آن در که
هست. sij(X) = ∂٢s(X)

∂xi∂xj
آن در که است sij = E (sij(X))

هم مطلب این داد نشان [78] پاپاتاناسیو که است ذکر شایان
نظم، شرایط داشتن و بالا نامساوي برقراري با و است صحیح
توزیع در نمونه به�عنوان است. شده داده به�صورت نمایی خانوادة

می�شود: بدل زیر به�صورت نامساوي چندمتغیره نرمال

Var (g(X)) ≥ E [∇g(X)] Σ.E [∇g(X)] .

حالت در مشابه نامساوي�هاي درمورد بیشتر اطلاعات براي
کنند. مراجعه [78] به می�توانند گسسته نمایی خانوادة

متقابل اطلاع می�توان محاسبات انجام با بخش این انتهاي در
پارامتري یک نمایی خانوادة دو بین کولبک-لایبلر) (فاصلۀ

f(x|η١) = h(x) exp(η١t(x)− Λ(η١)),

و
f(x|η٢) = h(x) exp(η٢t(x)− Λ(η٢)).

کرد: محاسبه زیر به�صورت را

D(η١; η٢) = ٢
[
Λ(η٢)− Λ(η١) + (η١ − η٢) Λ̇(η١)

]
≥ ٠

است: زیر تیلور بسط باقیمانده براکت داخل حقیقت در

Λ(η٢) = Λ(η١) + (η٢ − η١) Λ̇(η١) +R(η١; η٢);

که

R(η١; η٢) =
١
٢D(η١; η٢) =

١
٢ Λ̈(ϑ)(η١ − η٢)

٢

به�راحتی است. دلخواه مقدار یک ϑ = ϑ (η١, η٢) ∈ [η١, η٢] و
که می�شود مشاهده

argmaxη∈Ω (ηT (X)− Λ(η)) = argminη∈ΩD (η(T (X)); η)

فاصله اقل حد برآوردگر با درست�نمایی ماکسیمم برآورد یعنی
است. یکسان کولبک-لایبلر
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µ ([a, b]) = b − a یعنی R روي µ لبگ اندازة براي ب)
اتفاق N(٠, ١) توزیع براي آنتروپی ماکسیمم ،a ≤ b که

می�افتد.

بهترین و نمایی خانواده�هاي 5
برآوردگر

است نرمال مجانباً برآوردگر بهترین بهینه برآوردگرهاي از یکی
یک می�دهد. نشان را بزرگ نمونه�هاي براي مجانبی ساختار که
چند�پارامتري نمایی خانوادة از Xn, . . . , X١ مثل تصادفی نمونۀ

باشد: زیر به�صورت آن چگالی تابع که بگیرید نظر در

f(x|θ) = h(x)c(θ) exp

[
q∑

i=١

wi(θ)ti(x)

]
.

که E(ti(X)) = ciθ+di ،i = ١, . . . , q هر به�ازاي کنید فرض
برقراري بر علاوه همچنین هستند. معلوم مقادیر �ها di و �ها ci
نیز زیر فرضیات کرامر-رائو نامساوي برقراري براي نظم شرایط

باشد: برقرار

پیوسته θ در w′
i(θ) ،i = ١, . . . , q و θ ∈ Θ هر به�ازاي .1

باشند.

باشیم: داشته i = ١, . . . , q هر به�ازاي .2

supθ∈Θ

∣∣∣w′
i(θ)/

∑q

j=١
cjw

′
j(θ)

∣∣∣ < ∞.

∑q
j=١ E |cjθ + dj − tj(X)|٢+υ

< ،υ > ٠ یک براي .3
.∞

به�ازاي که باشد R روي w′
i(θ) گسترش یک w̄i(θ) اگر

باشیم: داشته i = ١ . . . , q و θ ∈ Θ هر
∑q

j=١
cjw̄j(θ) ̸= ٠,

supθ∈Θ

∣∣∣w̄i(θ)/
∑q

j=١
cjw̄j(θ)

∣∣∣ < ∞

کنیم: تعریف n ∈ N هر به�ازاي و

Yn(θ) =

∑q
j=١ w̄j(θ) (cjθ + dj − tj(X))∑q

j=١ cjw̄j(θ)
,

زیر معادلۀ حل از
dψ(f, θ٠, . . . , θk, λ)

df(x|η)
= ١ + log f(x|η)−

∑k

i=١
θiti(x) + θ٠ − λ(x)

= ٠

با: است برابر آنتروپی ماکسیمم مقدار

f(x|η) = exp

[
k∑

i=١

ηiti(x)− ١ − θ٠ − λ(x)

]
.

λ(x) = ٠ کردن اختیار با f(x|η) > ٠ شرط برقراري به توجه با
داریم: θ٠ = −١ + Λ(η) انتخاب همچنین و

f(x|η) = exp

[
k∑

i=١

ηiti(x)− Λ(η)

]
,

فرض اگر منظور این براي یکتاست. جواب داد نشان می�توان که
با و چندپارامتري نمایی خانوادة به متعلق Y تصادفی متغیر شود

آن�گاه: باشد، برقرار قبلی شرایط و باشد g چگالی تابع

H(Y ) = −
∫

g log gdµ

= −
∫

g log
g

f
dµ−

∫
g log fdµ

= −D(g; f)−
∫

g(x |η )

(
k∑

i=١

ηiti(x)− Λ(η)

)
dµ(x)

= −D(g; f)−
∫

f(x |η )

(
k∑

i=١

ηiti(x)− Λ(η)

)
dµ(x)

= −D(g; f)−H(X),

شد: استفاده زیر رابطۀ از آخر ماقبل تساوي در ∫که
f(x|η)ti(x)dµ(x) =

∫
g(x|η)ti(x)dµ(x) = αi

می�شود گرفته نتیجه ،f = g ;D(gمگر f) > ٠ این�که به توجه با
است. یکتا جواب که

شرط تحت توزیع�ها روي آنتروپی ماکسیمم .3.4 مثال
می�شود: محاسبه زیر حالت�هاي در را E(X٢) = ١

{−١, ١} مجموعۀ روي µ شمارشی اندازة گرفتن نظر در با الف)
ماکسیمم ،µ ({−١}) = µ ({١}) = ١ که به�طوري
رخ DU{−١, ١} گسسته یکنواخت توزیع براي آنتروپی

می�دهد.
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دادن قرار با و

w̄١(x) = w̄٢(x) =

 x(١ − x٢)
−٢ |x| < ١

x |x| ≥ ١

w̄٣(x) =

 −(١ + x١)(٢ − x٢)
−٢ |x| < ١

−(١ + x٢) |x| ≥ ١

نرمال مجانباً برآوردگر بهترین θ̂n و است برقرار شده داده شرایط
است. θ براي

همچنین و زمینه این در بیشتر مثال�هاي مشاهدة براي
مراجعه [86] به چندمتغیره نرمال توزیع در مسئله این کاربردهاي

شود.

برآوردگرهاي و نمایی خانواده�هاي 6
مینیماکس و مجاز بیزي،

بهینه، برآوردگرهاي کردن پیدا روش��هاي از یکی 4 بخش در
بهترین کردن پیدا و برآوردگرها کلاس کردن محدود یعنی
یافتن دیگر روش شد. بررسی شده محدود کلاس در برآوردگر
قاعده یک طبق برآوردگرها کردن مرتب بهینه، برآوردگرهاي
مینیماکس و مجاز بیزي، برآوردگرهاي به منجر که است خاص

می�گردد.
خانواده�هاي از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ کنید فرض

باشد: زیر چگالی تابع با نمایی

f(x|θ) = h(x) exp(θ.t(x)− Λ(θ))

در باشد. θ ∈ Θ ⊆ Rq و نامنفی تابع یک h(x) آن در که
نسبت چگالی این هست. اسکالر ضرب معنی به θ.t(x) این�جا
و پیوسته توزیع�هاي براي لبگ اندازه (غالباً رادون اندازه یک به
می�شود. گرفته نظر در گسسته) توزیع�هاي براي شمارشی اندازة
θ طبیعی پارامتر براي {πα,β}α,β مزدوج پیشینی توزیع دنباله
زیر به�صورت لبگ اندازة به نسبت چگالی�هایشان تابع به�صورت

πα,β(θ) ∝ exp {θ.α− βΛ(θ)}

θ̂n گام به گام برآوردگر می�شود ثابت [86] در آن�گاه
به�صورت n ∈ N هر به�ازاي بازگشتی به�صورت که θ براي

می�شود: تعریف زیر

θ̂n = θ̂n−١ − ١
nYn(θ̂n−١)

برآوردگر بهترین است. اوّلیه مقدار یک θ̂٠ به�طوري�که
یعنی است، θ براي نرمال مجانباً

√
n
(
θ̂n − θ

)
d→N(٠, σ٢),

CRLB و است توزیع در همگرایی معنی به d→ آن در که
با: است برابر θ نااریب برآوردگر یک براي

σ٢ =
−١∑q

j=١ cjw
′
j(θ)

.

نمایی خانوادة براي که است جالب نکته این ذکر
براي MLE ،θ̂٠ = دادن٠ قرار با ،(k = ١) یک�پارامتري

است. θ̂n با برابر مشاهده n اساس بر θ

آن در که بگیرید نظر در را اتورگرسیو مدل یک .1.5 مثال
توزیع داراي (r×١ بردار )X = (X١, . . . , Xr)

t تصادفی بردار
باشد: زیر چگالی تابع با N(o,Σ)

c(ρ) exp

[
٣∑

i=١

wi(ρ)ti(x)

]
,

همچنین: و |ρ| < ١ و Σ = (σij) =
(
ρ|i−j|) آن در که

w١(ρ) = −(٢ − ٢ρ٢)
−١

,

w٢(ρ) = −ρ٢)٢ − ٢ρ٢)
−١

,

w٣(ρ) = −ρ(١ − ρ٢)
−١

,

t١(x) = xtx,

t٢(x) =
∑r−١

i=٢
x٢
i ,

t٣(x) =
∑r−١

i=١
xixi+١.

که می�شود مشاهده به�راحتی

E(t١(X)) = r,

E(t٢(X)) = r − ٢,

E(t٣(X)) = (r − ١)ρ
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داریم: η = θ خاص

πJ
α,β(θ) ∝ exp {θ.α+ βΛ (θ)}

√
|Iθ(θ)|.

متعلق پسینی توزیع است، جفریز پیشینی توزیع که حالتی در
از استفاده با است. β = n و α = Tn(x) با JCP خانوادة به

یعنی: جفریز اندازة ناوردایی √خاصیت
|Iη(η)| =

√
|Iθ (θ(η))|

∣∣∣∣dθ(η)dη

∣∣∣∣
می�شود: گرفته نتیجه

πJ
α,β(η) =

∣∣∣∣dθ(η)dη

∣∣∣∣πJ
α,β (θ(η))

یا πJ
α,β(θ) πJو

α,β(η) توزیع�هاي بودن یکسان نشان�دهندة که
بازپارامتریدن تحت �ها JCP ناوردایی خاصیت دیگر به�عبارت
β و α روي شرایط که می�دهد نشان حقیقت این است. هموار
به نیاز می�شود، πJ

α,β(η)براي سره پیشینی توزیع�هاي به منجر که
طبیعی نمایی خانوادة براي ندارد. η هموار بازپارامتریدن انتخاب
متناظر �هاي JCP که است این بیان�کنندة یک�متغیره دو درجۀ
مزدوج پیشین�هاي با معادل m(θ) = (Xi |θ ) میانگین پارامتر با
نمایی یکخانوادة در این بر بنا .[25] هستند (6) رابطۀ استاندارد
براي �ها JCP و استاندارد مزدوج پیشین�هاي بین دو درجۀ طبیعی

نیست. تمایزي میانگین، پارامتر

چگالی تابع با IG(µ, ١) معکوس گوسین توزیع .1.6 مثال
f(x |µ ) =

√
١

٢πx٣ exp
{
− (x−µ)٢

٢µ٢x

}
, x > ٠

اطلاع ماتریس بگیرید. نظر در را R+ روي لبگ اندازة به نسبت
به�صورت JCP و Iµ(µ) = µ−٣ از است عبارت µ براي فیشر

بود: خواهد زیر

πJ
α,β(µ) ∝ µ−٣ exp

{
−α
٢µ٢ + β

µ

}
I(٠,∞)(µ).

در که بود خواهد IG( ١
٢ ,−β) توزیع داراي πJ

α,β ،α = ٠ براي
.[25] است سره پیشینی توزیع یک β < ٠ حالت

متناظر پسینی توزیع کلّی حالت در

πJ
α,β(µ|x) = πJ

α+S,β+n(µ)

توزیع به منجر و β ∈ R و α ∈ Rq آن در که می�شوند تعریف
پسینی

πα,β(θ|x) = πα+Tn(x),β+n(θ)

حالت این در .Tn(x) =
∑n

i=١ t(xi) آن در که شد خواهد
مزدوج اصطلاح در و نوع یک از پسینی و پیشینی توزیع
این بودن سره براي کافی و لازم شرایط [24] در هستند.
پارامتر گرفتن نظر در با است. به�دست�آمده پیشینی توزیع�هاي
به�طور یک به یک تبدیل یک h آن در که η = h(θ)

به�طور را آن بعد به این از (و است مشتق�پذیر بار دو پیوسته
مزدوج پیشینی توزیع�هاي نامیم)، هموار بازپارامتریدن خلاصه

می�شوند: پیشنهاد زیر

πα,β(η) ∝
∣∣∣∣dθ(η)dη

∣∣∣∣ exp {θ(η).α+ βΛ (θ(η))} (6)

πα,β(η) ∝ exp {θ(η).α+ βΛ (θ(η))} (7)

کلّی حالت در هست. |dθ(η)/dη| ژاکوبی در آنها تفاوت که
برخی در و هستند متفاوت پیشینی توزیع�هاي از خانواده دو این
یک در می�شود داده نشان [19] در نمونه به�عنوان برابراند. حالات
پارامتري با ،xi, θ ∈ R که t(xi) = xi با طبیعی نمایی خانوادة
خانواده ،m(θ) = E (Xi|θ) یعنی توزیع�ها میانگین توسط کردن
معادل�اند (7) و (6) رابطه�هاي در شده تعریف پیشینی توزیع�هاي
توزیع واریانس یعنی باشد دو درجۀ نمایی خانوادة اگر تنها و اگر
نمایی خانواده�هاي باشد. میانگین از 2 درجه چندجمله�اي یک
دوجمله�اي پوآسون، دوجمله�اي، توزیع�هاي شامل دو درجۀ طبیعی
خانوادة براي این بر بنا .[75] هستند هذلولوي گاما، نرمال، منفی،

کرد. نظر صرف ژاکوبی نوشتن از می�توان مزبور
خانوادة براي مزدوج پیشین�هاي از جدیدي خانوادة [25] در
می�شود. معرفی هستند ناوردا بازپارامتریدن به نسبت که نمایی
جفریز مزدوج پیشینی ،η(θ) هموار بازپارامتریدن هر به�ازاي

می�شود: تعریف زیر به�صورت متناظر (10JCP)

πJ
α,β(η) ∝ exp {θ(η).α+ βΛ (θ(η))}

√
|Iη(η)|,

حالت در است. η براي فیشر اطلاع ماتریس Iη(η) آن در که
10 Jeffreys Conjugate Prior
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x = (x١, . . . , xn)
t از تابع یک c (x, n) آن در که می�یابد تقلیل

و n از تابعی ν ،r > ٠ که θ = τ r ،n و
هست. Γ(ν, θ) توزیع با θ براي کامل بسندة آمارة T (x)

است، مقیاسی ناورداي θ = τ r برآورد در اخیر مدل
و T (ax) = arT (x) ،a, xi > ٠ هر به�ازاي هرگاه

.c (ax, n) = arν−nc (x, n)

زیان تحت θ = τ r براي مجاز خطی برآوردگرهاي
به�دست�آمده [79] رابطۀ در (8) کلّی نمایی خانوادة در آنتروپی
رابطۀ در نمایی خانوادة در نمونه به�عنوان این�جا در است.
که θ = τ r براي مینیماکس و مجاز برآوردگر (8)

می�گردد. محاسبه (a > ٠) θ ∈ [a,+∞)

θ ≥ a هر به�ازاي که θ̂ برآوردگرهاي گرفتن نظر در با
ناورداي زیان تابع و می�کنند صدق Pθ

(
θ̂ ≥ a

)
= ١ شرط در

چگالی تابع با θ پیشینی توزیع و L (θ, δ) =
(
δ
θ − ١

)٢ مقیاسی
زیر

πm(θ) = ١
m

( ١
θ

) (
a
θ

)١/m
I[a,+∞)(θ)

خواهد زیر به�صورت θ براي بیز برآوردگر می�شود ثابت [50] در
بود:

δm (X) =
T (X)

ν + ١ + ١
m

١ +

(
T (X)

a

)ν+١+ ١
m
e−

T (X)
a∫ T (X)

a
٠ tν+١+ ١

m e−tdt


و است متناهی برآوردگر این بیزي مخاطرة آن بر علاوه و

lim
m→∞

rm (δm) = ١
ν+١ .

که: می�شود ثابت همچنین

δ (X) = lim
m→∞

δm (X)

=
T (X)

ν + ١

١ +

(
T (X)

a

)ν+١
e−

T (X)
a∫ T (X)

a
٠ tν+١e−tdt


θ ≥ a که θ = τ r براي مینیماکس و مجاز برآوردگر یک
این در که می�شود مشاهده θ ≥ ٠ حالت با مقایسه براي هست.
هست. T (X)/(ν + ١) ،θ براي مینیماکس برآوردگر حالت

گوسین توزیع ,Xnاز . . . , X١ تصادفی نمونۀ اساس بر .3.6 مثال
،ν = n/٢ ،(τ = λ, r = −١) θ = λ−١ با IG(∞, λ) معکوس

با مثال چند ارائۀ با [25] در .S =
∑n

i=١ xi آن در که هست
و می�شوند محاسبه JCP تحت بیزي برآوردهاي واقعی داده�هاي

کنید. مراجعه مقاله این به بیشتر مطالب کسب براي
زیر چگالی تابع با نمایی خانوادة یک براي

f(x |θ ) = c(θ) exp[θt(x)]

ϑ = E (t(X)) برآورد مسئله ،θ ∈ (θ−, θ+) ⊂ R آن در که
و لازم شرط بگیرید. نظر در خطاها دوم توان زیان تابع تحت را

که است آن t(X)+γλ
١+λ بودن مجاز براي ∫کافی θ+

θ٠

e−γλθ

[c(θ)]
λ
dθ =

∫ θ+

θ−

e−γλθ

[c(θ)]
λ
dθ = ∞

حالتی در همچنین .(265 ص ،[89] θ٠ ∈ (θ−, θ+) آن در که
ϑ = E (t(X)) برآورد در θ+ = +∞ و θ− = −∞ که
دادن قرار با ،L(ϑ, a) = ١

Var(T ) (a− ϑ)
٢ زیان تابع تحت و

یک t(X) که می�شود گرفته نتیجه به�راحتی بالا قسمت در λ = ٠

برآوردگر این مخاطره این�که از آن پی در و مجاز برآوردگر
می�شود حاصل نتیجه این است محدب اکیداً زیان تابع و ثابت
ص ،[89] ) هست نیز یکتا مینیماکس برآوردگر یک t(X) که

.(266

P (θ) توزیع از تصادفی نمونۀ Xn, . . . , X١ اگر .2.6 مثال
مجاز برآوردگر یک X̄ که می�شود داده نشان به�راحتی باشد،
است L(θ, a) = ١

θ (a− θ)
٢ زیان تابع تحت یکتا مینیماکس و

.(267 ص ،[89] )
پارامتر با نمایی خانواده�هاي از زیر�کلاس یک در [50] در
توانی براي مقیاسی ناورداي زیان تابع تحت و کران�دار مقیاس

می�شود. پیدا مینیماکس و مجاز برآوردگر پارامتر از
توزیع یک از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ کنید فرض
مقیاس پارامتر τ و معلوم تابع یک g که باشد، ١

τ g
(
x
τ

) چگالی با
Xn, . . . , X١ تصادفی نمونۀ توأم چگالی تابع باشد. مجهول

می�شود: تعریف زیر به�صورت

f (x |τ ) = ١
τn f

(
x
τ

)
زیر به�صورت مدل این مواقع برخی در می�شود. تعریف

f (x |θ ) = c (x, n) θ−νe−T (x)/θ (8)
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این بر بنا .c (x, n) = eh(x)+k١ که

−٢a(X)b(η) = ٢a(X)/θ ∼ Γ(k/٢, ٢)

.a(X) ∼ Γ(k/٢, θ) معادل به�طور یا و
یک�پارامتري خانوادة باشد، برقرار (10) شرط اگر این بر بنا
،ν = k/٢ با (8) مقیاس پارامتر با نمایی خانوادة به�شکل (9)
براي این بر بنا بود. خواهد θ = −١/b(η) و T (x) = a(x)

ساختار از می�توان θ = −١/b(η) ∈ [a,+∞) پارامتر برآورد
و مجاز برآوردگر و کرد استفاده قبل قسمت در شده ذکر
زیان (تابع قبلی شرایط تحت θ = −١/b(η) براي مینیماکس
چپ) از شده بریده پارامتر فضاي و شده داده مقیاسی ناوردي

:[50] بود خواهد ذیل به�صورت

δm (X) =
a(X)
k
٢ + ١

١ +

(
a(X)

a

)k
٢ +١

e−
a(X)

a∫ a(X)
a

٠ t
k
٢ +١e−tdt

 .

رایلی توزیع از Xn, . . . , X١ تصادفی نمونۀ اساس بر .4.6 مثال
T (x) = ،ν = n ،(τ = β, r = ٢) θ = β٢ با R(β)

c(β) = −٢n ln β ،b(β) = −١/β٢ ،a(x) = ١
٢
∑n

i=١ x
٢
i

براي تصادفی نمونۀ توأم چگالی تابع c (x, n) =
∏n

i=١ xi و
بود: خواهد ذیل به�صورت i = ١, . . . , n

f (x |β ) =
(∏n

i=١
xi

)
β−٢ne

− ١
٢β٢

∑n
i=١ x

٢
i , xi > ٠.

k = ٢c′(η)b(η)/b′(η) = ٢nیعنی (10) شرط برقراري به توجه با
داریم:

−٢a(X)b(β) =

∑n
i=١ X

٢
i

β٢ ∼ Γ(n, ٢)

براي مینیماکس و مجاز برآوردگر حالت این در و
با: است برابر θ = β٢ ∈ [a,+∞)

δ (X) =

∑n
i=١ X

٢
i

٢n+ ٢

١ +

( ١
٢a
∑n

i=١ X
٢
i

)n+١
e−

١
٢a

∑n
i=١ X

٢
i∫ ١

٢a
∑n

i=١ X
٢
i

٠ tn+١e−tdt

 .

تابع c (x, n) =
(∏n

i=١ ٢πx٣
i

)−١/٢ و T (x) = ١
٢
∑n

i=١
١
xi

ذیل به�صورت i = ١, . . . , n براي تصادفی نمونۀ توأم چگالی
بود: خواهد

f (x |λ ) =
(∏n

i=١
٢πx٣

i

)−١/٢
λ−n/٢e

−λ
٢
∑n

i=١
١
xi , xi > ٠.

θ = λ−١ ∈ براي مینیماکس و مجاز برآوردگر حالت این در
با: است برابر [a,+∞)

δ (X) =

∑n
i=١

١
Xi

n+ ٢

١ +

(
١

٢a

∑n
i=١

١
Xi

)n
٢ +١

e
− ١

٢a
∑n

i=١
١

Xi∫ ١
٢a

∑n
i=١

١
Xi

٠ t
n
٢ +١e−tdt

 .
با نمایی خانوادة یک از Xn, . . . , X١ تصادفی نمونۀ ادامه در

بگیرید: نظر در را زیر به�صورت نمونه توأم چگالی تابع

f (x |η ) = ea(x)b(η)+c(η)+h(x). (9)

اگر است Γ(k٢ , ٢) توزیع داراي −٢a(X)b(η) شد ثابت [82] در
باشیم: داشته اگر تنها و

٢c′(η)b(η) = kb′(η) (10)

که خاص حالت در ندارد. بستگی η به و مثبت k آن در که
خواهد χ٢

k توزیع داراي −٢a(X)b(η) باشد، طبیعی عدد یک k
k ∈ N براي (10) شرط در که (9) نمایی خانواده�هاي بود.
کنید توجه نامند. خی�دو به تبدیل�یافته توزیع�هاي را کنند صدق
فرض که هستند مختلف�العلامه b و a گاما تابع ساختار به توجه با
،(10) دیفرانسیل معادلۀ حل از است. منفی b و مثبت a می�شود

آن پی در و c(η) = k
٢ ln |b(η)|+ k١ داریم،

ec(η) =
(
− ١

b(η)

)−k
٢
ek١

= θ
−k

٢ ek١

به�صورت (9) رابطۀ رو این از .θ = −١/b(η) > ٠ آن در که
می�شود: ساده زیر

f (x |η ) = eh(x)ec(η)ea(x)[−١/b(η)]

= c (x, n) θ−
k
٢ e−

a(x)
θ

11 Uniformly Most Powerful Test
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هر به�ازاي ،f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[θx] اگر .1.7 قضیۀ
یک θ١ < θ٢ که θ٢ ∈ Θ و θ١ ∈ Θ و φ دلخواه آزمون

دوطرفه آزمون

φ′(x) =


١

γi

٠

x < x١ or x > x٢

x = xi , i = ١, ٢

x١ < x < x٢

که دارد وجود

Eθ١φ
′(X) = Eθ١φ(X),

Eθ٢φ
′(X) = Eθ٢φ(X).

دوطرفه آزمون هر به�ازاي آن بر علاوه

φ′Eθφ
′(X)− Eθφ(X)

≤ ٠ θ١ < θ < θ٢

≥ ٠ θ < θ١ , θ > θ٢.

به�طوري است α اندازة در UMPU یک φ′ همچنین
که می�شوند انتخاب طوري γ٢ و γ١ ،x٢ ،x١ که

.(217 ص ،[30] ) Eθ١φ
′(X) = Eθ٢φ

′(X) = α

مقابل در H٠ : θ = θ٠ دوطرفه آزمون�هاي با که حالتی در
باشد: راه�گشا می�تواند زیر قضیه هستیم روبرو H١ : θ ̸= θ٠

هر به�ازاي ،f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[θx] اگر .2.7 قضیۀ
دوطرفه آزمون یک ،θ٠ ∈ Θ و φ دلخواه آزمون

φ′(x) =


١

γi

٠

x < x١ or x > x٢

x = xi , i = ١, ٢

x١ < x < x٢

و Eθ٠φ
′(X) = Eθ٠φ(X) که دارد وجود

d
dθEθφ

′(X) |θ=θ٠ = d
dθEθφ(X) |θ=θ٠

:θ ∈ Θ هر به�ازاي و φ′ دوطرفه آزمون هر به�ازاي آن بر علاوه

Eθφ
′(X) ≥ Eθφ(X).

آزمون�هاي و نمایی خانواده�هاي 7
بهینه فرضیۀ

در توجه مورد شاخه�هاي از یکی آماري فرضیۀ آزمون�هاي
مثل بهینه آزمون�هاي و می�آید حساب به آماري استنباط
آزمون پرتوان�ترین ،( 11UMPT) یکنواخت آزمون پرتوان�ترین
درست�نمایی نسبت آزمون و (12UMPUT) نااریب یکنواخت

هستند. بهینه آزمون�هاي معروف�ترین از (13LRT)
UMP آزمون�هاي (199 ص ، [8] ) دوکسوم و بیکل در
گرفته�اند. قرار بررسی مورد نمایی خانواده�هاي براي یک�طرفه
با تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ کنید فرض منظور این براي
نمایی خانوادة یک از احتمال جرم تابع یا احتمال چگالی تابع

باشند: زیر یک�پارامتري

f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[ω(θ)t(x)]

آمارة در خانواده این است. صعودي اکیداً ω(θ) که
خاصیت داراي T (X) =

∑n
i=١ t(Xi) کامل بسندة

UMPT آزمون تابع صورت این در است. 14MLR

مقابل در H٠ : θ ≤ θ٠ آماري فرضیۀ آزمون براي
با است برابر H١ : θ > θ٠

φ(x) =


١

γ

٠

T (x) > k

T (x) = k

T (x) < k

.α = Pθ٠(T > k) + γPθ٠(T = k) و
باشد: زیر به�صورت بازپارامتریدن کنید فرض

f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[ω̃(θ)t̃(x)]

قبل مطابق صورت این در است. نزولی اکیداً ω̃(θ) آن در که
.t(x) = −t̃(x) و ω(θ) = −ω̃(θ) می�دهیم قرار

در H٠ : θ١ ≤ θ ≤ θ٢ دوطرفه آزمون�هاي با حالتی�که در
می�تواند زیر قضیه هستیم روبرو H١ : θ < θ١ or θ > θ٢ مقابل

باشد: راه�گشا
12 Uniformly Most Powerful Unbiased Test
13 Likelihood Ratio Test
14 Monotone Likelihood Ratio
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آماري فرضیۀ آزمون�هاي و اطمینان فاصلۀ ارتباط به توجه با
مناسب اطمینان فواصل بالا آزمون توابع از استفاده با می�توان
نمایی خانوادة نمونه به�عنوان کرد. پیدا جامعه پارامترهاي براي

بگیرید: نظر در زیر یک�پارامتري

f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[ω(θ)t(x)],

صعودي اکیداً ω(θ) تابع و حقیقی مقادیر با پارامتر θ آن در که
فرضیۀ آزمون براي α اندازة در UMPT پذیرش ناحیه است.
زیر آزمون تابع با H١ : θ > θ٠ مقابل در H٠ : θ = θ٠ آماري

φ(x) =


١

γ

٠

T (x) > k

T (x) = k

T (x) < k

با: است برابر

A(θ٠) = {x : T (x) ≤ k(θ٠)}

k(θ) می�شود ثابت به�راحتی .k(θ٠) = k آن در که
یک C(X) =

[
θ
−
(X),∞

)
این بر بنا است. صعودي اکیداً

١ − α معنی�داري سطح در θ براي یک��طرفه اطمینان فاصلۀ
به�طور .θ

−
(X) = inf {θ : T (x) ≤ k(θ)} آن در که است

مقابل در H٠ : θ = θ٠ آماري فرضیۀ آزمون براي مشابه
معنی�داري سطح در θ براي یک�طرفه اطمینان فاصلۀ ،H١ : θ < θ٠

آن در که است C(X) =
(
−∞, θ̄(X)

] به�صورت ١ − α

با متناظر مشابه به�طور .θ̄(X) = sup {θ : T (x) ≥ k(θ)}

که کرد پیدا اطمینان فاصلۀ می�توان نیز دوطرفه آزمون�هاي
،[63]) رومانو و لیمان به بیشتر مثال�هاي و جزئیات مطالعه
(477-480 صفحه�هاي ،[89]) شائو و (161-164 صفحه�هاي
می�توان نیز [23] نظیر مقالاتی در آن بر علاوه کرد. مراجعه
ارزنده�اي مطالب نمایی خانوادة در اطمینان فاصله�هاي به راجع
یک Xn, . . . , X١ اگر که می�شود ثابت [23] در کرد. پیدا را
یک از احتمال جرم تابع یا احتمال چگالی تابع با تصادفی نمونۀ

نمایی خانوادة

f(x|θ) = c(θ) exp(θ.x)

Θ ⊆ Rq محدب مجموعه روي احتمال اندازة یک F و باشند

،x١ که به�طوري است α اندازة در UMPU یک φ′ همچنین
و Eθ٠φ

′(X) = α که می��شوند انتخاب طوري γ٢ و γ١ ،x٢

.(220 ص ،[30]) Eθ٠ (Xφ′(X)) = αEθ٠X

مطالب می�توان (226-233 صفحات ،[30]) فرگوسن در
کرد. مشاهده چندپارامتري نمایی خانواده�هاي مورد در بیشتري

زیر: چندپارامتري نمایی خانوادة براي نمونه به�عنوان

f(x |θ , ω) = exp[θT (x) + ωU(x)− Λ(θ, ω)]

exp[θt + ωu − Λ(θ, ω)] چگالی تابع داراي (T,U) این�که از
چگالی تابع داراي T |U = u که می�شود گرفته نتیجه است،
یک�پارامتري نمایی خانوادة یک به متعلق که هست exp[θt]

فرضیۀ آزمون براي در α اندازة در UMPU این بر بنا است.
با: است برابر H١ : θ > θ٠ مقابل در H٠ : θ ≤ θ٠ آماري

φ(T,U) =


١

γ(U)

٠

T > k(U)

T = k(U)

T < k(U)

که می�شوند محاسبه گونه�اي به γ(u) و k(u) آن در که
آزمون�هاي براي .Eθ٠ [φ(T,U) |U = u ] = α ،u هر به�ازاي
مقابل در (H٠ : θ = θ٠) H٠ : θ١ ≤ θ ≤ θ٢ دوطرفه
اندازة در UMPU ،(H١ : θ ̸= θ٠) H١ : θ < θ١ or θ > θ٢

با: است برابر α

φ(T,U) =


١

γi(U)

٠

T < k١(U) or T > k٢(U)

T = ki(U) , i = ١, ٢

k١(U) < T < k٢(U)

به�ازاي که می�شوند محاسبه گونه�اي به γi(u) و ki(u) آن در که
داریم: u هر

Eθ١ [φ(T,U) |U = u ] = Eθ٢ [φ(T,U) |U = u ] = α

(Eθ٠ [φ(T,U) |U = u ] = αEθ٠ [T |U = u ])

رومانو و لیمان مرجع�هاي به زمینه این در مثال مشاهدة براي
-406 صفحه�هاي ،[89] ) شائو و (119-124 صفحه�هاي ،[63])

شود. مراجعه (417
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و h′(θ) = V arθ(X) > ٠ داد نشان می�توان به�راحتی است.
براي یکتاست. H لذا و صعودي اکیداً تابع یک h آن پی در
را L(x,θ) تابع θ̂i = H(xi) ،i = ١, . . . , q براي این�که اثبات
و ∂٢

∂θ٢
i

L(x,θ) = −V arθ(X) < ٠ این�که از می�کند ماکسیمم
ماتریس که می�گیریم نتیجه ،i ̸= j براي ∂٢

∂θi∂θj
L(x,θ) = ٠

از و باشد نامنفی معین ماتریس یک دوم مرتبۀ جزئی مشتقات
زیر نقطۀ رو این

(θ̂١, . . . , θ̂q) = (H(x١), . . . , H(xq))

این: بر بنا بود. خواهد (θ١, . . . , θq) براي MLE یک
λ(x) =

L(x, θ̂١, . . . , θ̂q)

L(x, ٠)

=
∏q

i=١

(
B (H(xi))

B (٠)

)
exp

(∑q

i=١
xiH(xi)

)
بود: خواهد زیر به�صورت LRT آن پی در و

φ(x) =

١
∏q

i=١ B (H(xi)) exp
(∑q

i=١ xiH(xi)
)
> k

٠ o.w.
(11)

مورد آزمون�ها بودن مجاز اثبات براي می�تواند زیر قضیه�هاي
گیرند. قرار استفاده

براي زیان تابع و f(x |θ ) = h(x)c(θ) exp[θx] اگر .3.7 قضیۀ
کند: صدق زیر نامساوري در θ١ < θ٢

L(θ, a١)− L(θ, a٠)

≥ ٠ θ١ < θ < θ٢

≤ ٠ θ < θ١ or θ > θ٢

دوطرفه آزمون�هاي کلاس

φ′(x) =


١ x < x١orx > x٢

γi x = xi , i = ١, ٢

٠ x١ < x < x٢

θ′١ < θ′٢ < θ′٣ بالا شرایط بر علاوه اگر است. کامل اساساً
که باشند داشته وجود

L(θ′i, a١)− L(θ′i, a٠)

< ٠ i = ١, ٣

> ٠ i = ٢

دوطرفه آزمون هر

φ′(x) =


١ x < x١ or x > x٢

γi x = xi, i = ١, ٢

٠ x١ < x < x٢

:n ∈ N و ε > ٠ هر به�ازاي باشد،

Gn =

{
λ ∈ Θ :

∫
Θ

∏n
i=١ fθ(Xi)dF (θ)∏n
i=١ fλ(Xi)

< ε

}
است ١ − ε−١ سطح در محدب اطمینان فاصله�هاي از دنباله یک
آن در که lim

n→∞
ρ (Gn,θ٠) = ٠ ،θ٠ ∈ Θ هر به�ازاي و

.ρ (G, x) = sup {|y − x| : y ∈ G}

(LRT) درست�نمایی نسبت آزمون می�شود ثابت [28] در
خانوادة یک پارامترهاي براي مرکب مقابل در ساده فرضیۀ براي
کنید فرض منظور این براي است. مجاز چندپارامتري نمایی
زیر توزیع از مستقل تصادفی متغیرهاي (i = ١, . . . , q) Xiها

باشند:

f(x |θ ) = A(x)B(θi) exp[θix], x ∈ X ⊆ R, θi ∈ Θ ⊆ R

در که بالا قضیۀ به�صورت (X١, . . . , Xq) توأم چگالی تابع
�θi٠ها اگر باشند، B(θ) =

∏q
i=١ B(θi) ،A(x) =∏q

i=١ A(xi) آن
LRT می�خواهیم ،i = ١, . . . , q براي باشند Θiها درونی نقاط
مقابل در H٠ : θ = θ١٠, . . . , θq٠ آماري فرضیۀ آزمون براي
مسئله کلّیت به این�که بدون کنیم. پیدا H١ : θ ̸= θ١٠, . . . , θq٠

هر به�ازاي کرد فرض می�توان مناسب تبدیل با شود وارد لطمه�اي
فرضیۀ آزمون براي LRT این بر بنا .θi٠ = ٠ ،i = ١, . . . , q

بود: خواهد زیر به�صورت آماري

φ(x) =

 ١ λ(x) > k

٠ o.w.

و
λ(x) =

L(x, θ̂١, . . . , θ̂q)

L(x, ٠)

.i = ١, . . . , q آن در که هستند θiها MLEبراي θ̂iها آن در که
این�که به توجه با

lnL(x,θ) =
∑q

i=١
lnB(θi)+

∑q

i=١
lnA(xi)+

∑q

i=١
θixi

داریم:
∂
∂θi

lnL(x,θ) =
B′(θi)

B(θi)
+ xi = ٠ ⇔ θi = θi

∗ = H(xi)

تابع وارون H(.) آن در که

h(θ) = −B′(θi)

B(θi)
= Eθ(X)
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که U١ = Fθ٠(X١), . . . , Un = Fθ٠(Xn) مستقل تصادفی
جایگزینی با می�شود. استفاده هستند، U(٠, ١) توزیع داراي
Û١ = تصادفی متغیرهاي ،θ٠ مجهول پارامتر جاي به θ̂n

ترتیبی آماره�هاي آن پی در و Fθ̂n
(X١), . . . , Ûn = Fθ̂n

(Xn)

U(n), . . . , U(١) برابر به�ترتیب که Ûn, . . . , Û١ و Un . . . , U١

ثابت به�راحتی می�گیریم. نظر در را هستند Û(n), . . . , Û(١) و
آن�گاه ،k(n), n− k(n) → ∞ اگر می�شود
√
n

U(k(n)) − k(n)
n√

k(n)
n

(
١ − k(n)

n

)
است. استاندارد نرمال توزیع داراي مجانبی به�طور

حدي توزیع می�توان

Zn =
√
n٣ max

١≤k<n

∣∣∣∣∣ U(k(n)) − k(n)
n√

k(n) (n− k(n))

∣∣∣∣∣
و

Ẑn =
√
n٣ max

١≤k<n

∣∣∣∣∣ Û(k(n)) − k(n)
n√

k(n) (n− k(n))

∣∣∣∣∣
باشد: برقرار زیر نظم شرایط کنید فرض کرد. بررسی را

باشد، (1) -پارامتري q نمایی خانوادة به متعلق چگالی تابع .1
یعنی

f(x|θ) = h(x)c(θ) exp

[
q∑

i=١

wi(θ)ti(x)

]
, x ∈ D

ندارد. بستگی θ مجهول پارامتر به D آن در که

آن در که θj به نسبت �ها wi(θ) و c(θ) جزئی مشتقات .2
و x در و باشند داشته وجود سوم مرتبۀ تا j = ١, . . . , q

باشند. کران��دار یکنواخت به�طور θ٠ حول همسایگی یک

.max
١≤i<q

∫ +∞
−∞ (ti(x))

۴
f(x|θ٠)dx < ∞ .3

ماکسیمم نرم ∥ . ∥ آن در که √
n
∥∥∥θ̂n − θ٠

∥∥∥ = OP (١) .4
است. Rq در

مجانبی توزیع داري Ẑn و Zn می�شود داده نشان [36] در
برقراري و H٠ فرضیۀ تحت همچنین و هستند یکسانی

داریم: x هر به�ازاي بالا نظم شرایط
lim

n→∞
P
{
a (log(n)) Ẑn ≤ x+ b (log(n))

}
= exp

(
−٢e−x

)

.(212 ص ،[30] است( مجاز

توزیع داراي X کنید فرض .4.7 قضیۀ

f(x |θ ) = A(x)B(θ) exp[
∑q

i=١
θixi]

این�که براي کافی و لازم شرط θ ∈ Θ ⊆ Rq آن در که باشد
H٠ : θ١ = . . . = θp آماري فرضیۀ آزمون براي φ آزمون تابع

که است آن باشد مجاز p ≤ q آن�که نفی مقابل در

φ(x) =

١ Sp ∈ A(tP )

٠ o.w.

و tP = (xp+١, . . . , xq) و Sp = (x١, . . . , xq) آن در که
است Rp در بسته محدب مجموعۀ یک A(tP ) ،tP هر به�ازاي

.[26]

که می��شود داده نشان 4.7 قضیۀ به�کمک [28] در
مقابل در H٠ : θ = θ١٠, . . . , θq٠ آماري فرضیۀ آزمون براي
(11) رابطۀ از استفاده با که LRT ،H١ : θ ̸= θ١٠, . . . , θq٠

هست. نیز مجاز آزمون یک شد محاسبه
در برازش نیکویی آزمون مورد در پایان در
می�شود بیان مطالبی خلاصه به�طور نمایی خانوادة
توزیع تابع با تصادفی نمونۀ Xn, . . . , X١ اگر .[36]
مرکب آماري فرضیۀ آزمون می�خواهیم باشد، F٠

دهیم. انجام را H٠ : F٠ ∈ F = {Fθ(x) : θ ∈ Θ ⊆ Rq}

فرضیۀ تحت یعنی باشد، θ٠ پارامتر واقعی مقدار کنید فرض
روش�هاي است. F٠(x) = Fθ٠(x) واقعی توزیع تابع ،H٠

در است. شده گرفته کار به آزمون این بررسی براي متعددي
تابع حسب بر را آزمون آمارة می�توان روش�ها این از یکی
استفاده با آن پی در و نوشت چندك توابع و تجربی توزیع
پارامتر اغلب کرد. پیدا را حدي توزیع�هاي مجانبی، خواص از
مثل برآوردگرها از دنباله�اي توسط ،H٠ فرضیۀ تحت مجهول
تابع از Fθ(x) جاي به حالت این در می�شود. برآورد θ̂n

دیگر از می�شود. استفاده Fθ̂(x) یعنی برآورد�شده توزیع
در است. بازنمونه�گیري و تصادفی�کردن پیشنهادي روش�هاي
هر به�ازاي Fθ(x) که حالتی براي جدیدي روش [36] مقاله
متغیرهاي از آن در که شده پیشنهاد است پیوسته x در θ ∈ Θ
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که به�طوري

lim inf
n→∞

P
{

١√
n
Ẑn ≥ δ

}
≥ ε

اثبات را شده داده آزمون مجانبی سازگاري حقیقت این و
می�کند.

نتیجه�گیري 8
راجع شده انجام کارهاي از تاریخچه�اي مروري، مقاله این در
آمار مختلف شاخه�هاي در محققان توسط که نمایی خانوادة به
در که خانواده این از کاربردهایی مهم�ترین و شد ارائه انجام�شده
شد. داده شرح تفضیل به می�شود استفاده آنها از آماري استنباط
تحقیقات براي شروعی به�عنوان مقاله این از می�توانند علاقه�مندان
این کاربردهاي همچنین و گیرند بهره نمایی خانوادة با مرتبط

کنند. بررسی را آمار دیگر شاخه�هاي در مهم ردة

آن در که
a (x) =

√
٢ log(x),

b (x) = ٢ log(x) + ١
٢ log (log(x))−

١
٢ log(π).

بزرگ مقادیر براي را H٠ فرضیۀ حقیقت این به توجه با
فرض اکنون می�کنیم. رد a (log(n)) Ẑn − b (log(n))

باشد داشته وجود δ > ٠ و x مقابل، فرضیۀ تحت کنید
که گونه�اي به

inf
θ∈Θ

|F٠(x٠)− Fθ(x٠)| > δ

k(n) = [nF٠(x٠)] + ١ و بزرگ n براي اخیر رابطۀ که
می�شود: زیر عبارت به منجر

P
{∣∣∣Û(k(n)) − U(k(n))

∣∣∣ > ١
٢δ
}
> ١ − δ

وجود δ = δ(ε) > ٠ ،ε ∈ (٠, ١) هر به�ازاي این بر بنا
دارد
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