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مفصل تابع از استفاده با پارامترها دومرحله�اي براورد
رضاخواه3 سعید خرم2، اسماعیل هدایتی1، علی

1395/3/24 دریافت: تاریخ
13964/31 پذیرش: تاریخ

چکیده:
این در است. مجهول) پارامترهاي تعداد (به زیاد ابعاد با بهینه�سازي نیازمند چندمتغیره، توزیع�هاي در ماکسیمم درست�نمایی براورد
تقسیم کوچک�تر بهینه�سازي چند به را مسئله روش این می�شود. یادآوري مفصل تابع از استفاده با پارامترها دومرحله�اي براورد مقاله
می�شود. مطرح براوردگرها سازگاري بررسی براي روش دو همچنین می�گردد. محاسبات در صرفه�جویی و سهولت موجب و می�کند
می�شود. تحلیل اهداف، شدن روشن براي نیز واقعی) و شده (تولید داده مجموعه دو و �می�کنیم استفاده مثال به�عنوان دومتغیره پارتو از
دومتغیره. پارتو براورد، سازگاري مفصل، تابع پارامترها، دومرحله�اي براورد ماکسیمم، درست�نمایی براورد کلیدي: واژه�هاي

این در که آورد دست به نیز را براوردگرها این مجانبی توزیع
آغاز را بحث مفصل تابع تعریف با اکنون نمی�باشد. نظر مورد جا

می�کنیم.
تجمعی توزیع تابع باشند، تصادفی متغیر m ، X١, · · · , Xm اگر
به�صورت و داده نشان FX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm) با را آنها توأم

FX١,··· ,Xm
(x١, · · · , xm) =P (X١ ≤ x١, · · · , Xm ≤ xm)

−∞ < x١, · · · , xm < +∞

از است عبارت توأم چگالی تابع آن بر افزون و می�کنند تعریف

fX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm) =
∂mFX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm)

∂x١, · · · , ∂xm

توزیع تابع داشتن اختیار در با می�شود مشاهده که همان�گونه و
توابع حاشیه�اي، چگالی توابع می�توان توأم چگالی تابع یا توأم
اما آورد، دست به را حاشیه�اي بقاي توابع و حاشیه�اي توزیع
توزیع نمی�توان حاشیه�اي توابع با و نیست امکان�پذیر آن عکس
تعریف مشکل این رفع براي مفصل تابع آورد. دست به را توأم

مقدمه 1
در ماکسیمم درست�نمایی براوردگرهاي آوردن به�دست براي
تعداد (به زیاد ابعاد با بهینه�سازي نیازمند چند�متغیره، توزیع�هاي
چند با معادله چند به آن حل که هستیم مجهول) پارامترهاي
بوده صریح جواب فاقد معمولا��ً معادلات این می�شود. ختم مجهول
رافسون4) نیوتن- (مانند تکراري روش�هاي از استفاده نیازمند و
چند�متغیره�اي توزیع�هاي در اما است. کامپیوتري برنامه�هاي و
چند یا دو به را مسئله می�توان است موجود آنها 5 مفصل تابع که
را بهینه�سازي هر و کرد تقسیم ساده�تر و کوچک�تر بهینه�سازي
موجب امر این که است بدیهی آورد. دست به جداگانه به�طور
براورد را روش این می�گردد. محاسبات در صرفه�جویی سهولتو
استفاده دلیل به منابع بعضی در می�نامند. پارامترها دو�مرحله�اي
به یا حاشیه��ها استنباط توابع را آن حاشیه�اي توابع از مفصل تابع
نخستین دومرحله�اي براورد .[3] می�نامند نیز (6IFM)اختصار
[4] گردید. تکمیل [3] سپس و شد مطرح [11] پایان�نامه در بار

ایران امیرکبیر، صنعتی دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 1

ایران امیرکبیر، صنعتی دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 2

ایران امیرکبیر، صنعتی دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 3

4 Newton-Raphson
5 Copula function
6 Inference Functions for Margins
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توزیع بقاي تابع ترتیب به SX١,X٢ و SX٢ ، SX١ می�شود. تعریف
هستند. FX١,X٢ توزیع بقاي تابع و FX٢ توزیع بقاي تابع ،FX١

بقاي تابع توزیع، توابع و بقا توابع بین رابطه از استفاده با اکنون
می�آوریم دست به توزیع توابع حسب بر را (C) مفصل

SX١,X٢(x١, x٢) =١ − FX١(x١)− FX٢(x٢) + FX١,X٢(x١, x٢)

⇒ SX١,X٢(x١, x٢) =١ − [١ − SX١(x١)]− [١ − SX٢(x٢)]

+ FX١,X٢(x١, x٢) = SX١(x١)

+ SX٢(x٢)− ١ + FX١,X٢(x١, x٢)

⇒ C(u, v; θ) = u+ v − ١ + C(١ − u, ١ − v; θ) (5)

آن، ویژگی�هاي و دو�مرحله�اي براورد مرور ضمن مقاله این در
و فرض آزمون دو براورد، سازگاري بررسی براي روش دو
زیر شرح به مقاله این ساختار می�کنیم، مطرح نیز مثال چندین

است.
در می�شود. مطرح دومرحله�اي براورد روش دوم فصل در
دومتغیره پارتو پارامترهاي براورد براي را روش این سوم فصل
درست�نمایی روش با را آن و برده به�کار نائیر سانکاران-
داده مجموعه دو با چهارم فصل در می�کنیم. مقایسه ماکسیمم
سرانجام و کرده تحلیل را روش این اهداف واقعی) و شده (تولید

می�بریم. پایان به را مقاله پنجم فصل در نتیجه�گیري با

استفاده با پارامترها دومرحله�اي براورد 2
مفصل تابع از

یک مشاهدات {(x١i, · · · , xmi); i = ١, · · · , n} کنید فرض
با FX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm) توزیع از n اندازة به تصادفی نمونۀ
و درست�نمایی تابع آن�گاه باشد θ و α١ ،· · · ، αm پارامترهاي

به�صورت درست�نمایی تابع لگاریتم

L(· · · ) = Πn
i=١fX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm) (6)

lnL(· · · ) =
n∑

i=١

ln fX١,··· ,Xm(x١, · · · , xm) (7)

درست�نمایی براوردهاي آوردن به�دست براي بود. خواهد
پارامترهاي به نسبت را بالا تابع باید مجهول، پارامترهاي ماکسیمم

به بنا باشند، پیوسته اي حاشیه توزیع توابع که وقتی است. شده
نوشت می�توان اسکلار معروف قضیه

F (x;α١, · · · , αm; θ) =C(F١(x١;α١), · · · , Fm(xm;αm); θ)

−∞ < x١, · · · , xm < +∞

(1)

و θ پارامتر با مفصل توابع از خانواده یک C آن در که
با به�ترتیب متغیره تک حاشیه�اي توزیع توابع ،F١, · · · , Fm

x = (x١, ..., xm) همچنین هستند. α١, · · · , αm پارامترهاي
) است X = (X١, ..., Xm) تصادفی بردار یافته�هاي

باشند). پارامترها از برداري می�توانند نیز θ و α١, · · · , αm

به�صورت چگالی تابع mام، مرتبه مشتق�گیري با

f(x;α١, · · · , αm; θ) =c(F١(x١;α١), · · · , Fm(xm;αm); θ)

×Πm
i=١f(xi;αi)

−∞ < x١, · · · , xm < +∞

(2)

f١, · · · , fm مفصل، چگالی تابع c(., .) اینجا در می�آید. به�دست
، fj چگالی به�ازاي توزیع تابع Fj و حاشیه�اي چگالی توابع
مفصل، تابع دیگر مهم کاربردهاي از یکی است. j = ١, · · · ,m

است. دلخواه حاشیه�اي توابع با توأم توزیع�هاي ساختن

توزیع تابع باشند تصادفی متغیر دو ، X٢ و X١ اگر .1.1 مثال
به�صورت و داده نشان FX١,X٢(x١, x٢) با را آنها توأم تجمعی

FX١,X٢(x١, x٢) = P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢)

−∞ < x١, x٢ < +∞

به�صورت �فرد به منحصر تابع یک مفصل تابع می�کنند. تعریف

C : [٠, ١]× [٠, ١] → [٠, ١]

FX١,X٢(x١, x٢) = C{FX١(x١), FX٢(x٢); θ},

(x١, x٢) ∈ (−∞,+∞)× (−∞,+∞)

(3)

به�صورت مفصل �فرد به منحصر بقاي تابع است.

SX١,X٢(x١, x٢) = C{SX١(x١), SX٢(x٢); θ} (4)
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تجمعی توزیع تابع با تصادفی متغیر دو X٢ و X١ اگر .1.2 مثال
نمونۀ یک {(x١i, x٢i); i = ١, · · · , n} و FX١,X٢(x١, x٢)

درست�نمایی تابع آن�گاه باشد توزیع این از n اندازة به تصادفی
به�صورت درست�نمایی تابع لگاریتم و

L(α١, α٢, θ) = Πn
i=١fX١,X٢(x١, x٢) (16)

lnL(α١, α٢, θ) =

n∑
i=١

ln fX١,X٢(x١, x٢) (17)

درست�نمایی براوردهاي آوردن دست به براي بود. خواهد
پارامترهاي به نسبت را بالا تابع باید مجهول پارامترهاي ماکسیمم
حل و سه�بعدي بهینه�سازي یک یعنی کرد، ماکسیمم θ و α٢ ،α١

مجهول. سه معادله سه
در روش این در است. دومرحله�اي براورد از استفاده دیگر، روش
پارامترهاي براي را ماکسیمم درست�نمایی براوردهاي اول مرحله
می�کنند. براورد را وابسته پارامتر سپس و می�دهند انجام حاشیه�اي

به�صورت مفصل توزیع تابع و توأم توزیع تابع بین رابطه

FX١,X٢(x١, x٢) = C{FX١(x١), FX٢(x٢); θ},

(x١, x٢) ∈ (−∞,+∞)× (−∞,+∞)

(18)

نسبت یکبار و x١ به نسبت یکبار طرف دو از اگر حال است.
چگالی توابع و مفصل چگالی تابع بین رابطه بگیریم مشتق x٢ به

می�آید. به�دست حاشیه�اي

fX١,X٢(x١, x٢) = c(FX١(x١;α١), FX٢(x٢;α٢); θ)

× fX٢(x١;α١)fX٢(x٢;α٢)

(19)

(؟؟) از استفاده با است. مفصل چگالی تابع c(., .) اینجا در که
به�صورت ماکسیمم درست�نمایی تابع

L(α١, α٢, θ) =
n∏

i=١

fX١,X٢(x١i, x٢i)

=

n∏
i=١

c(FX١(x١i;α١), FX٢(x٢i;α٢); θ)

×
n∏

i=١

fX١(x١i;α١)×
n∏

i=١

fX٢(x٢i;α٢)

(20)

یعنی کرد. ماکسیمم θ و α١ ،· · · ، αm

(∂L/∂α١, · · · , ∂L/∂αm, ∂L/∂θ) = ٠ (8)
هستیم روبرو بعد m+ ١ با دشوار بهینه�سازي مسئله یک با پس
و تکراري روش�هاي نیازمند و نداشته صریح جواب معمولاً که

است. کامپیوتري برنامه�هاي
آنها مفصل تابع که توزیع�هایی براي دومرحله�اي، روش در اما
(؟؟) از استفاده با ماکسیمم درست�نمایی تابع است موجود

به�صورت
L(· · · ) =

n∏
i=١

fX١,··· ,Xm(x١i, · · · , xmi) (9)

=

n∏
i=١

c(FX١(x١i;α١), · · · , FXm(xmi;αm); θ)

×
n∏

i=١

fX١(x١i;α١)× · · · ×
n∏

i=١

fXm(xmi;αm)

lnL(· · · ) =
n∑

i=١

ln c(FX١(x١i;α١), · · · , FXm(xmi;αm); θ)

(10)

+

n∑
i=١

ln fX١(x١i;α١) + · · ·+
n∑

i=١

ln fXm(xmi;αm)

می�کنیم ماکسیمم را زیر رابطه نخست بود. خواهد
g(· · · ) =

n∑
i=١

ln fX١ (x١i;α١) + · · ·+
n∑

i=١

ln fXm (xmi;αm) (11)

تصادفی متغیرهاي تک�تک حاشیه�اي پارامترهاي این�کار براي
می�کنیم براورد درست�نمایی�شان تابع از استفاده با را

Lj(αj) = Πn
i=١fj(Xij ;αj)

lnLj(αj) =

n∑
i=١

ln fj(Xij ;αj) (12)

∂ lnLj(αj)/∂αj = ٠ (13)

θ به نسبت را زیر تابع ،θ براورد براي دوم مرحله در آن�گاه
می�کنیم ماکسیمم

(14)
h(θ) =

n∑
i=١

ln c(FX١(x١i; α̂١), · · · , FXm(xmi; α̂m); θ)

تبدیل ساده و مجزا ١+mبهینه�سازي به بهینه�سازي بهتر به�عبارت
یعنی می�شود

(∂L١/∂α١, · · · , ∂Lm/∂αm, ∂L/∂θ) = ٠ (15)

شود. مراجعه [3] به بیشتر توضیحات و اثبات مشاهده براي
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توزیع تابع jامین براي حاشیه�اي پارامتر αj و چند�متغیره
حالت در θ براي فردي به منحصر براورد θ̂ آنگاه� باشد، یک�متغیره
زیرمجموعه دو S٢ و S١ کنیم فرض همچنین بود. خواهد S

براي θS١ = a(θS٢) آنگاه S١ ≥ ٢ و S١ ⊂ S٢ باشند، S
باشند ما داده�ها�ي Yiها : i = ١, · · · , n اگر می�باشد. a تابع
آنها (یا کنیم فرض معلوم نیز را متغیره تک پارامترهاي و
θ̂SK ،K = ١, ٢ براي و می�کنیم) براورد مجزا به�صورت را
Yi,SK

= داده�هاي اساس بر دومرحله�اي روش به براورد یک
کلّی حالت در آن�گاه باشد، (Yij ; j ∈ SK), i = ١, · · · , n

یک (S١ ⊂ Sها(٢S٢ و S١ تمام براي a(θ̂S٢) و θ̂S١ نزدیکی
توان مجموع است. برازش نیکویی براي کافی نه و لازم شرط
بهینه�یابی�هاي به�صورت را θ̂S١ − a(θ̂S٢) براي (SE) خطا دوم
به�دست می�توان جک�نایف8 روش از استفاده با یا و جداگانه

آورد.
براورد از استفاده برازش نیکویی از اطمینان براي دیگر روش
که می�شود ثابت درست�نمایی نسبت از استفاده با است. فاصله�اي

رابطه بالا شرایط با

{θ : ٢[L(θ̃S١ ;S١)− L(θ;S١)] ≥ χ٢
pS١ ,١−α} (24)

pS با خی�دو توزیع χ٢
pS١ ,١−α آن در که است. برقرار

تابع لگاریتم L(.;S١) و θS بردار بعد pS است، آزادي درجه
F (XS١ ;αj , j ∈ S١; θS١) توزیع چگالی تابع براي درست�نمایی
متغیرهاي براي حتی روش دو این براي مثال چندین [3] است.
ارزیابی براي نیز دیگري روش�هاي و است شده ذکر گسسته

است. گردیده مطرح برازش نیکویی

پارامترها دومرحله��اي براورد کاربرد 3
پارتو) دومتغیره (توزیع

به�صورت آن بقاي تابع که را جدیدي دومتغیره پارتو [6]

P (X١ > x١, X٢ > x٢) = (١ + α١x١ + α٢x٢)
−α٣

x١ > ٠, x٢ > ٠, α١ > ٠, α٢ > ٠, α٣ > ٠
(25)

خواهیم بگیریم لگاریتم طرف دو از اگر که آمد. خواهد در
داشت

lnL(α١, α٢, θ) =
n∑

i=١

ln c(FX١ (x١i;α١), FX٢ (x٢i;α٢); θ)

+

n∑
i=١

ln fX١ (x١i;α١) +

n∑
i=١

ln fX٢ (x٢i;α٢) (21)

رابطه نخست دومرحله�اي روش در

g(α١, α٢) =
n∑

i=١

ln fX١(x١i;α١) +
n∑

i=١

ln fX٢(x٢i;α٢)

(22)
زیر تابع ،θ براورد براي دوم مرحله در آنگاه می�کنیم. ماکسیمم

می�کنیم ماکسیمم θ به نسبت را

h(θ) =
n∑

i=١

ln c(FX١(x١i; α̂١), (FX٢(x٢i; α̂٢); θ) (23)

بهینه�سازي سه به سه�بعدي بهینه�سازي شد ملاحظه که همان�گونه
همراه محاسبات چشمگیر کاهش با که گردید تبدیل یک�بعدي

است.

7 براورد سازگاري 1.2
مفصل تابع بر شده بنا چند�متغیرة مدل این�که از اطمینان براي
وجود گوناگونی را�ه�هاي است، داده�ها براي مناسبی برازش (؟؟)
با بالاتر مرتبه حاشیه�اي توابع مقایسه راه�ها این از یکی دارد.
براورد سازگاري آن�را که می�باشد پایین�تر مرتبه حاشیه�اي توابع
پارامتر براورد از استفاده روش این در جالب نکته می�نامند.
استفاده با دیگر به�عبارت است، برازش نیکویی بررسی در مجهول
در مجزا به�طور بارها را θ متغیره، m دادة مجموعه یک از
براوردها این اگر می�کنیم براورد متغیره ٢, · · · ,m حالت�هاي
مناسبی برازش ما مدل آنگاه �باشند نداشته هم با معناداري اختلاف

اگر یعنی ماست داده�هاي براي

F (X;α١, · · · , αm; θ) =C(F١(X١;α١), · · · , Fm(Xm;αm); θ)

−∞ < x١, · · · , xm < +∞

حاشیه�اي توابع با متغیره m توزیع از خانواده یک
پارامتر θ ، S ∈ Sm، |S| ≥ ٢ ، FS(XS ;αj , j ∈ S; θS)

7Estimation consistency
8 Jackknife method
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می�آید. دست به X٢ حاشیه�اي

fX١(x١) =
α١α٣

[١ + α١x١]α١+٣ ,

P (X١ ≥ x١) =(١ + α١x١)
−α٣ ; x١ > ٠

fX٢(x٢) =
α٢α٣

[١ + α٢x٢]α١+٣ ,

P (X٢ ≥ x٢) =(١ + α٢x٢)
−α٣ ; x٢ > ٠ (29)

مدل حاشیه�اي توابع با SNBP مدل حاشیه�اي توابع بنابراین
پارامتر و θ و α٢, α١ مقیاسی پارامترهاي با هستند، یکی LSBP

.α٣ شکلّی
به�صورت توام چگالی تابع باشد θ = α١α٢ اگر که است آشکار

fX١,X٢(x١, x٢) = fX١(x١)fX٢(x٢) (30)

است. X٢ و X١ استقلال شرط این و آمد درخواهد
به�صورت می�توان را X١|X٢ = x٢ شرطی چگالی تابع

fX١|X٢=x٢(x) =
fX١,X٢(x, x٢)

fX٢(x٢)

=
(١ + α٢x٢)

α١+٣

α٢α٣

× α٣(α١ + θx٢)(α٢ + θx) + α١α٢ − θ

(١ + α١x+ α٢x٢ + θx٢)α٢+٣

=pfU (x;β, α٣ + ١)

+ (١ − p)fV (x, β, α٣ + ١); ٠ < p < ١

(31)
و پارتو توزیع با تصادفی متغیرهاي ترتیب به V و U که نوشت

هستند. طول اریب- پارتو توزیع

fU (x;β, α٣ + ١) =
β(α٣ + ١)

(١ + βx)α٢+٣ x > ٠

fV (x;β, α٣ + ١) =
β٢α٣(α٣ + ١)x
(١ + βx)α٢+٣

همچنین

p =
α٣θα٢x٢ + α١α١)٢ + α٣)− θ

α١)٢ + α٣)(α١ + θx٢)

β =
α١ + θx٢

١ + α٢x٢

تبدیل روش از (U) پارتو توزیع با تصادفی متغیر تولید براي
است پذیر معکوس آن توزیع تابع زیرا می�کنیم استفاده معکوس

متغیرهاي حاشیه�اي چگالی و توزیع توابع کردند. معرفی می�باشد
به�صورت X٢ و X١ تصادفی

fX١(x١) =
α١α٣

(١ + α١x١)α١+٣ , fX٢(x٢) =
α٢α٣

(١ + α٢x٢)α١+٣

نیز و می�آید به�دست

P (X١ ≤ x١) = ١ − (١ + α١x١)
−α٣

P (X٢ ≤ x٢) = ١ − (١ + α٢x٢)
−α٣ (26)

پوروالا سینگ لیندلی- دومتغیره پارتو را توزیع این بعد به این از
می�دهیم. نشان LSBP (α١, α٢, α٣) با اختصار به را آن و می�نامیم

بقاي تابع با دومتغیره�اي پارتو توزیع آن، تعمیم با [8]

SX١,X٢(x١, x٢) =P (X١ > x١, X٢ > x٢)

=(١ + α١x١ + α٢x٢ + θx١x٢)
−α٣

x١ > ٠, x٢ > ٠, α١ > ٠, α٢ > ٠, α٣ > ٠,

٠ ≤ θ ≤ (α٣ + ١)α١α٢ (27)

دومتغیره پارتو را توزیع این بعد به این از کردند. معرفی
نشان SNBP (α١, α٢, α٣, θ) با و نامیده نائیر سانکاران-
از خاص حالت یک LSBP توزیع که است آشکار می�دهیم.
توزیع این از [9] مقاله مرور با اکنون است. SNBP توزیع

می�کنیم. استفاده مثال به�عنوان
بقاي تابع با SNBP (α١, α٢, α٣, θ) توزیع داراي X٢ و X١ اگر
X٢ > ٠ و X١ > ٠ براي آنها توام چگالی تابع آنگاه باشند (؟؟)

به�صورت
(28)

fX١,X٢(x١, x٢) =
α٣[α٣(α١ + θx٢)(α٢ + θx١) + α١α٢ − θ]

[١ + α١x١ + α٢x٢ + θx١x٢]α٢+٣

پارامترها. محدودیت�هاي همان با بود. خواهد
چگالی تابع ،X٢ به نسبت توام چگالی تابع از انتگرال�گیري با
چگالی تابع ،X١ به نسبت انتگرال�گیري با و X١ حاشیه�اي
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g٢(u, v;α٣, θ) ={١ + δ[(١ − u)
− ١

α٣ − ١}{[١

+ δ[(١ − v)
− ١

α٣ − ١]} (35)

g٣(u, v;α٣, θ) =δα١)}٣ + u)
− ١

α٣

+ (١ − v)
− ١

α٣ − ١ + δ[(١ − u)
− ١

α٣ − ١]

[(١ − v)
− ١

α٣ − ١]}−(α١+٣) (36)

است. شده تعریف δ = θ
α١α٢

سادگی براي آن در که
ماکسیمم درست�نمایی براوردهاي بالا مطالب به توجه با اکنون
همه وقتی SNBP (α١, α٢, α٣, θ) توزیع براي را (MLEs)

می�آوریم. دست به ناشناخته�اند، پارامترها
تصادفی نمونۀ یک {(x١i, x٢i); i = ١, · · · , n} کنید فرض
تابع آن�گاه باشد SNBP (α١, α٢, α٣, θ) توزیع از n اندازة به

به�صورت درست�نمایی تابع لگاریتم و درست�نمایی

L(α١, α٢, α٣, θ) = Πn
i=١fX١,X٢(x١, x٢)

(37)
=
αn

٣ Π
n
i=١[α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ]

Πn
i=١]١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i]α٢+٣

lnL(α١, α٢, α٣, θ) =

n lnα٣ +
n∑

i=١

ln[α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ]

−(α٣ + ٢)
n∑

i=١

ln(١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i)

α١ > ٠, α٢ > ٠, α٣ > ٠, ٠ ≤ θ ≤ (α٣ + ١)α١α٢ (38)

درست�نمایی براوردهاي آوردن دست به براي بود. خواهد
پارامترهاي به نسبت را بالا تابع باید مجهول پارامترهاي ماکسیمم

یعنی کرد. ماکسیمم θ و α٣ ،α٢ ،α١

∂L(θ, α١, α٢, α٣)

∂α٣
=

n

α٣
+

n∑
i=١

(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i)

α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ
−

n∑
i=١

ln(١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i) = ٠

(39)

از (V ) طول اریب- پارتو توزیع با تصادفی متغیر تولید براي و
زیرا می�کنیم استفاده رد قبول- روش

fV (x;β, α٣ + ١) =
β٢α٣(α٣ + ١)x
(١ + βx)α٢+٣

=(α٣ + ١)× βx

١ + βx
× βα٣

(١ + βx)α١+٣

≤ (α٣ + ١)fU (x;β, α٣)

توزیع با داده�هایی می�توان به�راحتی فوق[1] روش دو ترکیب با
کرد. تولید نائیر سانکاران- دومتغیره پارتو

مفصل بقاي تابع اکنون

C(u, v) =[u
− ١

α٣ + v
− ١

α٣ − ١ + δ(u
− ١

α٣ − ١)(v−
١

α٣ − ١)]−α٣

٠ ≤ δ ≤ (١ + α٣), α٣ > ٠ (32)

اگر می�کنیم. تعریف

u = SX١(x١) = (١ + α١x١)
−α٣ , x١ > ٠

v = SX٢(x٢) = (١ + α٢x٢)
−α٣ , x٢ > ٠

به�صورت آن توأم بقاي تابع آن�گاه باشد

SX١,X٢(x١, x٢) = [١ + α١x١ + α٢x٢ + δ(α١x١)(α٢x٢)]
−α٣

تعریف همان باشد θ = δα١α٢ اگر که است آشکار می�آید. در
شد. خواهد SNBP مدل بقاي تابع

توزیع مفصل توام بقاي تابع و (؟؟) از استفاده با
خواهیم v و u به نسبت مشتق�گیري و SNBP (α١, α٢, α٣, θ)

داشت

c(u, v) = [g١(u, v;α٣, θ)× g٢(u, v;α٣, θ)− g٣(u, v;α٣, θ)]

× ١
α٢

٣
(١ − u)

− ١
α٣

−١
(١ − v)

− ١
α٣

−١ (33)

g١(u, v;α٣, θ) =δα١)}٣ + u)
− ١

α٣ + (١ − v)
− ١

α٣ − ١

+ δ[(١ − u)
− ١

α٣ − ١)][١ − v)
− ١

α٣

− ١]}−(α٢+٣) (34)
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می�کنیم ماکسیمم را زیر رابطه نخست آمد. خواهد در

g(α١, α٢, α٣) =

n∑
i=١

ln fX١(x١i;α١, α٣)

+
n∑

i=١

ln fX٢(x٢i;α٢, α٣)

=n lnα١α٣ − (α٣ + ١)
n∑

i=١

ln(١ + α١x١i)

+ n lnα٢α٣ − (α٣ + ١)
n∑

i=١

ln(١ + α٢x٢i)

=n(lnα١ + lnα٢) + ٢n lnα٣

− (α٣ + ١)
n∑

i=١

[ln(١ + α١x١i) + ln(١ + α٢x٢i)]

(45)
صفر مساوي گرفته مشتق آن به نسبت α٣ براورد یافتن براي

می�دهیم قرار
(46)

∂g(α١, α٢, α٣)

∂α٣
=

٢n
α٣

−
n∑

i=١

[ln(١+α١x١i)+ln(١+α٢x٢i)] = ٠

ماکسیمم g(α١, α٢, α٣) تابع α٢ و α١ کردن فرض ثابت با پس
اگر می�شود

(47)
α̂٣(α١α٢) =

٢n∑n
i=١[ln(١ + α١x١i) + ln(١ + α٢x٢i)]

g(α١, α٢, α̂٣(α١, α٢)) کردن ماکسیمم با α̂٢ و α̂١ بنابراین
بهینه�سازي مسئله یک که می�آید دست به α٢ و α١ به نسبت

به�صورت دو�بعدي
∂g(α١, α٢)

∂α١
=
n

α١
− (α٣ + ١)×

n∑
i=١

x١i

١ + α١x١i
=

n

α١

− (
٢n∑n

i=١[ln(١ + α١x١i) + ln(١ + α٢x٢i)]
+ ١)

×
n∑

i=١

x١i

١ + α١x١i
= ٠ (48)

∂g(α١, α٢)

∂α٢
=
n

α٢
− (α٣ + ١)×

n∑
i=١

x٢i

١ + α٢x٢i
=

n

α٢

− (
٢n∑n

i=١[ln(١ + α١x١i) + ln(١ + α٢x٢i)]
+ ١)

×
n∑

i=١

x٢i

١ + α٢x٢i
= ٠ (49)

کنند، ماکسیمم را g(α١, α٢, α٣) تابع α̂٣ و α̂٢ ،α̂١ اگر است.
θ به نسبت را زیر تابع θ براورد براي دوم مرحله در آن�گاه

∂L(θ, α١, α٢, α٣)

∂θ
=

n∑
i=١

α٢α٣x٢i + α١α٣x١i + ٢θα٣x١ix٢i − ١
α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ

−

(α٣ + ٢)
n∑

i=١

x١ix٢i

١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i
= ٠

(40)

∂L(θ, α١, α٢, α٣)

∂α١
=

n∑
i=١

α٣α٢ + α٣θx١i + α٢

α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ
−

(α٣ + ٢)
n∑

i=١

x١i

١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i
= ٠

(41)

∂L(θ, α١, α٢, α٣)

∂α٢
=

n∑
i=١

α٣α١ + α٣α٠x٢i + α١

α٣(α١ + θx٢i)(α٢ + θx١i) + α١α٢ − θ
−

(α٣ + ٢)
n∑

i=١

x٢i

١ + α١x١i + α٢x٢i + θx١ix٢i
= ٠

(42)

مجهول چهار معادله، چهار به می�شود مشاهده که همان�گونه
تکراري روش�هاي نیازمند و است صریح جواب فاقد که رسیدیم
نیوتن- روش�ها، این از یکی است. کامپیوتري نرم�افزارهاي و

می�باشد. رافسون
درست�نمایی تابع 1.2 مثال از استفاده با و مرحله�اي روشدو در اما

به�صورت ماکسیمم

L(α١, α٢, α٣, θ) =
n∏

i=١

fX١,X٢(x١i, x٢i) (43)

=

n∏
i=١

c(FX١(x١i;α١, α٣), FX٢(x٢i;α٢, α٣); θ)

×
n∏

i=١

fX١(x١i;α١, α٣)×
n∏

i=١

fX٢(x٢i;α٢, α٣)

به�صورت بگیریم لگاریتم طرف دو از اگر که است

lnL(α١, α٢, α٣, θ) =

n∑
i=١

ln c(FX١(x١i;α١, α٣),

FX٢(x٢i;α٢, α٣); θ) +
n∑

i=١

ln fX١(x١i;α١, α٣)

+
n∑

i=١

ln fX٢(x٢i;α٢, α٣) (44)
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به�صورت که استاندارد درست�نمایی نسبت تعریف از می�توانیم
نماییم استفاده آزمون این در است زیر

٢[lnLSNBP (α̂١, α̂٢, α̂٣, θ̂)−lnLSNBP (α̂١, α̂٢, α̂٣)] → χ٢
١

دوم: آزمون

H٠ : θ = ٠ V.S. H١ : θ > ٠ (52)

می�شود. تبدیل LSBP به توزیع باشد θ = اگر٠
دارد قرار θ تعریف مرز در آزمون این در صفر فرض چون
از سوم قضیه از استفاده با نمی�رود. کار به درست�نمایی نسبت

داشت خواهیم [10] مقاله

٢[lnLSNBP (α̂١, α̂٢, α̂٣, θ̂)− lnLSNBP (α̂١, α̂٢, α̂٣)]

→ ١/٢ + ١/٢χ٢
١

داده�ها تحلیل 4
براورد براي شده شبیه�سازي داده�هاي تحلیل 1.4

دومرحله�اي و ماکسیمم درست�نمایی
توزیع از 30 اندازة با تصادفی نمونۀ یک زیربخش این در
این می�کنیم. تولید (؟؟) از استفاده با را SNBP (١, ١, ١, ١)
روش وسیله به سپس داده�ایم. نشان 1 جدول در را نمونه
θ و α٣ ،α٢ ،α١ دومرحله�اي روش و ماکسیمم درست�نمایی
مطمئن باید ابتدا در می�کنیم. مقایسه هم با و نموده براورد را
تحلیل�هاي و بوده SNBP (١, ١, ١, ١) توزیع از داده�ها که شویم
این�کار (براي است اطمینان قابل ما 9 اسمیرنف کولموگروف-
کرد) استفاده کولموگوروف برازش نیکویی آزمون از می��توان

.[2]
،α١ براورد به شد گفته 3 بخش در آنچه به توجه با اکنون
چون می�پردازیم. ماکسیمم درست�نمایی روش با θ و α٣ ،α٢

است صریح جواب فاقد به�دست�آمده مجهول چهار معادله، چهار
می�کنیم استفاده نرم�افزار و تکرار روش�هاي از

θ̂ = ٠/٧۵۴۵ α̂١ = ٠/۶٣٣٣

α̂٢ = ١/٠٣٠۴ α̂٣ = ١/٧٨۶۴

می�کنیم. ماکسیمم
(50)

h(θ) =
n∑

i=١

[ln c(FX١(x١i; α̂١, α̂٣), (FX٢(x٢i; α̂٢, α̂٣); θ)

مجهول پارامتر چهار هنگامی�که حتی شد ملاحظه که همان�گونه
بهینه�سازي یک به قبلی حالت در چهار�بعدي بهینه�سازي هستند
کاهش با که گردید تبدیل یک�بعدي بهینه�سازي یک و دو�بعدي

است. همراه محاسبات چشمگیر

فرض آزمون 1.3
می�شود. ارائه فرض آزمون دو زیربخش این در

با را آن که ،X٢ متغیر از X١ متغیر استقلال آزمون اول: آزمون
کنیم. مطرح زیر به�صورت می�توانیم (؟؟) به توجه

H٠ : θ = α١α٢ V.S. H١ : θ ̸= α١α٢ (51)

به�صورت آزمون اگر که می�دانیم H٠ : θ ∈ A٠

H١ : θ ∈ A١

به�صورت نسبتدرست�نمایی آن�گاه باشد، پارامتر فضاي Aکل و
می�رود. به�کار بحرانی ناحیه تعیین براي معمولاً که است زیر

L =
Maxθ∈A٠L(θ)

Maxθ∈AL(θ)
< K < ١

کرد، پیدا f(x; θ) به�کمک نمی�توان کلّی حالت در را L توزیع
می�برند. به�کار را lnL آماره ،L آماره به�جاي اغلب عمل در
ثابت ،r = dimA − dimA٠ > ٠ به توجه با ،H٠ فرض تحت

که می�شود
−٢ lnL d

= χ٢(r)

بزرگ) نمونه�هاي (براي مجانبی به�طور χ٢(r) با −٢ lnL یعنی
توزیع پذیري جمع خاصیت از استفاده با .[7] است هم�توزیع

یعنی خی�دو
به�طوري باشند مستقل تصادفی متغیر r ،X١, · · · , Xr کنید فرض

آن�گاه i = ١, · · · , r و Xi ∼ χ٢(ni) که

Y =
r∑

i=١

Xi ∼ χ٢∑r
i=١ ni

9Kolmogorov-Smirnov
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صفر مساوي و گرفت مشتق θ به نسبت آن لگاریتم از سپس و
می�آید دست به که داد قرار

θ̂ = ٠/٧١٨۵

ماکسیمم درست�نمایی روش در درست�نمایی تابع لگاریتم مقدار
روش در درست�نمایی تابع لگاریتم مقدار و است −٧١/٣۴٩ برابر
مشاهده که همان�گونه است. −٧١/٣۵٣ با برابر دومرحله�اي
درست�نمایی روش از بسته�تر کمی دومرحله�اي روش می�شود

می�باشد.
دست به θ براي مقدار یک فقط است دومتغیره ما مدل چون
کنیم، استفاده 1.2 براورد سازگاري روش از نمی�توانیم و می�آید
θ و α٣ ،α٢،α١ پارامترهاي براي خودگردان�ساز اطمینان فاصله اما
،٢/٧١١٠) ،(٠/۵٢٧٣ ،١/۵٠۵۵) ،(٠/٣٩٣٨ ،٠/٨٢٢۴) به�ترتیب

می��باشد[9]. (٠/٣۴٣۴ ،١/٠٩٣۶) و (٠/٩٣٢٨

توزیع با را 30 اندازة به شده تولید نمونه دیگر یکبار
نظر در داده�ایم نمایش 1 جدول در که SNBP (١, ١, ١, ١)

می�گیریم.
کردن ماکسیمم با نخست دومرحله�اي روش از استفاده براي
α٢ ،α١ دادیم، توضیح 3 بخش در که همان�گونه g(α١, α٢, α٣)

داشت خواهیم می�کنیم. براورد را α٣ و

α̂١ = ٠/۶٣٣٣ α̂٢ = ١/٠٣٠۴

α̂٣ = ١/٧٨۶۴

به اما کنیم. براورد را θ ،h(x) کردن ماکسیمم با باید اکنون
که می�شود ماکسیمم به�راحتی موقعی h(x) پیچیده، ساختار دلیل
نمودار می�کنیم. رسم را آن نمودار دلیل همین به باشد تک�مدي
می�شود مشاهده که همان�گونه داده�ایم. نشان 1 شکل در را h(x)
گرفت لگاریتم ،h(x) از به�راحتی می�توان اکنون است. تک�مدي

X٢ و X١ براي شده شبیه�سازي اعداد .1 جدول
X٢ X١ شماره X٢ X١ شماره X٢ X١ شماره

١/۶٠٢ ٠/۴٢٧ 3 ٠/۴۵٨ ١/١٠۵ 2 ٨/۴٠٠ ٠/٢۵٢ 1
١/٧۶٩ ٠/٢۴٠ 6 ٠/١٠۶ ٠/٢۶٠ 5 ٢/٣٨٣ ١٢/۴٩١ 4
٠/٢۵۴ ٠/٠٣۶ 9 ٠/۵٧٢ ٠/٨٧٠ 8 ٠/٧۵٨ ۴/٨٨٨ 7
١/۴١٢ ٠/٢٣٩ 12 ٠/۵٣۵ ١/۵٠٨ 11 ٠/٠٢٣ ١/۵٣٧ 10
٠/٠١٧ ۶/٠٠٢ 15 ١/٢٧٨ ١/٠٩٠ 14 ٠/٠١١ ٠/١٧٣ 13
٠/٣٩٨ ١/٨٨٣ 18 ٠/١٣٨ ٠/۶٩٠ 17 ٢/٠٣٢ ٠/٨٩٧ 16
٠/٣٢۵ ۵/٣٧٠ 21 ٠/۵٧٣ ٠/۵۶١ 20 ٠/٢۵٧ ٠/٩۶٠ 19
٠/٩٣٨ ٣/٩٢٢ 24 ٠/٣۶۴ ١٣/۶٠٢ 23 ٠/٢۶٠ ٠/١۶٧ 22
٠/۴٨١ ٠/٢٢۶ 27 ٠/١٠٢ ٠/۶٠٣ 26 ٠/۵۴٧ ٠/١٣٢ 25
١/۵٨۶ ٠/٣۴٩ 30 ٠/٠٧١ ٠/۶۴٣ 29 ٠/٧٧٩ ٠/١۴٣ 28

شده شبیه�سازي داده�هاي براي h(x) نمودار شکل1.
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واقعی داده�هاي براي h(x) نمودار شکل2.

مختلف صفحه 30 براي واقعی اندازه�گیري دو .2 جدول
نوسان ضربه شماره نوسان ضربه شماره نوسان ضربه شماره
1700 2119 3 2048 2403 2 1651 1889 1
1713 1712 6 1916 1976 5 1627 1645 4
2794 2983 9 1820 2104 8 1685 1943 7
1907 2046 12 1591 1710 11 1600 1745 10
1649 1859 15 1685 1867 14 1841 1840 13
1371 1419 18 1170 1325 17 2149 1954 16
2189 2276 21 1594 1725 20 1634 1828 19
1867 2061 24 1513 1633 23 1614 1899 22
1896 2168 27 1412 1727 26 1493 1856 25
1382 1490 30 2301 2326 29 1675 1655 28

می�آید. دست به زیر نتایج کنیم. ماکسیمم

α̂١ = ٠/٠٣٢١ α̂٢ = ٠/٠٢٩٢

α̂٣ = ١٨/٣۴٣٨

براي است. h(x) کردن ماکسیمم به نیاز θ کردن براورد براي
�را آن 2 شکل که می�کنیم رسم را h(x) نمودار نخست کار این

می�دهد. نمایش
پس است، تک�مدي h(x) نمودار می�شود مشاهده که همان�گونه
لگاریتم آن از نخست یافت. آن�را ماکسیمم می�توان آسانی به
قرار صفر مساوي و می�گیریم مشتق θ به نسبت سپس و گرفته

می�آید. به�دست زیر نتیجه می�کنیم. حل را معادله و می�دهیم
θ̂ = ٠/٠١۵۴

−٩۶/۵٠٩٨ با برابر هم ماکسیمم درست�نمایی تابع لگاریتم مقدار
،α١ پارامترهاي براي خودگردان�ساز اطمینان فاصله شد. خواهد

براورد براي واقعی داده�هاي تحلیل 2.4
دومرحله�اي و ماکسیمم درست�نمایی

متفاوت اندازه�گیري دو شامل داده مجموعه یک از کار این براي
اول اندازه مختلف. صفحه سی ارتعاش و ضربه می�کنیم، استفاده
دوم اندازه و است شده وارد صفحه به که است موجی ضربه
به متعلق داده مجموعه این اصل آن. از حاصل لرزش و ارتعاش
شده داده نمایش 2 جدول در آن گزارش و است گالیگان ویلیام

.[5] است
پارامترها براورد به دومرحله�اي روش از استفاده با اکنون
آوردن دست به براي گفتیم قبلا که همان�گونه می�پردازیم.
را g(α١, α٢, α٣) تابع باید α٣ و α٢ ،α١ پارامترهاي براورد
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نتیجه�گیري 5
و کرده مرور را مفصل تابع تعریف نخست مقاله، این در
کمک با که شدیم یادآور سپس کردیم، بیان را آن مزیت�هاي
چندمتغیره�اي توابع مجهول پارامترهاي می�توان دومرحله�اي روش
محاسبات با و آسانی به است موجود مفصلشان توابع که را
براورد سازگاري آزمودن براي روش دو آورد. به�دست کمتري
دو�متغیره پارتو توزیع گردید. بررسی چندمتغیره مفصل تابع
یکی داده، مجموعه دو و شد مطرح مثال به�عنوان نائیر سانکاران-
مقایسه�اي تا کردیم تحلیل را واقعی دیگري و شده شبیه�سازي
گیرد. انجام درست�نمایی براورد و دومرحله�اي براورد بین عملی

،(٠/٠١٨١ ،٠/٠۴٠٣) ،(٠/٠١٩۶ ،٠/٠۴۴۶) به�ترتیب θ و α٣ ،α٢

است. (٠/٠١٢٣ ،٠/٠١٨۵) و (١٣/۵٩۶۴ ،٢٣/٠٩١٢)
با برابر آزمون آماره می�دهیم. انجام را 1.3 استقلال آزمون حال
نمی�توانیم ما پس است ٠/٧ با برابر هم p-مقدار می�شود. ٠/٨٨۴

یکدیگر از حاشیه�اي توابع بهتر به�عبارت کنیم. رد را فرضصفر
SNBP مدل به مستقل تصادفی متغیر دو پس هستند. مستقل
بر درست�نمایی ماکسیمم براورد به نیازي دیگر و دارد ترجیح

نمی�باشد. 2 جدول در موجود واقعی داده�هاي اساس
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