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چکیده
مواجه مواردی با دیگر به عبارت می شوند، محدودیت ایجاد باعث فرضیات این کاربردی مطالعات و پژوهش ها از بعضی در اما

ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل مقاله این در نمی کنند. پیروی گاوسی توزیع از یا و نیستند مستقل ابداع عوامل که می شویم

مدل انتخاب به منظور بنابراین است، مجهول درست مدل که می شود فرض همچنین است. شده گرفته نظر در غیرگاوسی و همبسته

تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با رقیب مدل های مجهول پارامترهای می شوند. پیشنهاد رقیب مدل های بهینه

آزمون مانند مدل انتخاب آزمون های و کائیکه آ اطلاع معیار ازجمله اطلاع معیارهای از استفاده با نهایت در است. شده برآورد

ماکسیمم درستنمایی روش عملکرد شبیە سازی، از استفاده با است. شده پرداخته رقیب مدل های بین از بهینه مدل انتخاب به وونگ

انتخاب آزمون های و معیارها که است شده داده نشان همچنین و گرفته قرار مطالعه مورد مجهول پارامترهای برآورد در تعدیل یافته

می کنند. انتخاب بهینه مدل بە عنوان را درست مدل به مدل نزدیک ترین مدل،

خودبازگشتی. مدل همبسته، ابداع عوامل وایبول، خانواده نمایی، خانواده تعدیل یافته، ماکسیمم درستنمایی برآوردگر کلیدی: واژه های
.۶۲J۰۷ ،۶۲F۱۵ ریاضی: رده بندی

مقدمه ۱

مناسب مدل برازش توصیف، زمانی، سری دادە های تحلیل از کلی هدف

روی بر برازش برای مدل هایی ابتدا منظور، این برای است. پیش بینی و

مناسبی مدل آزمون ها، و معیارها براساس سپس و پیشنهاد دادە ها

روی بر برازش برای زمانی سری مدل تعیین در می شود. انتخاب

از ابداع عوامل توزیع و مدل مرتبە ی انتخاب مدل، شناخت دادە ها،

انتخاب بحث در اخیر دهە های در است. برخوردار فراوانی اهمیت

گرفته بە کار و پیشنهاد گوناگونی روش های و معیارها آزمون ها، مدل،

آزمون ها، و معیارها این توانایی های و ضعف ها واقع در است. شده

معیار و ملاک به که است داشته آن بر را حوزه این پژوهش گرهای

یابند. دست جامع تری

عوامل بودن گاوسی فرض زمانی، سری مدل های در معمول فرضیات از

کار در محدودیت ایجاد باعث سری بودن گاوسی فرض است. ابداع

نباشند، گاوسی ابداع عوامل درصورتی که می شود. زمانی سری با کردن

توزیع های دارند، وجود ابداع عوامل برای توزیع ها از کلی دسته دو

توزیع ها، از دسته دو این به مربوط تصادفی متغیر که نامتقارن و متقارن

مدل های اخیر، سال های در می کند. اختیار R+ یا R از را خود مقادیر

مورد غیرگاوسی ابداع عوامل با خودبازگشتی ساختار با زمانی سری

سری مدل های نوع این جمله از است. گرفته قرار پژوهشگران توجه

گاور توسط که کرد اشاره نمایی خودبازگشتی مدل به می توان زمانی
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خودبازگشتی مدل طرفی از است. شده پیشنهاد (۱۹۸۰) لوئیس و

طبیعی پدیدە های از بسیاری در گاما ابداع عوامل با اول مرتبە ی

درستنمایی شبه برآوردگر (۲۰۰۳) مالر است. گرفته قرار استفاده مورد

مانایی حالت دو در همبسته ابداع عوامل با رگرسیون مدل های ماکسیمم

مدل (۲۰۰۷) همکاران و تیکو داد. قرار بررسی مورد را نامایی و

مطالعه مورد را متقارن توزیع با همبسته ابداع عوامل با رگرسیون

این مجهول پارامترهای برای بسته  فرم با برآوردگرهایی و دادند قرار

با خودبازگشتی مدل های (۲۰۱۰) کایا آ و بایرکا آوردند. به دست مدل

نوع سه گرفتن درنظر با و کردند مطالعه را غیرگاوسی ابداع عوامل

دم کلفت، متقارن توزیع های جمله از غیرگاوسی ازتوزیع های مختلف

درستنمایی برآوردگرهای دم نازک متقارن و تعمیم یافته لجستیک چوله

(۲۰۱۲) مک کورمی و بارتلت کردند. محاسبه را مدل ها این ماکسیمم

مورد را مجهول مکانی پارامتر با اول مرتبە ی خودبازگشتی مدل های

ارائه مدل ها این مجهول پارامترهای برای برآوردگری و دادند قرار مطالعه

نامنفی خودبازگشتی مدل (۲۰۱۵) واسکونسلو و بورگوینگ نو دادند.

از ویژگی هایی و کردند معرفی را توانی سری ابداع عوامل با اول مرتبە ی

درستنمایی تابع خودهمبستگی، تابع واریانس، میانگین، مانند مدل این

مجهول پارامترهای برای برآوردگری و دادند قرار مطالعه مورد را شرطی

توزیع ساختار بین ارتباط (۲۰۲۰) تانگ و لی دادند. ارائه مدل این

توزیع های با تصادفی فرآیند با خودبازگشتی فرآیند یک و چوله‑نرمال

کردند. مطالعه را دیگر متقارن توزیع های برخی و چوله‑کوشی

غیرگاوسی ابداع عوامل با زمانی سری مدل های درستنمایی معادلات

برآوردگرهای محاسبه برای بنابراین نیستند، صریحی جواب دارای

روش ها این که می شود استفاده عددی روش های از ماکسیمم درستنمایی

جایگزین روش های از یکی هستند. شروع مقادیر تأثیر تحت به شدت

نامنفی ابداع عوامل با خودبازگشتی، مدل پارامترهای برآورد برای

ندارند. صریحی جواب که است درستنمایی معادلات کردن خطی

برآورد برای (۱۹۶۷) تیکو توسط تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش

جواب آن ها درستنمایی معادلات که شد پیشنهاد مجهولی پارامترهای

اساس بر معادلات این کردن خطی برپایە ی روش این ندارند. صریح

مقالات به می توان زمینه این در بیشتر مطالعه برای است. تیلور بسط

(۲۰۱۲) سياره کرد. مراجعه (۲۰۰۱a, ۲۰۰۱b, ۲۰۰۵) تیکو و کایا آ

کاکس، آزمون وونگ، آزمون جمله از مدل انتخاب آزمون های و معیارها

و داد قرار مطالعه مورد را بيزی اطلاع معيار و کائيکه آ اطلاع معيار

مدل های بين در مدل انتخاب در را آزمون ها و معیارها اين توانايی

خودبازگشتی مدل (۲۰۱۷) سیاره و زمانی کرد. بررسی غيرآشیانی خطی

آن در که دادند قرار مطالعه مورد در را غیرگاوسی ابداع عوامل با

و می کردند پیروی وایبول و نمایی خانواده دو از ابداع عوامل توزیع

ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با را مدل مجهول پارامترهای

با بهینه مدل انتخاب به همچنین آن ها کردند. برآورد تعدیل یافته

اساس بر وونگ آزمون جمله از مدل انتخاب روش های از استفاده

سری مدل های از نوع این برای تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش

هر گرفتند نظر در (۲۰۱۷) سیاره و زمانی که مدلی در پرداختند. زمانی

همچنان اما شده گرفته نادیده ابداع عوامل بودن گاوسی فرض که چند

است. برقرار ابداع عوامل استقلال فرض

در غیرگاوسی و همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل مقاله این در

بودن گاوسی و استقلال کلاسیک فرض دو که به گونه ای شده گرفته نظر

پژوهش های از بسیاری در شده اند. حذف همزمان به طور ابداع عوامل

این در حالی که در است، شده نقض فرض دو این از یکی تنها پیشین

جمله از شده اند. لحاظ مدل در همزمان به صورت ویژگی دو هر مقاله

مجهول پارامترهای برآورد زمانی، سری مدل های از نوع این مشکلات

تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای مقاله این در که است مدل

عوامل با خودبازگشتی مدل های پارامترهای برآورد برای (ⅯⅯⅬE)

شده پیشنهاد وایبول و نمایی خانواده های از غیرگاوسی و همبسته ابداع

کلاسیک عددی روش های مشکلات از اجتناب موجب روش این است.

عملکرد همچنین می شود. اولیه مقادیر به آن ها شدید وابستگی و

و کائیکه آ اطلاع معیار جمله از مدل، انتخاب آزمون های و معیارها

بدتبیین مدل ها که شرایطی در بهینه مدل انتخاب در وونگ، آزمون

غیرگاوسی توزیع و همبستگی ساختار دارای ابداع عوامل و شده اند

تحلیل در پیشنهادی مدل عملی کاربرد و شدند مقایسه و بررسی هستند،

بیانگر که است شده داده نشان S&P۵۰۰ بورس شاخص واقعی داده های

وابستگی و غیرگاوسی رفتار با مالی داده های تحلیل در مدل توانایی

است. زمانی

می توان را همبسته ابداع عوامل با اول مرتبه خودبازگشتی مدل چه اگر

عوامل با دوم مرتبه خودبازگشتی مدل یک شکل به معادل به صورت

اصلی تمرکز مقاله این در حال این با کرد، بازنویسی مستقل ابداع

اثر بررسی و ابداع عوامل در وابستگی ساختار صریح مدل سازی بر

و برآورد فرآیند بر ابداع عوامل بودن غیرگاوسی و همبستگی همزمان

موجود وابستگی مستقیم تفسیر امکان نمایش این است. مدل انتخاب

توسعه برای مناسبی چارچوب و می کند فراهم را خطاها ساختار در

می دهد. ارائه تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای

برآوردگرهای ،۲ بخش در است: شده سازماندهی زیر شرح به مقاله

ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی

از استفاده با ،۳ بخش در است. شده محاسبه غیرگاوسی و همبسته
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مربع میانگین مقایسه با آمده به دست برآوردگرهای عملکرد شبیه سازی

است. گرفته قرار مطالعه مورد برآوردگرها از کدام هر به مربوط خطا

غیرگاوسی همبسته ابداع عوامل با بهینه خودبازگشتی مدل همچنین

انتخاب وونگ آزمون جمله از مدل انتخاب روش های از استفاده با

ارزش اساس بر آمریکا بورس شاخص واقعی داده های آنالیز می شود.

ارائه ۴ بخش در ،S&P۵۰۰ عام، سهام دارای بزرگ شرکت ۵۰۰ بازار

است. شده

ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل ۲

غیرگاوسی و همبسته

اول مرتبه ی خودبازگشتی مدل

Yt = ϕYt−۱ + ϵt, (۱)

ابداع عوامل ϵtها، و خودبازگشتی ضریب ϕ آن در که بگیرید نظر در را

ابداع عوامل که می شود فرض خودبازگشتی مدل در معمولا هستند.

زمانی به می کنند، پیروی گاوسی توزیع از که هستند هم توزیع و مستقل

گاوسی و استقلال فرض دو مقاله این در کنید. مراجعه (۲۰۱۷) سیاره و

می کنیم فرض دیگر، به عبارت می شود. گرفته نادیده ابداع عوامل بودن

اول مرتبه خودبازگشتی مدل از و هستند همبسته ابداع عوامل

ϵt = ρ ϵt−۱ + ut (۲)

در (۲) معادله جایگذاری با می کند. پیروی غیرگاوسی توزیع از ut و

به صورت می توان را مدل ،(۱) معادله

Yt = ϕYt−۱ + (ρ ϵt−۱ + ut),

= (ϕ+ ρ)Yt−۱ − ϕρYt−۲ + ut, (۳)

با است. دوم مرتبه خودبازگشتی مدل یک معادل که کرد بازنویسی

مطالعه امکان همبسته ابداع عوامل حسب بر مدل نمایش وجود، این

توزیع های اثر بررسی و خطاها ساختار در موجود وابستگی مستقیم

از ابداع عوامل که می کنیم فرض ابتدا می سازد. فراهم را غیرگاوسی

احتمال چگالی تابع با نمایی توزیع خانواده ی

fη(ut) = exp
{
η′C(ut)−A(η)

}
h(ut), t = ۳, · · · , T

آماره ی کانونی، پارامتر های η = (η۱...ηk)
′ آن در که می کنند پیروی

از تابعی A(η) تابع بسنده، آماره ی C(ut) = (C۱(ut)...Ck(ut))

هستند. ابداع عوامل از تابعی h(ut) تابع و کانونی پارامتر های

درستنمایی روش زمانی، سری مدل های در برآورد روش های از یکی

Y۱ = به شرط Y۳, ..., YT درستنمایی لگاریتم تابع است. ماکسیمم

به صورت y۱, Y۲ = y۲

l(η, ϕ, ρ) =

T∑
t=۳

k∑
i=۱

ηiCi(yt − (ϕ+ ρ)yt−۱ + ϕρyt−۲)− TA(η)

+
T∑

t=۳

log h(yt − (ϕ+ ρ)yt−۱ + ϕρyt−۲),

معادلات حل با ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای است. محاسبه قابل
درستنمایی

∂l(η, ϕ, ρ)

∂ηi
=

T∑
t=۳

Ci(ut)− T
∂

∂ηi
A(η) = ۰, i = ۱, ..., k

∂l(η, ϕ, ρ)

∂ϕ
=

T∑
t=۳

η
′ ∂

∂ϕ
C(ut) +

T∑
t=۳

∂

∂ϕ
log h(ut)

=
T∑

t=۳
η
′ ∂

∂ϕ
C(u∗

t + µu) +
T∑

t=۳

∂

∂ϕ
log h(u∗

t + µu) = ۰,

(۴)
و

∂l(η, ϕ, ρ)

∂ρ
=

T∑
t=۳

η
′ ∂

∂ρ
C(ut) +

T∑
t=۳

∂

∂ρ
log h(ut)

=
T∑

t=۳
η
′ ∂

∂ρ
C(u∗

t + µu) +
T∑

t=۳

∂

∂ρ
log h(u∗

t + µu) = ۰,

(۵)

و t = ۳, ..., T برای u∗
t = ut − µu آن در که می شوند محاسبه

جواب (۵) و (۴) درستنمایی معادلات چون است. µu = E(ut)

استفاده برآوردگرها محاسبه برای عددی رو ش های معمولا ندارند، صریح

هستند. اولیه مقادیر تأثیر تحت به شدت عددی روش های اما می شوند

برآورد برای را تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش (۱۹۶۷) تیکو

نداشته صریحی جواب درستنمایی معادلات وقتی که مدل پارامترهای

جملات تیلور بسط از استفاده با روش این در داد. پیشنهاد باشند،

محاسبه به منظور می شوند. خطی درستنمایی معادلات غیرخطی،

به صورت را M(u∗
t ) تابع تعدیل یافته، ماکسیمم درستنمایی برآوردگر

M(u∗
t ) = η

′ ∂

∂ϕ
C(u∗

t + µu) +
∂

∂ϕ
log h(u∗

t + µu),

ūd = ūT − µu حول جمله ی دوم تا آن تیلور بسط و می کنیم تعریف

به صورت را

M(u∗
t ) = M(ūd) +M ′(ūd)(u

∗
t − ūd) + op(|u∗

t − ūd|). (۶)

برآوردگر های (۴) معادله در (۶) معادله جایگذاری با می نویسیم.

معادلات حل با تعدیل یافته درستنمایی ماکسیمم

T∑
t=۳

Ci(ut)− T
∂

∂ηi
A(η) = ۰,
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و

۰ =

T∑
t=۳

M(u∗
t ) =

T∑
t=۳

(
M(ūd) +M ′(ūd)(u

∗
t − ūd)

)
,

=

T∑
t=۳

(
M(ūd) +M ′(ūd)((yt − µy)− (ϕ+ ρ)(yt−۱ − µy)

+ ϕρ((yt−۲ − µy))− ūd)

)
,

بنابراین می آیند؛ به دست

∂A(η)

∂ηi
|η=η̂ =

۱
T

T∑
t=۳

Ci(ut). (۷)

ϕ̂T =

∑T
t=۳

(
M(ūd) +M ′(ūd)((yt − µy)− ρ(yt−۱ − µy)− ūd)

)
∑T

t=۳

(
M ′(ūd)((yt−۱ − µy)− ρ(yt−۲ − µy))

) .

(۸)

داریم ρ پارامتر برای مشابه به طور
(۹)

ρ̂T =

∑T
t=۳

(
M(ūd) +M ′(ūd)((yt − µy)− ϕ(yt−۱ − µy)− ūd)

)
∑T

t=۳

(
M ′(ūd)((yt−۱ − µy)− ϕ(yt−۲ − µy))

) .

می توان تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با همچنین،

خانواده ی از همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل پارامتر های

کرد. برآورد نیز را وایبول توزیع های

چگالی تابع با وایبول خانواده ی از همبسته ابداع عوامل با (۳) مدل

g(λ,ξ)(ut) = λ exp
{
−λH(ut; ξ)

}
h(ut; ξ),

h(ut; ξ) تابع و صعودی تابعی H(ut; ξ) آن در که بگیرید نظر در را

Y۳, ..., YT درستنمایی تابع لگاریتم هستند. H(ut; ξ) تابع مشتق

به صورت Y۱ = y۱, Y۲ = y۲ به شرط

l(λ, ξ, ϕ, ρ) = T log λ− λ

T∑
t=۳

H(ut; ξ) +

T∑
t=۳

log h(ut; ξ),

حل با مجهول، پارامتر های ماکسیمم درستنمایی برآوردگر های است.

به صورت زیر درستنمایی معادلات

∂l(λ, ξ, ϕ, ρ)

∂λ
=

T

λ
−

T∑
t=۳

H(ut; ξ) = ۰,

∂l(λ, ξ, ϕ)

∂ξ
= −λ

T∑
t=۳

∂

∂ξ
H(ut; ξ) +

T∑
t=۳

∂

∂ξ
log h(ut; ξ) = ۰,

∂l(λ, ξ, ϕ, ρ)

∂ϕ
=

T∑
t=۳

N(u∗
t ) = ۰, (۱۰)

آن در که هستند محاسبه قابل

N(u∗
t ) = −λ

∂

∂ϕ
H(u∗

t + µu; ξ) +
∂

∂ϕ
log h(u∗

t + µu; ξ).

بسط جایگذاری با ندارد صریح جواب (۱۰) معادله  ی این که به توجه با

،ūd حول N(u∗
t ) تیلور

N(u∗
t ) ∼= N(ūd) +N ′(ūd)(u

∗
t − ūd),

تعدیل یافته ی درستنمایی ماکسیمم برآوردگر (۱۰) معادله ی در

هستند: محاسبه قابل زیر به صورت مدل مجهول پارامتر های

λ̂T = T

( T∑
t=۳

H(ut; ξ)

)−۱
, (۱۱)

∂l(λ, ξ, ϕ)

∂ξ
= −λ

T∑
t=۳

∂

∂ξ
H(ut; ξ) +

T∑
t=۳

∂

∂ξ
log h(ut; ξ) = ۰, (۱۲)

ϕ̂T =

∑T
t=۳

(
N(ūd) +N ′(ūd)((yt − µy)− ρ(yt−۱ − µy)− ūd)

)
∑T

t=۳

(
N ′(ūd)((yt−۱ − µy)− ρ(yt−۲ − µy))

) .

(۱۳)

داریم: ρ پارامتر برای مشابه به  طور

ρ̂T =

∑T
t=۳

(
N(ūd) +N ′(ūd)((yt − µy)− ϕ(yt−۱ − µy)− ūd)

)
∑T

t=۳

(
N ′(ūd)((yt−۱ − µy)− ϕ(yt−۲ − µy))

) .

نمایی توزیع های خانواده ی از لگ‑نرمال و گاما توزیع های ادامه، در

در ابداع عوامل برای وایبول توزیع های خانواده ی از وایبول توزیع و

لگ‑ نرمال گاما، توزیع های پارامتری شکل ابتدا است. شده گرفته نظر

واریانس و میانگین شامل توزیع هر اصلی ویژگی های بیان، وایبول و

درستنمایی روش از استفاده با مدل مجهول پارامتر های سپس و محاسبه

پارامترسازی از گاما توزیع برای شده اند. برآورد تعدیل یافته ماکسیمم

است شده استفاده ،G(α, β) مقیاس، و شکل پارامترهای بر مبتنی

لگ نرمال، توزیع برای .V ar(U) = αβ۲ ،E(U) = αβ آن در که

بنابراین و log(U) ∼ N(µ, σ۲) که است شده فرض ،LN(µ, σ۲)

E(U) = exp

(
µ+

σ۲

۲

)
,

V ar(U) =
(
exp(σ۲)− ۱

)
exp(۲µ+ σ۲).

پارامتر بر مبتنی پارامترسازی از ،W (k, ν) وایبول، توزیع برای همچنین

میانگین دارای که است شده استفاده (ν) مقیاس پارامتر و (k) شکل

است: زیر واریانس و

E(U) = νΓ

(
۱ +

۱
k

)
,

V ar(U) = ν۲
[
Γ

(
۱ +

۲
k

)
− Γ۲

(
۱ +

۱
k

)]
.
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۱ شماره ،۳۰ دوره ،۱۴۰۴ سال آماری، ۵اندیشه

همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل ۱ .۲
گاما توزیع و

تابع با G(α, β) توزیع از هم توزیع و همبسته ابداع عوامل با (۳) مدل
بگیرید: نظر در را زیر احتمال چگالی

fθ
۱ (ut) =

۱
βαΓ(α)

(ut)
α−۱ exp(−

ut

β
)

= exp
{
−η۱۱(yt − (ϕ۱ + ρ۱)yt−۱ + ϕ۱ρ۱yt−۲)

+ η۱۲ log(yt − (ϕ۱ + ρ۱)yt−۱ + ϕ۱ρ۱yt−۲)

−A(η۱)
}
,

و η۱۲ = α− ۱ ،η۱۱ = − ۱
β

،θ = (α, β, ϕ۱, ρ۱) آن در که

A(η۱) = α log β + log Γ(α)

= (η۱۲ + ۱) log(− ۱
η۱۱

) + log Γ(η۱۲ + ۱).

مدل مجهول پارامترهای برآورد (۹) و (۸) ،(۷) روابط از استفاده با

هستند: محاسبه قابل زير به صورت

Γd =
۱
T

T∑
t=۳

log(ut),

و Γd = ∂
∂α

log(Γ(α)) آن در که

β̂T =
۱

T α̂T

T∑
t=۳

(yt − (ϕ̂T,۱ + ρ̂T,۱)yt−۱ + ϕ̂T,۱ρ̂T,۱yt−۲).

،M(u∗
t ) تابع ϕ۱ مجهول پارامتر برآورد برای

M(u∗
t ) = −

۱
β̂T

∂

∂ϕ۱
(u∗

t + µu) + (α̂T − ۱)
∂

∂ϕ۱
log(u∗

t + µu)

=
۱
β̂T

(
(yt−۱ − µy)− ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
− (α̂T − ۱)

(
(yt−۱ − µy)− ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
(u∗

t + µu)
.

به صورت M(u∗
t ) تابع اول مرتبه ی مشتق می کنیم. تعریف را

M ′(u∗
t ) = (α̂T − ۱) (yt−۱ − µy)− ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

(u∗
t + µu)۲ ,

داریم: بنابراین است؛

M(ūd) =
۱
β̂T

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
(۱۴)

− (α̂T − ۱)
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
(ūd + µu)

, (۱۵)

M ′(ūd) = (α̂T − ۱) (yt−۱ − µy)− ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

(ūd + µu)۲ . (۱۶)

پارامتر برآورد (۸) معادله ی در (۱۶) و (۱۵) معادلات جایگذاری با
می آید: به دست زیر به صورت ϕ۱ مجهول

ϕ̂T,۱ =

( (ūd+µu)۲

β̂T (α̂T −۱)
− (ūd + µu)

)∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ρ̂T,۱(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)۲
.

(۱۷)

داریم: مشابه به طور

ρ̂T,۱ =

( (ūd+µu)۲

β̂T (α̂T −۱)
− (ūd + µu)

)∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ϕ̂T,۱(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۱(yt−۲ − µy)

)۲
.

(۱۸)

همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل ۲ .۲
لگ‑نرمال توزیع و

تابع با LN(µ, σ۲) توزیع از ابداع عوامل با (۳) خودبازگشتی مدل

بگیرید: نظر در را زیر احتمال چگالی

fθ
۲ (ut) =

۱
ut

√
۲πσ۲

exp
{
− ۱

۲σ۲ (log(ut)− µ)۲}
=

۱
ut

√
۲π

exp
{
η۲۱(log(ut))

۲

+ η۲۲ log(ut)−A(η۲)
}
,

،η۲۲ = µ
σ۲ ،η۲۱ = − ۱

۲σ۲ ،θ = (µ, σ۲, ϕ۲, ρ۲) آن در که

h(ut) =
۱

(ut)
√

۲π
,

ut = (yt − (ϕ۲ + ρ۲)yt−۱ + ϕ۲ρ۲yt−۲)

و

A(η۲) =
µ۲

۲σ۲ +
۱
۲
log σ۲ = − η۲

۲۲

۴η۲۱
+

۱
۲
log

(
− ۱

۲η۲۱

)
.

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر (۹)−(۷) معادلات از استفاده با
می شوند: محاسبه زیر به صورت مدل مجهول پارامتر های تعدیل یافته

µ̂T =
۱
T

T∑
t=۲

log(yt − (ϕ̂T,۲ + ρ̂T,۲)yt−۱ + ϕ̂T,۲ρ̂T,۲yt−۲),

σ̂۲
T =

۱
T

T∑
t=۲

(
log(yt − (ϕ̂T,۲ + ρ̂T,۲)yt−۱ + ϕ̂T,۲ρ̂T,۲yt−۲)− µ̂T

)۲

ϕ̂T,۲ =

(
log(ūd+µu)−µ̂T +σ̂۲

T
σ̂۲
T

(ūd+µu)

)∑T
t=۳(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۲(yt−۲ − µy)

(
log(ūd+µu)−µ̂T +σ̂۲

T
−۱

σ̂۲
T

(ūd+µu)۲

)∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ρ̂T,۲(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)۲
.

(۱۹)



شده
فته

ذیر
پ

غیرگاوسی و همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل تحلیل حاج رجبی۶ آرزو و مهریان زمانی صدیقه

و

ρ̂T,۲ =

(
log(ūd+µu)−µ̂T +σ̂۲

T
σ̂۲
T

(ūd+µu)

)∑T
t=۳(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۲(yt−۲ − µy)

(
log(ūd+µu)−µ̂T +σ̂۲

T
−۱

σ̂۲
T

(ūd+µu)۲

)∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ϕ̂T,۲(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۲(yt−۲ − µy)

)۲

(۲۰)

همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل ۳ .۲
وایبول توزیع و

تعدیل یافته ی درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای مشابه، به طور
خانواده ی از ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل مجهول پارامتر های
به دست (۱۳)−(۱۱) روابط از استفاده با می توان نیز را وایبول توزیع های
تابع با W (k, ν) توزیع از ابداع عوامل با (۳) بازگشتی خود مدل آورد.

بگیرید: نظر در را زیر احتمال چگالی

fθ
۳ (ut) =

k

νk

(
yt − (ϕ۳ + ρ۳)yt−۱ + ϕ۳ρ۳yt−۲

)k−۱

× exp

(
−

(
yt − (ϕ۳ + ρ۳)yt−۱ + ϕ۳ρ۳yt−۲

ν

)k)
,

هستند. H(ut; ξ) = uk
t و λ = (۱/ν)k ،θ = (k, ν.ϕ۳, ρ۳) آن در که

داریم: (۱۱)−(۱۳) معادلات از استفاده با

λ̂T = T

( T∑
t=۳

uk̂T
t

)−۱

=
T∑T

t=۳(yt − (ϕ̂T,۳ + ρ̂T,۳)yt−۱ + ϕ̂T,۳ρ̂T,۳yt−۲)k̂T

.

به صورت ν̂T برآوردگر ،ν̂T = (λ̂T )
− ۱

k̂T رابطه به توجه با

ν̂T =
( T∑T

t=۳(yt − (ϕ̂T,۳ + ρ̂T,۳)yt−۱ + ϕ̂T,۳ρ̂T,۳yt−۲)k̂T

)− ۱
k̂T

=
( ۱
T

T∑
t=۳

(yt − (ϕ̂T,۳ + ρ̂T,۳)yt−۱ + ϕ̂T,۳ρ̂T,۳yt−۲)
k̂T

) ۱
k̂T ,

همچنین است. محاسبه قابل

∂l(k, ν, ϕ۳, ρ۳)

∂k
= −

۱
νk

T∑
t=۳

∂

∂k
(ut)

k
+

T∑
t=۳

log(k(ut)
k−۱

)

=
T

k
+

T∑
t=۳

log(ut) −
۱
νk

T∑
t=۳

(ut)
k
log(ut)

= ۰.

به صورت N ′(ūd) و N(ūd) توابع ϕ۳ مجهول پارامتر برآورد برای

N(ūd) =

(
k̂T

ν̂k̂T
T

(ūd + µu)
k̂T−۱ − (k̂T − ۱)

(ūd + µu)

)
×
(
(yt−۱ − µy)− ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)
, (۲۱)

N ′(ūd) =

(
−k̂T (k̂T − ۱)(ūd + µu)

k̂T−۲

ν̂k̂T
T

+
(k̂T − ۱)
(ūd + µu)۲

)
×
(
(yt−۱ − µy)− ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)
. (۲۲)

در (۲۲) و (۲۱) معادلات جایگذاری با هستند. محاسبه قابل
به صورت ϕ۳ مجهول پارامتر برآورد (۱۳) رابطه ی

ϕ̂T,۳ =

(ūd + µu)
( k̂T

ν̂
k̂T
T

(ūd + µu) − (k̂T − ۱)
)∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)
(
(

k̂T

ν̂
k̂T
T

)(k̂T − ۱)(ūd + µu)k̂T + (k̂T − ۱)
)∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ρ̂T,۳(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ρ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)۲
.

(۲۳)

برآورد به مربوط مراحل تمام انجام با می توان همچنین، می آید. به دست
نیز را پارامتر این برآورد ،ρ۳ مجهول پارامتر برای ϕ۳ مجهول پارامتر

کرد: محاسبه زیر به صورت

ρ̂T,۳ =

(ūd + µu)
( k̂T

ν̂
k̂T
T

(ūd + µu) − (k̂T − ۱)
)∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)
(
(

k̂T

ν̂
k̂T
T

)(k̂T − ۱)(ūd + µu)k̂T + (k̂T − ۱)
)∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)۲

+

∑T
t=۳

(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)(
(yt − µy) − ϕ̂T,۳(yt−۱ − µy) − ūd

)
∑T

t=۳
(
(yt−۱ − µy) − ϕ̂T,۳(yt−۲ − µy)

)۲
.

(۲۴)

شبیه سازی مطالعه ی ۳

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر عملکرد مطالعه ی به بخش این در

غیرگاوسی همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل برای تعدیل یافته

دو شامل شبیه سازی این است. شده پرداخته شبیه سازی از استفاده با

با ،(۱) مدل اول، مرتبه خودبازگشتی مدل اول، مرحله در است. مرحله

شده گرفته نظر در درست مدل به عنوان ϕ = ۰٫۲ همبستگی خود ضریب

می کنند، پیروی (۲) مدل از و هستند همبسته ابداع عوامل آن در که

می کند. پیروی W (۳, ۲) و LN(۳, ۲) ،G(۳, ۲) توزیع از ut و ρ = ۰٫۱۱

هدف با T = ۱۰۰, ۲۰۰, ۳۰۰, ۴۰۰, ۵۰۰ نمونه اندازه های مقاله، این در

متوسط کوچک، نمونه های در پیشنهادی برآوردگرهای رفتار بررسی

مطالعه ی انتخاب، این اصلی هدف شده اند. انتخاب بزرگ نسبتاً و

تعدیل یافته، ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای سازگاری و پایداری

با مدل انتخاب معیارهای عملکرد ارزیابی همچنین و ،MMLE

کوچک تر نمونه های مشخص، به طور است. بوده نمونه حجم افزایش

Autocorrelation Function۱

Partial Autocorrelation Function۲
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۱ شماره ،۳۰ دوره ،۱۴۰۴ سال آماری، ۷اندیشه

محدود شرایط در پیشنهادی روش عملکرد بررسی برای ۲۰۰ و ۱۰۰ مانند

مجانبی رفتار تحلیل برای ۵۰۰ و ۴۰۰ مانند بزرگ تر نمونه های و داده

شده اند. گرفته نظر در برآورد خطای کاهش بررسی و برآوردگرها

جزئی همبستگی ،۱(ACF ) همبستگی نمودارهای ۱ شکل در

با خودبازگشتی مدل به مربوط بافت نگار و زمانی سری ،۲(PACF )

نشان T = ۱۰۰ نمونه اندازه ی برای گاما توزیع و همبسته ابداع عوامل

که دریافت می توان جزئی، همبستگی نمودار به توجه با است. شده داده

همه ی مقادیر زیرا می کنند پیروی ۲ مرتبه ی خودبازگشتی مدل از داده ها

همچنین دارند. قرار اطمینان کران های داخل بعد به دوم تأخیر از نمودار

نشان این که می شود مشاهده میانگین در مانایی زمانی،  سری نمودار از

استفاده داده ها سری آینده ی پیش بینی برای مدل این از می توان می دهد

مشخص به  وضوح داده ها بودن غیر گاوسی نیز بافت نگار نمودار از کرد.

است.

نمودار و زمانی سری نمودار ،PACF ،ACF نمودار شکل۱.

گاما. ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل بافت نگار

است شده فرض آمده به دست برآوردگر های کارایی بررسی به منظور

مدل مجهول پارامتر های برآورد تنها هدف و معلوم درست مدل که

استفاده با خودبازگشتی مدل های مجهول پارامتر های برآورد است.

محاسبه تکرار بار ۱۰۰۰ تعداد با و کارلو مونت شبیه سازی روش از

برآورد مقدار به عنوان شده محاسبه مقدار ۱۰۰۰ این میانگین و شده اند

در T = ۱۰۰, ۲۰۰, ۳۰۰, ۴۰۰, ۵۰۰ نمونه های اندازه ی برای پارامتر هر

مدل های برای که می دهد نشان ۱ جدول نتایج است. شده ارائه ۱ جدول

اندازه  ی افزایش با غیرگاوسی و همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی

نزدیک تر پارامتر درست مقدار به آمده به دست برآوردگر مقدار نمونه

برآورد به مربوط خطا دوم توان های میانگین مقادیر همچنین، می شود.

مقادیر و پارامتر ها درست مقادیر تفاضل دو توان میانگین که پارامتر ها

شده نوشته جدول سطر هر پایین پرانتز داخل آن هاست، شده ی برآورد

مقادیر این نمونه اندازه ی افزایش با زیرا می کند تأیید را نتیجه این است،

می یابد. کاهش نیز

تعدیل یافته. ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مقادیر .۱ جدول
σ̂ µ̂ ρ̂ ϕ̂ T مدل درست

۱٫۹۸۱۱۰ ۲٫۹۳۴۰۰ ۰٫۰۹۷۷۳ ۰٫۱۸۵۹۸ ۱۰۰ yt = ۰٫۲yt−۱ + ϵt

(۰٫۰۱۹۷۲) (۰٫۰۴۵۳۸) (۰٫۰۰۶۳۳) (۰٫۰۰۶۰۱) ϵt = ۰٫۱۱ϵt−۱ + ut

۱٫۹۹۰۱۲ ۲٫۹۷۱۷۶ ۰٫۱۰۶۲۹ ۰٫۱۹۵۱۶ ۲۰۰ ut ∼ LN(۳, ۲)

(۰٫۰۱۰۵۰) (۰٫۰۲۰۶۲) (۰٫۰۰۳۲۲) (۰٫۰۰۳۰۳)

۱٫۹۹۱۴۷ ۲٫۹۸۰۱۶ ۰٫۱۰۶۹۲ ۰٫۱۹۶۲۴ ۳۰۰

(۰٫۰۰۶۷۷) (۰٫۰۱۳۷۷) (۰٫۰۰۲۱۳) (۰٫۰۰۲۰۰)

۱٫۹۹۳۳۵ ۲٫۹۸۷۰۳ ۰٫۱۰۷۰۵ ۰٫۱۹۶۶۰ ۴۰۰

(۰٫۰۰۵۰۷) (۰٫۰۰۹۹۹) (۰٫۰۰۱۳۴) (۰٫۰۰۱۲۹)

۱٫۹۹۷۹۶ ۲٫۹۸۷۸۲ ۰٫۱۰۷۹۷ ۰٫۱۹۷۷۱ ۵۰۰

(۰٫۰۰۴۰۱) (۰٫۰۰۷۶۷) (۰٫۰۰۱۲۶) (۰٫۰۰۱۱۸)

β̂ α̂ ρ̂ ϕ̂ T

۲٫۰۳۱۱۸ ۲٫۸۹۲۰۳ ۰٫۱۰۶۷۹ ۰٫۱۹۳۹۳ ۱۰۰ yt = ۰٫۲yt−۱ + ϵt

(۰٫۰۰۵۱۱) (۰٫۰۲۴۴۳) (۰٫۰۰۹۶۶) (۰٫۰۰۹۴۱) ϵt = ۰٫۱۱ϵt−۱ + ut

۲٫۰۲۴۰۰ ۲٫۹۳۱۳۰ ۰٫۱۰۷۲۰ ۰٫۱۹۵۹۶ ۲۰۰ ut ∼ G(۳, ۲)

(۰٫۰۰۲۹۶) (۰٫۱۰۶۲) (۰٫۰۰۴۵۵) (۰٫۰۰۴۴۸)

۲٫۰۱۹۵۸ ۲٫۹۴۸۴۳ ۰٫۱۰۸۲۹ ۰٫۱۹۷۳۵ ۳۰۰

(۰٫۰۰۱۸۴) (۰٫۰۰۶۲۹) (۰٫۰۰۳۳۵) (۰٫۰۰۳۲۷)

۲٫۰۱۷۴۷ ۲٫۹۵۵۹۴ ۰٫۱۰۹۳۹ ۰٫۱۹۸۵۹ ۴۰۰

(۰٫۰۰۱۵۷) (۰٫۰۰۳۶۷) (۰٫۰۰۴۶۷) (۰٫۰۰۲۱۸)

۲٫۰۱۶۳۱ ۲٫۹۶۲۷۷ ۰٫۱۰۹۵۲ ۰٫۱۹۸۷۴ ۵۰۰

(۰٫۰۰۱۲۹) (۰٫۰۰۳۵۹) (۰٫۰۰۱۹۴) (۰٫۰۰۱۸۷)

λ̂ k̂ ρ̂ ϕ̂ T

۱٫۹۷۵۱۷ ۲٫۹۰۵۸۳ ۰٫۰۹۵۱۵ ۰٫۱۸۲۷۱ ۱۰۰ yt = ۰٫۲yt−۱ + ϵt

(۰٫۰۰۴۶۲) (۰٫۰۲۳۴۵) (۰٫۰۱۰۸۱) (۰٫۰۱۰۶۴) ϵt = ۰٫۱۱ϵt−۱ + ut

۱٫۹۸۷۳۳ ۲٫۹۳۲۹۶ ۰٫۰۹۹۱۰ ۰٫۱۸۷۹۹ ۲۰۰ ut ∼ W (۳, ۲)

(۰٫۰۰۲۲۲) (۰٫۰۱۲۷۸) (۰٫۰۵۰۸) (۰٫۰۰۴۹۸)

۱٫۹۹۰۰۱ ۲٫۹۴۹۵۲ ۰٫۱۰۱۴۲ ۰٫۱۹۰۶۴ ۳۰۰

(۰٫۰۰۱۳۵) (۰٫۰۰۷۶۲) (۰٫۰۰۳۰۹) (۰٫۰۰۳۰۱)

۱٫۹۹۱۲۶ ۲٫۹۵۵۷۹ ۰٫۱۰۵۰۶ ۰٫۱۹۴۳۷ ۴۰۰

(۰٫۰۰۱۱۳) (۰٫۰۰۵۷۸) (۰٫۰۰۲۵۳) (۰٫۰۰۲۵۱)

۱٫۹۹۳۸۳ ۲٫۹۵۷۶۴ ۰٫۱۰۶۵۱ ۰٫۱۹۵۸۴ ۵۰۰

(۰٫۰۰۰۸۱) (۰٫۰۰۵۱۶) (۰٫۰۰۱۹۲) (۰٫۰۰۱۸۶)

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر های ۱ جدول در شده ارائه نتایج

می دهد. نشان را خوش تبیین مدل های مجهول پارامتر                           های تعدیل یافته ی

برای تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی برآوردگر های عملکرد ادامه، در

مطالعات از استفاده با و گرفته قرار مطالعه مورد بدتبیین مدل های

مناسبی معیار کائیکه، آ اطلاع معیار که می شود داده نشان شبیه سازی

ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل های در بهینه مدل انتخاب برای

است. غیرگاوسی و همبسته

خودبازگشتی درست مدل از y =
{
y۱, ..., yT

}
داده های کنید فرض

yt = ۰٫۲yt−۱ + ϵt

ϵt = ۰٫۱۱ϵt−۱ + ut
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غیرگاوسی و همبسته ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل تحلیل حاج رجبی۸ آرزو و مهریان زمانی صدیقه

همبستگی، نمودار باشند. شده تولید ،W (۴, ۳) ابداع عوامل با

داد ه ها این به مربوط بافت نگار نمودار و زمانی سری جزئی، همبستگی

با است. شده داده نشان ۲ شکل T در = ۱۰۰ نمونه اندازه ی برای

مدل از داده ها که دریافت می توان جزئی، همبستگی نمودار به توجه

تأخیر از نمودار مقادیر همه زیرا می کنند پیروی ۲ مرتبه ی خودبازگشتی

سری نمودار از همچنین دارند. قرار اطمینان کران های داخل بعد به دوم

می توان می دهد نشان این که می شود مشاهده میانگین در مانایی زمانی، 

نمودار از کرد. استفاده داده ها سری آینده ی پیش بینی برای مدل این از

است. مشخص به وضوح داده ها بودن غیر گاوسی نیز بافت نگار

نمودار و زمانی سری نمودار ،PACF ،ACF نمودار شکل۲.

.y به مربوط بافت نگار

،GAR(۲) گاما، ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل بنابراین

و WAR(۲) وایبول، ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل

LNAR(۲) لگ‑نرمال، ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل

پارامترهای است. شده گرفته نظر در رقیب مدل های به عنوان

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر های از استفاده با رقیب مدل های مجهول

برآورد تکرار بار ۱۰۰۰ با کارلو مونت شبیه سازی روش و تعدیل یافته

جدول در پارامتر هر برآورد مقادیر به عنوان مقادیر این میانگین شده اند.

رقیب مدل های موجود، داده های از استفاده با است. شده ارائه ۲

معیار مقادیر و برآورد مختلف نمونه های اندازه ی برای شده پیشنهاد

با MSE پیش بینی خطای دوم توان های میانگین و کائیکه آ اطلاع

ارئه ۳ جدول در مقادیر این میانگین و شده اند محاسبه تکرار بار ۱۰۰۰

است. شده

تعدیل یافته ی ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مقادیر .۲ جدول

همبسته. ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل پارامتر های
T = ۵۰۰ T = ۴۰۰ T = ۳۰۰ T = ۲۰۰ T = ۱۰۰

۰٫۱۹۵۳۱ ۰٫۱۹۴۱۲ ۰٫۱۹۴۸۷ ۰٫۱۹۰۳۳ ۰٫۱۷۴۱۷ ϕ̂ (۲WAR(

۰٫۱۰۵۹۵ ۰٫۱۰۴۶۴ ۰٫۱۰۵۵۲ ۰٫۱۰۱۸۵ ۰٫۰۸۶۷۴ ρ̂

۲٫۹۹۴۱۵ ۲٫۹۹۲۲۵ ۲٫۹۹۰۴۱ ۲٫۹۸۱۵۶ ۲٫۹۶۸۸۲ λ̂

۳٫۹۱۷۶۱ ۳٫۹۷۳۰۸ ۳٫۹۶۲۱۳ ۳٫۹۳۸۹۶ ۳٫۸۸۵۸۴ k̂

۰٫۱۶۹۶۲ ۰٫۱۵۸۷۶ ۰٫۱۵۱۰۵ ۰٫۱۲۳۷۱ ۰٫۱۲۵۱۳ ϕ̂ (۲ⅬNAR(

۰٫۰۸۱۳۸ ۰٫۰۷۰۰۵ ۰٫۰۶۲۱۸ ۰٫۰۳۷۹۸ ۰٫۰۵۵۷۲ ρ̂

۰٫۸۹۸۳۱ ۰٫۸۸۰۱۸ ۰٫۸۵۴۷۹ ۰٫۷۹۵۸۵ ۰٫۰۶۵۹۷۷ µ̂

۰٫۳۶۹۲۴ ۰٫۳۸۲۴۷ ۰٫۴۱۲۴۱ ۰٫۴۷۶۸۰ ۰٫۶۴۲۷۵ σ̂

۰٫۲۰۴۹۸ ۰٫۲۰۶۷۴ ۰٫۲۱۱۶۹ ۰٫۲۱۶۱۸ ۰٫۲۲۸۱۵ ϕ̂ (۲GAR(

۰٫۱۱۵۸۹ ۰٫۱۱۷۶۱ ۰٫۱۲۲۷۸ ۰٫۱۲۸۴۲ ۰٫۱۴۲۰۵ ρ̂

۱٫۷۶۳۳۵ ۱٫۷۶۱۸۸ ۱٫۷۶۰۰۰ ۱٫۷۵۳۸۵ ۱٫۷۴۳۴۵ α̂

۱٫۵۳۶۰۶ ۱٫۵۳۵۵۱ ۱٫۵۳۴۹۰ ۱٫۵۳۲۸۸ ۱٫۵۲۸۱۲ β̂

مقدار نمونه، اندازه ی افزایش با که می دهد نشان ۳ جدول نتایج

شده ی برآورد مدل همچنین و می یابد افزایش نیز کائیکه آ اطلاع معیار

به نزدیک تر مدل وایبول، ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی

مدل این کائیکه آ اطلاع معیار مقادیر زیرا است داده ها درست مدل

پیشنهاد رقیب مدل های دیگر به نسبت مختلف نمونه های اندازه ی برای

ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل دو اگر همچنین است. کمتر شده

مدل شوند، گرفته نظر در رقیب مدل های به عنوان گاما و لگ‑نرمال

مناسب تر داده ها روی بر برازش برای گاما ابداع عوامل با خودبازگشتی

مدل به نسبت کمتری کائیکه آ اطلاع معیار مقادیر دارای زیرا است

است. لگ‑نرمال ابداع عوامل با خودبازگشتی

افزایش با AIⅭ معیار مطلق مقدار افزایش که است ذکر به لازم

است؛ مشاهدات تعداد به درستنمایی تابع وابستگی از ناشی نمونه حجم

نمونه حجم یک برای رقیب مدل های بین تنها AIⅭ مقایسه بنابراین

می شود. انجام مشخص

برای را پیش بینی خطای دوم توان های میانگین مقادیر ۳ جدول همچنین

مختلف نمونه های اندازه ی برای شده پیشنهاد خودبازگشتی مدل های

بسیار تعداد در که داد نشان شبیه سازی نتایج بررسی می دهد. نشان

لگ‑ مدل حساسیت و عددی ناپایداری دلیل به تکرارها، از محدودی

که آنجا از است. شده ایجاد پیش بینی خطای در پرت مقادیر نرمال،

از پس نتایج است، حساس بسیار پرت مقادیر به نسبت ⅯSE معیار

نشان ۳ جدول در شده ارائه نتایج شده اند. گزارش پرت مقادیر کنترل

برای وایبول ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل که می دهد

توان های میانگین  مقادیر زیرا است مناسب تر داده ها روی بر برازش

رقیب مدل های دیگر به نسبت مدل این برای پیش بینی خطای دوم

لگ‑ ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل دو اگر همچنین، است. کمتر

خودبازگشتی مدل شوند، پیشنهاد رقیب مدل دو به عنوان گاما و نرمال
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است. مناسب تر داده ها روی بر برازش برای گاما ابداع عوامل با
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رقیب مدل های پیش بینی خطای دوم توان میانگین و کائیکه آ اطلاع معیار مقادیر .۳ جدول
درست مدل : yt = (ϕ + ρ)yt−۱ − (ϕ × ρ)yt−۲ + ut, ut ∼ W (۴, ۳)

(۲WAR( (۲GAR( (۲ⅬNAR( T ρ ϕ

۳۳۲٫۴۱۳۰ ۳۴۶٫۱۰۰۰ ۱۵۶۶٫۳۱۶۰ ۱۰۰ ۰٫۱۱ ۰٫۲ AIC

۵۵۱٫۲۱۸۰ ۶۸۷٫۱۳۵۰ ۳۲۷۶٫۳۸۸۰ ۲۰۰

۷۷۱٫۸۶۳۰ ۱۰۳۸٫۷۷۱۰ ۵۵۴۴٫۱۹۱۰ ۳۰۰

۹۹۴٫۸۲۴۰ ۱۳۷۳٫۸۹۳۰ ۷۹۶۵٫۵۹۹۰ ۴۰۰

۱۲۴۴٫۸۰۱۰ ۱۷۱۹٫۵۵۶۰ ۱۰۵۷۳٫۱۲۵۰ ۵۰۰

(۲WAR( (۲GAR( (۲ⅬNAR( T ρ ϕ

۱٫۵۲۲۹ ۲٫۲۷۴۰ ۳۲۱۷٫۲۲۶۱ ۱۰۰ ۰٫۱۱ ۰٫۲ MSE

۱٫۰۹۰۲ ۱٫۲۷۱۶ ۳۵۲٫۴۸۲۸ ۲۰۰

۰٫۹۳۲۵ ۱٫۰۰۲۹ ۱۷٫۲۹۷۳ ۳۰۰

۰٫۸۲۰۸ ۰٫۸۴۷۳ ۰٫۹۸۲۱ ۴۰۰

۰٫۸۱۵۴ ۰٫۸۳۸۱ ۰٫۹۱۱۸ ۵۰۰

،(۱۹۸۹) وونگ وونگ، آزمون  از می توان نظری نتایج بررسی برای

مختلف مدل های مقایسه ی برای را وونگ آزمون آماره کرد. استفاده نیز

تکرار بار ۱۰۰۰ نتایج میانگین می کنیم. مقایسه z۰٫۹۷۵ با و محاسبه

می دهد نشان ۴ جدول نتایج است. شده ارائه ۴ جدول در و آمده به دست

لگ‑ و وایبول ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل دو اگر که

خودبازگشتی مدل شوند، گرفته نظر در رقیب مدل های به عنوان نرمال

برای وونگ آزمون آماره ی مقدار زیرا است بهتر وایبول ابداع عوامل با

اگر همچنین است. بیشتر ۱٫۹۶ مقدار از مختلف نمونه های اندازه ی

برای گاما و وایبول ابداع عوامل با دوم مرتبه ی خودبازگشتی مدل دو

عوامل با خودبازگشتی مدل شوند، گرفته نظر در داده ها روی بر برازش

است مناسب  تر گاما ابداع عوامل با خودبازگشتی مدل از وایبول ابداع

از مختلف نمونه های اندازه ی برای وونگ آزمون آماره ی مقدار زیرا

ارائه وونگ آزمون آماره ی مقادیر از استفاده با است. بیشتر ۱٫۹۶ مقدار

مدل دو بین از که گرفت نتیجه می توان نیز جدول آخر ستون در شده

مدل نیز،  لگ‑نرمال و گاما ابداع عوامل با شده پیشنهاد خودبازگشتی

مناسب تر داده ها روی بر برازش برای گاما ابداع عوامل با خودبازگشتی

مقدار از مختلف نمونه های برای وونگ آزمون آماره ی مقادیر زیرا است

هستند. بزرگتر ،۱٫۹۶

رقیب. مدل های برای وونگ آزمون آماره ی مقادیر .۴ جدول
مدل درست : yt = (ϕ + ρ)yt−۱ − (ϕ × ρ)yt−۲ + ut ut ∼ W (۴, ۳)

Hf : GAR(۲) Hf : WAR(۲) Hf : WAR(۲)

Hg : LNAR(۲) Hg : GAR(۲) Hg : LNAR(۲) T ρ ϕ

۱٫۹۸۸۱۷ ۲٫۰۱۰۳۹ ۲٫۰۰۳۵۱ ۱۰۰ ۰٫۱۱ ۰٫۲

۲٫۱۰۴۳۲ ۲٫۵۷۲۶۵ ۲٫۱۹۶۱۶ ۲۰۰

۲٫۵۴۱۵۸ ۳٫۱۴۶۱۸ ۳٫۳۴۰۳۵ ۳۰۰

۳٫۵۹۰۲۸ ۳٫۸۱۶۵۴ ۴٫۷۶۱۶۵ ۴۰۰

۴٫۴۱۶۱۸ ۳٫۸۲۰۶۹ ۵٫۹۵۳۹۰ ۵۰۰

حقیقی داده های آنالیز ۴

۵۰۰ بازار ارزش اساس بر آمریکا بورس شاخص داده های مجموعه
را S&P۵۰۰ یا NYSE در شده فهرست عام سهام دارای بزرگ شرکت

۱۹۵۰ سال های طی روزانه به صورت داده مجموعه این بگیرید. نظر در
،Y ahoo F inanc پایگاه در ۲۰۱۲ تا

“http : //nance.yahoo.com/quote/GSPC/components?p = GSPC”

تابع تعریف با است. موجود

(
m∑
i=۱

(rt,i − µt)
۲

) ۱
۲

می شوند ماهانه داده های به تبدیل S&P۵۰۰ روزانه داده های مجموعه

بنابراین، است. ماه ها میانگین µt و ماه هر روزها تعداد m آن در که

نشان را بازار ماهانه نوسان پذیری از معیاری واقع در حاصل سری

حجم مالی، مطالعات در گسترده اهمیت دلیل به شاخص این می دهد.

رفتار و سنگین دم های چولگی، خوشه ای، نوسانات وجود داده ها، بالای

ارزیابی برای مناسب و استاندارد مجموعه داده های از یکی غیرگاوسی،

می شود. محسوب غیرگاوسی زمانی سری مدل های

توصیفی آماره های می دهیم. نمایش x نماد با را داده ها مجموعه این

سری که می شود مشاهده ۵ جدول از است. شده ارائه ۵ جدول در سری

با معناداری تفاوت که است ،x̄ = ۱۰٫۳۸۴۰ غیرشرطی، میانگین دارای

است. سنگین دم های با مثبت چولگی دارای سری همچنین دارد. صفر

فرضیه بنابراین است، ۰۵/۰ از کوچک تر شاپیرو آزمون p‑مقدار چون

شکل زمانی، سری نمودار از استفاده با می شود. رد سری بودن نرمال

است. مانا سری که می شود مشاهده ،۳
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.X سری توصیفی آماره های .۵ جدول

P K S σ̂ x̄ n series

۱۶e− ۲/۲ ۹۸۷۸/۵ ۳۶۱۱/۲ ۶۵۴۴/۱۵ ۳۸۴۰/۱۰ ۲۴۹ x

نشان S نمونه ای، معیار انحراف دهنده ی نشان σ̂ نمونه ای، میانگین دهنده ی نشان x̄ مشاهدات، تعداد دهنده ی نشان n .۱

است. برجستگی ضریب دهنده ی نشان K و نمونه ای چولگی ضریب دهنده ی

است. شاپیرو آزمون p‑مقدار دهنده ی نشان P .۲

0 50 100 150 200 250
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.x زمانی سری نمودار شکل۳.

می توان ،۴ شکل جزئی، همبستگی و همبستگی نمودارهای به توجه با

می کنند. پیروی ۲ مرتبه خودبازگشتی مدل از داده ها که دریافت

مدل های بنابراین، هستند، غیرمنفی مشاهدات همه ی آنجایی که از

ابداع عوامل با AR(۲) مدل های معادل می توان را برازش شده

به عنوان را ۲ بخش در شده بحث مدل های و کرد تفسیر نیز غیرگاوسی

با خودبازگشتی مدل دیگر به عبارت می گیریم، نظر در رقیب مدل های

را ،NAR نرمال، و ،LNAR لگ‑نرمال، ،GAR گاما، ابداع عوامل

می گیریم. نظر در رقیب مدل های به عنوان

مدل های کنار در مقایسه ای مرجع مدل به عنوان صرفاً نرمال مدل

بیشتر بررسی به منظور است. گرفته قرار استفاده مورد غیرگاوسی

در رقیب خودبازگشتی مدل های برای را دو و یک مرتبه های داده ها،

و ،AIC کائیکه، آ اطلاع مقدار پارامترها، برآورد مقدار می گیریم. نظر

از است. شده ارائه ۶ جدول در کولموگروف‑اسمیرنوف آزمون p‑مقدار

لگ‑ ابداع عوامل با دوم مرتبه خودبازگشتی شده برآورد مدل که آنجایی

برآورد مدل بنابراین است، کائیکه آ اطلاع مقدار کمترین دارای نرمال

مدل به عنوان را لگ‑نرمال ابداع عوامل با دوم مرتبه خودبازگشتی شده

دست به نتایج می کنیم. انتخاب کائیکه آ اطلاع معیار اساس بر بهینه

می کند. تأیید را نتیجه این نیز اسمیرنوف کولموگروف‑ آزمون از آمده

خودبازگشتی شده برآورد مدل کولموگروف‑اسمیرنوف آزمون P‑مقدار

است. ۰۵/۰ از بزرگتر لگ‑نرمال ابداع عوامل با دوم مرتبه

.x سری جزئی همبستگی و همبستگی نمودارهای شکل۴.

معیار و تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مقادیر .۶ جدول

کائیکه. آ اطلاع
K.S. AIⅭ α̂۲ α̂۱ ϕ̂

۱٫۱۴۸۹ × ۱۰−۱۲ ۱۹۰۹٫۶۰۱ ۱۱٫۲۵۶۹ ۳٫۲۰۹۱ ۰٫۶۹۳۸ (۱NAR(

۰٫۱۹۳۹ ۱۲۴۷٫۴۰۵ ۰٫۰۸۴۰ ۰٫۴۸۲۱ ۰٫۶۸۴۸ (۱GAR(

۰٫۶۰۰۵ ۱۲۰۵٫۵۴۸ ۱٫۷۶۵۴ ۰٫۴۳۱۱ ۰٫۶۲۵۱ (۱ⅬNAR(

۷٫۸۷۱۴ × ۱۰−۱۳ ۱۸۵۳٫۵۷۵ ۱۰٫۲۰۷۴ ۱٫۹۳۴۵

۰٫۳۹۵۹

۰٫۴۲۶۱

 (۲NAR(

۰٫۱۹۰۱ ۱۱۲۶٫۴۷۲ ۰٫۰۸۸۵ ۰٫۴۳۷۵

۰٫۳۶۱۲

۰٫۴۳۵۷

 (۲GAR(

۰٫۶۸۶۵ ۱۱۱۴٫۵۴۴ ۱٫۷۱۷۰ ۰٫۲۸۴۴

۰٫۳۲۷۵

۰٫۴۰۷۲

 (۲ⅬNAR(

دوم پارامتر دهنده ی نشان α̂۲ و اول پارامتر دهنده ی نشان α̂۱ :۱

است. ابداع عوامل توزیع

جدول نتایج است. شده ارائه ۷ جدول در وونگ آزمون نتایج

عوامل با دوم مرتبه خودبازگشتی شده برآورد مدل که می دهد نشان ۷

با دوم مرتبه خودبازگشتی شده برآورد مدل های از بهتر لگ‑نرمال ابداع

خودبازگشتی شده برآورد مدل همچنین است. نرمال و گاما ابداع عوامل

خودبازگشتی شده برآورد مدل  از بهتر گاما ابداع عوامل با دوم مرتبه

آزمون از استفاده با بنابراین است. نرمال ابداع عوامل با دوم مرتبه

لگ‑ ابداع عوامل با دوم مرتبه خودبازگشتی شده برآورد مدل وونگ

داده های زمانی سری نمودار می شود. انتخاب بهینه مدل به عنوان نرمال

است. شده داده نمایش ۵ شکل در شده داده برازش رقیب مدل های و
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رقیب. مدل های برای وونگ آزمون آماره مقادیر .۷ جدول
آزمون آزمون آماره مقدار نتیجه

Hf : LNAR(۲) ۰۱۸۷/۲ است. GAR(۲) مدل از بهتر LNAR(۲) مدل

Hg : GAR(۲)

Hf : LNAR(۲) ۵۱۲۴/۵ است. NAR(۲) مدل از بهتر LNAR(۲) مدل

Hg : NAR(۲)

Hf : GAR(۲) ۷۸۵۱/۳ است. NAR(۲) مدل از بهتر GAR(۲) مدل

Hg : NAR(۲)
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شده. داده برازش رقیب مدل های و مشاهدات زمانی سری مودار .۵ شکل

نتیجه گیری و بحث

عوامل که است این بر فرض معمولا سری زمانی، مدل های مطالعه ی در

عوامل برای فرضیات این اوقات گاهی هستند. گاوسی و مستقل ابداع

این دوی هر یا یکی ابداع عوامل که است ممکن و نیست برقرار ابداع

نباشند گاوسی ابداع عوامل درصورتی که باشند. نداشته را ویژگی ها

عوامل برای نامتقارن) و متقارن (توزیع های توزیع ها از کلی دسته ی دو

مدل های مطالعه ی در مدل هایی چنین اهمیت به جهت دارد. وجود ابداع

روی بر کار زمینه ی مدل هایی چنین با کردن کار آنجایی که از و سری زمانی

خودبازگشتی مدل های مقاله این در می آورد فراهم را دیگر مدل نوع هر

یکی شد. بررسی هستند، غیرگاوسی و همبسته ابداع عوامل آن در که

مجهول پارامتر های برآورد داشت وجود حالت این در که مشکلاتی از

درستنمایی روش جمله از برآوردیابی معمول روش  های از استفاده با مدل

درستنمایی ماکسیمم روش مشکل این رفع برای بنابراین بود؛ ماکسیمم

به منظور شبیه سازی مطالعات گرفت. قرار استفاده مورد تعدیل یافته

پارامتر برآورد در تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش عملکرد بررسی

میانگین کائیکه، آ اطلاع معیار مانند مدل انتخاب مختلف روش های و

انتخاب برای وونگ آزمون همچنین و پیش بینی خطای دوم توان های

نتایج است. شده انجام شده، پیشنهاد رقیب مدل های بین از بهینه مدل

عوامل با خودبازگشتی مدل های برای که می دهد نشان مطالعات این

تعدیل یافته ماکسیمم درستنمایی روش غیرگاوسی و همبسته ابداع

به طور مدل انتخاب روش سه هر همچنین و دارد مناسبی عملکرد

کردند. انتخاب را بهینه مدل مشترک
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Abstract

The assumption of independence and nor-

mality of innovations are usual assumptions in

the study of time series models. But in some

researches and studies, these assumptions cause

limitations, in other words, we encounter cases

where the innovations are not independent or

do not follow the Gaussian distribution. In this

Paper, we consider autoregressive model with

dependent and non-Gaussian innovations. It

also is assumed that the true model is unknown,

so we propose some competing models. The

unknown parameters of competing models are

estimated using the modified maximum likeli-

hood method. Finally, by using information cri-

teria, such as Akaike’s information criteria and

model selection tests such as Vuong’s test, the

optimal model has been selected. Using sim-

ulation, the performance of the modified max-

imum likelihood method has been studied and

it has also been shown that the model selection

criteria and tests select the closest model to the

true model as the optimal model.

Keywords: Autoregressive model, Dependent inno-

vations, Exponential family, Modified maximum likelihood

estimation, Weibull family.
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