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در مهم مسائل از یکی تصادفی، متغیر چند یا دو بین رابطه توصیف

استقلال بررسی مسیر، این در گام نخستین است. احتمال و آمار

[۱۴] دموآر نوشته های در ریشه پیشامدها استقلال تعریف متغیرهاست.

با ارتباطی هیچ اگر هستند مستقل پیشامد دو دموآر، نظر از دارد.

نه را دیگری دادن رخ آنها، از یکی دادن رخ و باشند نداشته یکدیگر

دادن رخ احتمال که کرد بیان همچنین او شود. مانع نه و کند تسریع
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رخ احتمال که باشند مرتبط هم به چنان وقتی هستند وابسته پیشامد
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مشاهدات برای را مستقل آزمایش های اصطلاح که بود کسی نخستین

توسط بعدها مفهوم این برد. کار به یکسان شرایط تحت آمده دست به
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این را استقلال مفهوم [۱] بیز توماس شد. داده بسط ریاضیدانان دیگر

کدام هر دادن رخ اگر هستند مستقل هم از پیشامدها کرد: تعریف گونه

[۱۱] سویج ندهد. کاهش یا افزایش را بقیه دادن رخ احتمال آنها، از

توأم استقلال میان تفاوتی بیز تعریف زیرا گرفت، ایراد تعریف این به

،[۵۴] پرایس ریچارد نمی شد. قائل پیشامدها دوی به دو استقلال و

یکی دادن رخ اگر می دانست مستقل را پیشامد دو بیز، نزدیک دوست

نیز [۲۱] امرسون باشد. نداشته دیگری دادن رخ روی تأثیری آنها از

رخ اگر است وابسته پیشامد یک او، نظر از داد. ارائه مشابهی تعریف

دو [۵] بول جورج کند. تغییر دیگر پیشامدهای دادن رخ با آن دادن

نخست، تعریف در داد. ارائه پیشامدها استقلال برای متفاوت تعریف

مستقل هنگامی پیشامد دو کرد: تعریف شرطی به گونه ای را استقلال او

وقوع از ما انتظار تأثیر تحت آنها از یک هر دادن رخ احتمال که هستند

کرد اتخاذ قیاسی رویکردی دوم، تعریف در نباشد. دیگری ندادن رخ یا

ما به اینکه مگر بدانیم مستقل را پیشامدها باید که داشت بیان چنین و

کینز مینارد جان بدهند. رخ نمی توانند یا بدهند رخ باید آنها شود گفته

اشاره رویکرد دو این درونی ناسازگاری به تعاریف، این نقد در [۴۱]

وی دانست. احتمال نظریه در پارادوکس ایجاد موجب را آن و کرد

«استقلال و منطقی»۱ «استقلال میان که بود کسی نخستین همچنین

آماری استدلال های ساختار در آن نقش به و شد قائل تمایز تصادفی»۲

بین عددی رابطۀ یک صرفاً تصادفی استقلال که معنا این به کرد. توجه

رابطۀ به منطقی استقلال که حالی در است، پیشامد دو دادن رخ احتمال

یک دانستن آن در که دارد اشاره نتیجه گیری ها و مقدمات میان معرفتی

گوستوس آ .[۸] ندارد دیگر قضیۀ به معقول باور درجه بر تأثیری قضیه،

معتقد و داد ارائه بول دوم تعریف به نزدیک تعریفی نیز [۱۵] دمورگان

داشته وجود اولی بدون دوم پیشامد اگر هستند مستقل پیشامد دو بود

دو استقلال تعریف در [۴۲] لاپلاس دومی. بدون اولی پیشامد یا باشد

وابسته E۲ و E۱ پیشامد دو کرد. توجه نیز وابستگی مفهوم به پیشامد

صورت این در باشد. اثرگذار E۲ بر E۱ دادن رخ اگر هستند

P (E۱ ∩ E۲) = P (E۱)P (E۲|E۱).

آنگاه باشند، مستقل پیشامد دو E۲ و E۱ اگر

P (E۱ ∩ E۲) = P (E۱)P (E۲).

پیش تعاریف این که می کند اشاره خود تاریخی بررسی در [۶۱] استیگلر

و فلسفی توصیف های باشند، دقیقی ریاضی صورت بندی های آنکه از

دقیق تر صورت بندی های برای را راه که بودند استقلال مفهوم از شهودی

نمودند. هموار احتمال نظریه در استقلال مفهوم از بعدی

توسط احتمال اصول موضوعی اصل بیان و اندازه نظریه ظهور با

و دقیق صورت به استقلال تعریف ،۱۹۳۳ سال در [۴۰] کولموگروف

مستقل Y و X تصادفی متغیر دو اساس، این بر شد. ظاهر خود مدرن

داشته A,B ⊆ R بورل مجموعه های همه برای اگر می شوند نامیده

[۹] باشیم

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B).

استقلال است لازم تحلیلی هر از پیش چندمتغیره، داده های تحلیل در

فرض که می شود آغاز آنگاه اصلی مسئله اما شود. بررسی متغیرها

«میزان» بداند دارد نیاز پژوهشگر حالت، این در شود. رد استقلال

وابستگی، میزان اندازه گیری برای است. چقدر متغیرها میان وابستگی

و تاریخی سیر مرور به مقاله این که شده اند معرفی متعددی معیارهای

می پردازد. آنها ساختاری

همبستگی کشف به ۲ بخش است: زیر صورت به مقاله ساختار

در می پردازد. پیرسون توسط آن ریاضی فرمول بندی و گالتون توسط

متعدد مثال های با گشتاوری همبستگی ضریب محدودیت های ،۳ بخش

در (یکنوا وابستگی معیارهای انواع تمایز به ۴ بخش می شود. بررسی

برای یکنوا وابستگی معیارهای به ۵ بخش می پردازد. غیریکنوا) برابر

ضرایب به ۶ بخش دارد. اختصاص وابستگی جهت و شدت اندازه گیری

حوزه و محدودیت ها مرحله، هر در می پردازد. مفصل توابع و هماهنگی

می شود. بررسی انتقادی و تاریخی نگاهی با معیار هر کاربرد

همبستگی و گالتون ۲

تأثیر تحت داروین، چارلز پسرعموی ،(۱۸۲۲–۱۹۱۱) گالتون فرانسیس

علاقه مند نژاد اصلاح و وراثت قوانین مطالعه به گونه ها» «منشأ کتاب

اما برد، کار به ۱۸۸۵ سال در را همبستگی مفهوم گالتون اگرچه شد.

آن از پیش سال ۳۰ حدود مفهوم این که است معتقد [۶۱] استیگلر

«تمام نوشت: ۱۸۶۸ سال در داروین بود. شده استفاده داروین توسط

هستند». همبسته یا مرتبط هم به زیادی حد تا زنده موجود یک اعضای

ویلیام می رفت. کار به نیز گالتون از پیش «همبستگی»۳ اصطلاح خود

معنایی در اصطلاح این از (۱۸۷۴) علم» «اصول کتاب در جونز استنلی

آماری) همبستگی نه کیفی، همراهی و (همزمانی «هم آیی» به نزدیک
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معنای اما کرد اقتباس را اصطلاح این گالتون .[۳۵] نمود استفاده

سرآغاز اولیه، ایده این .[۵۲ ،۶۱] بخشید آن به را خود مدرن آماری

گالتون شد. متغیر دو بین توأم» «ارتباط اندازه گیری برای گالتون تلاش

در که است اصطلاحی ساختاری، همبستگی یا هم ارتباطی می نویسد:

می شود، مربوط وراثت به که آن از شاخه ای در ویژه به زیست شناسی

واضح تعریف برای پیشینی تلاش هیچ از من اما می شود؛ استفاده بسیار

اندازه گیری چگونگی دادن نشان یا آن، عملکرد نحوه دقیق ردیابی آن،

.[۲۵] نیستم گاه آ آن درجه

تغییرپذیری مطالعه به خطا نظریه از گذار ۱ .۲

بیست ساله تحقیقاتی مسیر یک نتیجه گالتون توسط همبستگی کشف

توزیع میان سازگاری می توان چگونه شد: آغاز نظری مسئله ای با که بود

وراثت در مسلط عوامل وجود با قد) (مثل فیزیکی ویژگی های نرمال

حاکم قوانین بهتر درک برای گالتون داد؟ توضیح را والدین) قد (مثل

طراحی کوینکانکس۴ نام به دستگاهی ارثی، ویژگی های تغییرپذیری بر

ردیف هایی با شیب دار صفحه یک شامل دستگاه این .(۱ (شکل کرد

گلوله هر می شدند. رها آن بالای از کوچک گلوله های که بود میخ ها از

می شد منحرف راست یا چپ به تصادفی طور به میخ، هر با برخورد در

گالتون می گردید. جمع صفحه پایین در محفظه هایی در نهایت در و

درمی آید نرمال توزیع شکل به محفظه ها در گلوله ها توزیع که کرد مشاهده

ترکیب بود: مرکزی حد قضیه از نمایشی فیزیکی، آزمایش این .[۲۶]

می آورد. پدید نرمال توزیعی مستقل، تصادفی رویدادهای از زیادی تعداد

گفته به گرفت. فاصله خطا۵ نظریه سنت از گاهانه آ مسیر این در گالتون

بود چیزی آن مخالف دقیقاً گاوس خطای قانون اصلی هدف او: خود

برای یا شوند خلاص خطاها از می خواستند آنها بردم. کار به من که

بودند چیزهایی همان دقیقاً خطاها این اما گیرند. نظر در تعدیل آنها

دیگر، عبارت به .[۲۸] بدانم آنها درباره و کنم حفظ می خواستم من که

مسئله عنوان به را ۶ «تغییرپذیری» خود خطا، حذف جای به گالتون

محدود تفسیر قید از را گالتون درک، این کرد. انتخاب تحقیق اصلی

ساخت. هموار رگرسیون مفهوم برای را راه و کرد آزاد مرکزی حد قضیه

[۲۶] گالتون جعبه یا کوینکانکس دستگاه :۱ شکل

رگرسیون ۲ .۲

فرزند و x مادر گیاه ساقه طول بین رابطه لوبیا، روی آزمایشی در گالتون

در او نمود. ابداع رابطه این توصیف برای قانونی و کرد بررسی را y
اجدادی»۸ نوع به «بازگشت یا برگشت»۷ «قانون را پدیده این ۱۸۷۷ سال

R نماد .[۳۳] می دانست یک جهته» ژنتیکی «فرایند یک را آن و نامید

رفت، کار به همبستگی ضریب نماد عنوان به پیرسون توسط بعدها که

شده استفاده برگشت»۹ «ضریب دادن نشان برای گالتون توسط اصل در

.[۵۱] بود

گالتون توسط شده ترسیم رگرسیون خط دو نمودار اولین :۲ شکل

.[۲۳] (۱۸۸۵)

قد بین رابطه خانواده، ۲۰۵ روی بر مطالعه ای در همچنین، گالتون

قد میانگین اساس (بر x والدین قد وزنی میانگین و y بزرگتر فرزند
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به M گرفتن نظر در با او کرد. بررسی را مادر) قد برابر ۱٫۰۸ و پدر

mx|y و my|x کمیت های و اینچ) ۶۸/۲۵) y و x مشترک میانه عنوان

است x مقدار آنها والدین قد که فرزندانی قد میانه عنوان به ترتیب، به

زیر خط دو است، y مقدار آنها بزرگتر فرزند قد که والدینی قد میانه و

آورد: دست به را

my|x =
۱
۳
M +

۲
۳
x, mx|y =

۲
۳
M +

۱
۳
y.

این و شد نگران ( ۱
۳ و ۲

۳ ) خط دو شیب بودن متفاوت از گالتون

دارد؟ وجود خط دو شیب بین رابطه ای چه که کرد مطرح را پرسش

محتمل» «خطای بر تقسیم با را داده ها گالتون مسئله، این درک برای

است. معیار انحراف σ آن در که کرد استاندارد ۱۰ PE = ۰٫۶۷۴۵σ

انحراف از فقط که امروزی روش خلاف (بر استانداردسازی روش این

رواج فیزیک و ستاره شناسی در زمان آن در می شود) استفاده معیار

یکسان را خط دو شیب داده ها، استانداردسازی این از پس او داشت.

گرفت. نظر در متغیر دو همبستگی میزان را یکسان شیب این و یافت

فرزندان تنها نه که دریافت فرزندان و والدین قد داده های تحلیل با

نسبت نیز والدین بلکه نزدیک ترند، میانگین به خود والدین به نسبت

برگشت فرضیه کشف، این نزدیک ترند. میانگین به خود فرزندان به

پدیده این نام سپس گالتون کرد. تضعیف شدت به را یک جهته ژنتیکی

اصطلاح بار اولین برای مقاله این در او داد. تغییر «رگرسیون»۱۱ به را

این متقارن ماهیت رگرسیون، خط دو رسم با و برد کار به را رگرسیون

رگرسیون نشان دهنده افقی خط .(۲ (شکل گذاشت نمایش به را پدیده

بر والدین رگرسیون نشان دهنده عمودی خط و والدین بر فرزندان قد

هستند. ۱
۳ و ۲

۳ ترتیب به خطوط این شیب است. فرزندان

هم فراوانی نقاط و هم مرکز بیضی های ۳ .۲

آماری صرفاً و متقارن ماهیت درباره خود فرضیه تأیید برای گالتون

وارد شطرنجی کاغذ روی را فرزندان و والدین قد داده های رگرسیون،

و والدین قد پیشایندی جدول در یکسان فراوانی با نقاط اتصال با کرد.

توصیف در گالتون .(۳ (شکل شدند پدیدار هم مرکز بیضی های فرزندان،

نوشت: بیضی ها این

خطوط تقاطع محل در بیضی ها همه مشترک «مرکز

که نقاطی بود. اینچ ۶۸٫۲۵ با متناظر افقی و عمودی

روی بر می شد، لمس افقی مماس یک توسط بیضی هر

(محور عمودی محور به نسبت ۲
۳ شیب با راست خط یک

مماس یک توسط که نقاطی و داشتند قرار بیضی) اصلی

شیب با راست خط یک روی بر می شدند، لمس عمودی

داشتند. قرار بیضی) فرعی (محور افقی محور به نسبت ۱
۳

روش با قبلا که را متوسط رگرسیون مقادیر نسبت ها این

ص. ،۲۳] می کنند» تأیید بودند آمده دست به دیگری

.[۲۵۵

مطمئن بیضی ها این تحلیل برای خود ریاضی مهارت از که گالتون

خواست. کمک کمبریج، ریاضیدان دیکسون، همیلتون جی. از نبود،

صورت به را رگرسیون ضریب دو بین رابطه خود، بررسی در دیکسون

:[۲۴] آورد دست به زیر

βY |X =
βX|Y σ

۲
Y

σ۲
X|Y + β۲

X|Y σ
۲
Y

.

برابر رگرسیون ضریب دو حاصلضرب که داد نشان همچنین او

تحلیل .βY |XβX|Y = ρ۲ است: همبستگی ضریب مجذور با

با ترتیب به بیضی ها فرعی و اصلی محور که داد نشان دیکسون

والدین (رگرسیون ۱
۳ و والدین) بر فرزندان (رگرسیون ۲

۳ شیب های

ریاضی تحلیل و گالتون هندسی کشف دارند. همخوانی فرزندان) بر

ژنتیکی فرایند یک (نه رگرسیون آماری صرفاً و متقارن ماهیت دیکسون،

نوشت: بعدها گالتون .[۳۳] کرد تأیید را یک جهته)

حاکمیت به نسبت احترامی و شور احساس چنین «هرگز

من به او پاسخ که وقتی تا نداشتم ریاضی تحلیل شکوه و

از فراتر دقتی با مرا پرزحمت آماری یافته های و رسید

.[۲۴] کرد» تأیید بودم، امیدوار آن به آنچه

توسط شده ترسیم هم فراوانی نقاط و هم مرکز بیضی های :۳ شکل

.[۲۴] گالتون
10Probable Error
11Regression
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عددی فرمول و همبستگی تعریف ۴ .۲

یابند، دست کشف این به او از پیش دیگران اینکه از نگرانی با گالتون

انجمن برای آنها» اندازه گیری و توأم «ارتباط های عنوان با مقاله ای

این در گالتون .[۲۵] شد منتشر ۱۸۸۸ سال در که کرد آماده سلطنتی

برد. کار به علمی ادبیات در را همبستگی مفهوم بار اولین برای مقاله

کرد: بیان چنین را توأم» «ارتباط از خود تعریف او

یکی، تغییرات وقتی دارند توأم ارتباط متغیر عضو «دو

همراه دیگری تغییرات با جهت، یک در و متوسط طور به

نتیجه باید توأم ارتباط که دید می توان راحتی به باشد.

علل از ناشی حدی تا عضو دو تغییرات که باشد این

مشترک علل از ناشی هیچ گاه آنها اگر است. مشترک

بود.» خواهد صفر توأم ارتباط نبودند،

دو به گالتون ،(۱۸۸۹) طبیعی» «وراثت کتاب انتشار از پس

قد (برآورد انسان شناسی در یکی پرداخت: نامرتبط ظاهر به مسئله

بین (رابطه قانونی پزشکی در دیگری و ران) استخوان یک روی از فرد

[۴۵] مکنزی مجرمان). شناسایی برای فرد یک مختلف اندازه گیری های

مفهوم تعمیم برای گالتون فوری انگیزه که می کنند اشاره [۵۳] پورتر و

بود. برتلیون» «سیستم با آشنایی دیگر، حوزه های به وراثت از همبستگی

مجرمان شناسایی برای سیستمی فرانسوی، جرم شناس برتلیون، آلفونس

بود. کرده ابداع اندام ها) طول (مانند فیزیکی اندازه گیری های اساس بر

مختلف اندازه گیری های بین همبستگی – مسئله این که دریافت گالتون

گالتون است. یکسان وراثت مسئله با ساختاری نظر از – فرد یک

نوشت: بعدها

که است آن از لذت بخش تر کمی فکری «لذت های

تعمیم پذیری تحقیقش که درمی یابد ناگهان شخصی

.[۴۱۹ ص. ،۲۷] دارد» گسترده

ارتباطات و «خویشاوندی عنوان با خود ۱۸۹۰ مقاله در گالتون

را همبستگی مفهوم شد، منتشر ریویو امریکن نورث مجله در که توأم»

بین رابطه از مثالی با او .[۲۷] داد توضیح عموم برای روشن زبانی با

داد: شرح را همبستگی ضریب محاسبه نحوه قد، و انگشت طول

تفاوت میانگین با اینچ یک که مردانی انگشت طول اگر

داشته تفاوت میانگین با اینچ ۸
۱۹ میانگین طور به دارند،

با اینچ یک که مردانی قد اگر دیگر، سوی از و باشد،

با اینچ ۰٫۰۶ میانگین طور به دارند، تفاوت میانگین

گرفتن نظر در با آنگاه باشد، داشته تفاوت میانگین

برابر همبستگی ضریب ،(۱۷۵ به ۱۵) پراکندگی ها نسبت

با: بود خواهد

R = (۰٫۰۶)× ۱۷۵
۱۵

=

(
۸
۱۹

)
× ۱۵

۱۷۵
= ۰٫۷.

R = که است کرده استفاده حقیقت این از گالتون امروزی، بیان به

حاصلضرب با است برابر همبستگی ضریب یعنی ،by|x · (σx/σy)

معیارها. انحراف نسبت در رگرسیون شیب

اجورث واسط نقش ۵ .۲

ایده های که بود آماردانی نخستین (۱۸۴۵–۱۹۲۶) اجورث فرانسیس

گالتون .[۲۰ ،۱۹ ،۱۸] کرد صورتبندی ریاضی قالبی در را گالتون

بعداً که می کرد استفاده «Co-relation» اصطلاح از خود مقالات در

توأم» ارتباط «شاخص به جای اجورث شد. بدل «Correlation» به

نرمال توزیع در ρ پارامتر برای همبستگی» «ضریب عبارت از گالتون،

برای محتمل خطای و میانه از که گالتون برخلاف برد. بهره دو متغیره

انحراف و میانگین از اجورث می کرد، استفاده متغیرها استانداردسازی

بلکه نکرد، تعریف E(XY ) برحسب را ρ او جست. بهره معیار

متغیرهای برای رگرسیون خط شیب به عنوان ρ) گالتون تعریف از

ایده های میان ارتباطی پل اجورث آثار کرد. پیروی استانداردشده)

می شود. محسوب پیرسون ریاضی دقیق فرمول بندی و گالتون شهودی

پیرسون فرمول بندی ۶ .۲

یافت. توجه موضوع این به پیرسون کارل گالتون، مقالات انتشار از پس

کتاب های مطالعۀ با بود، علاقه مند آمار و زیست شناسی به که پیرسون

داروین تکامل نظریۀ ریاضیات زمینۀ در مقالات از مجموعه ای گالتون،

روشنی به را گالتون تجربی ایده های ریاضی صورتِ او کرد. منتشر

را زیر فرمول دو متغیره، نرمال چگالی تابع از استفاده با و نمود بیان

و میانگین ها با Y و X تصادفی متغیر دو بین همبستگی ضریب برای

همبستگی «ضریب نام به امروزه که آورد دست به متناهی واریانس های

:[۴۹] می شود شناخته پیرسون» گشتاوری

ρ =
E[(X − µX)(Y − µY )]√
E[(X − µX)۲]E[(Y − µY )۲]

.

این نمونه ای برآورد ،(X۱, Y۱), . . . , (Xn, Yn) تصادفی نمونۀ برای

می شود: تعریف زیر صورت به ضریب

R =

∑n
i=۱(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑n

i=۱(Xi − X̄)۲
√∑n

i=۱(Yi − Ȳ )۲
.



اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۲۰

نشان دهندۀ R = ۱ مقدار است. [−۱, ۱] بازۀ ضریب این دامنۀ

خطی همبستگی نشان دهندۀ R = −۱ مثبت، کامل خطی همبستگی

است. خطی همبستگی نبود نشان دهندۀ R = ۰ و منفی، کامل

فیشر نقش ۷ .۲

برای را R نمونه ای همبستگی ضریب دقیق توزیع [۲۲] فیشر رونالد

Z = ۱
۲ ln

۱+R
۱−R تبدیل که داد نشان و آورد دست به نرمال متغیرهای

آماری استنباط زیربنای نتیجه، این است. نرمال تقریباً توزیعی دارای

کرد. فراهم را همبستگی ضریب دربارۀ

تاریخی یادداشت ۸ .۲

را [۷] براوا خود، تاریخی بازسازی های نخستین از یکی در [۴۹] پیرسون

است. پرداخته همبستگی مفهوم به که کرد معرفی کسی نخستین عنوان به

جهت در مهمی گام متغیره، دو نرمال توزیع ارائه با براوا او، دیدگاه از

توسط بعدها دیدگاه این بود. برداشته همبستگی ریاضی فرمول بندی

۱۹۲۰ سال در پیرسون حال، این با یافت. گسترش دیگران و [۶۶] یول

دریافت او .[۵۰] کرد اصلاح را خود نظر براوا، مقاله دقیق تر بازبینی با

در نقطه یک مختصات تعیین خطاهای اندازه گیری صرفاً براوا هدف که

می کرد فرض براوا متغیرها. بین وابستگی مطالعه نه است، بوده فضا

را همبستگی مفهوم هیچ گاه و هستند مستقل مشاهده شده کمیت های که

براوا که می کند کید تأ نیز [۶۲] واکر نبرد. کار به آن امروزی معنای به

برای را موضوع این و نمی اندیشید متغیرها بین رابطه شدت به هرگز

بود توانسته براوا ،[۴۵] مکنزی گفته به نساخت. برجسته ویژه توجه

یعنی بعدی، گام هرگز اما کند، فرمول بندی را متغیره دو نرمال توزیع

برنداشت. را وابستگی شدت اندازه گیری و ضرایب تحلیل

لژاندر توسط است، همبستگی ریاضی پایه که مربعات حداقل روش

نبود گاه آ آن وجود از گالتون اما بود، یافته توسعه [۲۹] گاوس و [۴۳]

آزمایش های در ریشه که می کرد دنبال را مستقلی مسیر او .[۵۰ ،۴۹]

است باور این بر نیز [۱۶] دنیس داشت. وراثت پدیده به علاقه و تجربی

در نه کرد، جستجو لژاندر کار در باید را همبستگی ریاضی ریشه های که

براوا. کار

پژوهش هدف در گالتون و خطا نظریه پردازان میان اساسی تفاوت

خطای کاهش هدف با و نجوم سنت در خطا نظریه پردازان بود.

حداکثر یا تک متغیره توزیع های با عمدتاً آنها می کردند. کار اندازه گیری

و درک دنبال به برعکس، گالتون، داشتند. سروکار مستقل متغیرهای با

ارثی ویژگی های چرا بداند می خواست او بود. «تغییرپذیری» اندازه گیری

مدل سازی را پدیده این می توان چگونه و می مانند ثابت جمعیت یک در

مطالعه برای انقلابی رویکردی او همبستگی و رگرسیون مفاهیم کرد.

آورد. فراهم متغیرها بین وابستگی

پیشگام را خطا نظریه پردازان دیگر یا براوا نمی توان بنابراین،

فراهم را ریاضی ابزارهای آنها دانست. آن امروزی معنای به همبستگی

مسئله عنوان به «تغییرپذیری» انتخاب با که بود گالتون اما کردند،

دیگر، عبارت به ساخت. متحول را همبستگی مفهوم تحقیق، اصلی

که مسئله ای اما داشتند، وجود گالتون از پیش ریاضی ابزارهای اگرچه

شد. تعریف گالتون توسط می دادند، پاسخ آن به ابزارها این

پیرسون ضریب کاستی های ۳

ایدۀ و برداشت یول اودنی جورج را گالتون ایدۀ بسط در بعدی گام

.[۶۵ ،۶۴] داد توسعه را چندگانه همبستگی ضریب و چندگانه رگرسیون

نوشت: خود مقالۀ در او

متغیرهای برای همبستگی، مورد در موجود نظریۀ «تنها

بسیاری در نرمال توزیع متأسفانه و دارد کاربرد نرمال

متغیرهای مثال، عنوان به نیست. معتبر مهم موارد از

موارد بسیاری و قیمت ها و دستمزدها مانند اقتصادی

ضریب موارد، این در دارند. چوله توزیعی دیگر،

در و برد کار به نمی توان را گالتون‑پیرسون همبستگی

همبستگی اندازه گیری برای نیز دیگری معیار حاضر حال

ندارد.» وجود

نرمال مسئلۀ از فراتر پیرسون همبستگی ضریب محدودیت های اما

می دهند. نشان را محدودیت ها این از برخی زیر مثال های است. بودن

با همتوزیع و مستقل تصادفی متغیر دو Z۲ و Z۱ کنید فرض .۱ مثال

می کنیم: تعریف باشند. استاندارد نرمال توزیع

X = Z۱, Y =
۱
Z۲
.

XY = تصادفی متغیر اما هستند. مستقل Y و X که است واضح

متناهی E(XY ) نتیجه در است. استاندارد کوشی توزیع دارای Z۱/Z۲

متناهی نیز Y و X کوواریانس ،E(X) = ۰ که آنجا از نیست.

این .Ⅽov(X,Y ) = ۰ که گرفت نتیجه نمی توان بنابراین نیست.

معنای به الزاماً تصادفی، متغیر دو استقلال که می دهد نشان مثال

موجود اول مرتبۀ گشتاورهای آنکه مگر نیست، آنها بودن ناهمبسته

استقلال، از بودن ناهمبسته نتیجه گیری برای دیگر، به عبارت باشند.
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صورت، این غیر در باشد؛ شده تضمین اول مرتبۀ گشتاورهای وجود باید

باشد. نداشته وجود حتی کوواریانس است ممکن

همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای Z۱, . . . , Z۵ کنید فرض .۲ مثال

می کنیم: تعریف باشند. استاندارد نرمال توزیع با

X = Z۲
۱ , Y =

۱
Z۲

۲ + Z۲
۳ + Z۲

۴ + Z۲
۵
.

و Z۲
۱ ∼ χ۲

(۱) اینکه به توجه با هستند. مستقل Y و X که است واضح

داریم: ،[۹] ۴XY ∼ F (۱, ۴) و ∑۵
i=۲ Z

۲
i ∼ χ۲

(۴)

E(X) = ۱, E(Y ) = E

(
۱
χ۲
(۴)

)
=

۱
۲
, E(XY ) =

۴
۴ − ۲

= ۲.

زیرا نیست، متناهی Y واریانس اما .Ⅽov(X,Y ) 6= ۰ بنابراین،

گشتاوری همبستگی ضریب نتیجه در .E(Y ۲) = E

(
۱

(χ۲
(۴))

۲

)
= ∞

مستقل متغیر دو که می دهد نشان مثال این نمی شود. تعریف Y و X

همبستگی ضریب اما باشند، داشته غیرصفر کوواریانس است ممکن

باشد. نشده تعریف آنها

به سادگی بگیرید. نظر در X ∼ U(۰, ۱) با را Y = Xα رابطه .۳ مثال

صورت به Y و X گشتاوری همبستگی ضریب که داد نشان می توان

است: زیر

ρX,Y (α) =

√
۳(۱ + ۲α)
α+ ۲

.

است. ۱ برابر همبستگی ضریب ،(Y = X خطی (رابطه α = ۱ برای

ضریب مقدار ،α = ۱٫۲ یا α = ۰٫۸ مثلا ،۱ به نزدیک α مقادیر برای اما

بین غیرخطی وابستگی که حالی در است، ρ(X,Y ) ≈ ۰٫۹۹ همبستگی

ضریب مقدار نزدیکی که می دهد نشان مثال این دارد. وجود متغیر دو

یک به رابطه بودن نزدیک معنای به لزوماً ،۱ به گشتاوری همبستگی

نیست. خطی رابطه

پیرسون گشتاوری همبستگی ضریب کاستی های از دیگر یکی .۴ مثال

توزیع به شدت به غیرخطی وابستگی های برای آن مقدار که است این

X ∼ N(۰, ۱) و Y = X۲ اگر مثال، برای است. وابسته مستقل متغیر

برای که حالی در است، صفر برابر پیرسون همبستگی ضریب باشد،

است. ۰٫۹۷ حدود ضریب این ،X ∼ U(۰, ۱)

یکنوای افزایش معنای به لزوماً همبستگی ضریب بودن مثبت .۵ مثال

را زیر مقادیر (X,Y ) کنید فرض نمونه، برای نیست. X افزایش با Y

می کند: اختیار ۱
۵ احتمال با

(۱,−۱), (۲,−۲), (۳,−۳), (۴,−۴), (۵, ۲۰).

که است ۰٫۶۲ با برابر داده ها این برای پیرسون همبستگی ضریب

از X افزایش با اما است. قابل توجهی مثبت همبستگی نشان دهنده

آخرین در تنها و (−۴ به −۱ (از می یابد کاهش Y مقدار ،۴ به ۱

مثال این می دهد. رخ Y = ۲۰ به ناگهانی جهش (X = ۵) مشاهده

Y یکنوای افزایش معنای به لزوماً مثبت همبستگی که می دهد نشان

به پیرسون ضریب حساسیت مثال، این همچنین نیست. X حسب بر

می سازد. آشکار را دورافتاده نقاط

دو بین قوی همبستگی وجود نیست: علیت معنای به همبستگی

است ممکن نیست. دیگری بر یکی علّی تأثیر معنای به لزوماً متغیر

باشد ۱۲ مخدوشگر متغیر یک وجود از ناشی مشاهده شده همبستگی
۱۳ کاذب همبستگی نتیجه صرفاً یا می گذارد، تأثیر متغیر دو هر بر که

نمونه، برای .[۶۷] باشد زمانی مشترک روندهای یا تصادف از ناشی

به منطقه، یک در تولدها تعداد و لک لک ها تعداد بین بالای همبستگی

تحت متغیر دو هر بلکه نیست، نوزادان تولد در لک لک ها علیت معنای

همبستگی بین تمایز هستند. روستایی) توسعه (مانند سومی عامل تأثیر

باید پژوهشگر و است آماری تحلیل در بنیادین اصول از یکی علیت و

.[۱۰] کند احتیاط همبستگی ضرایب تفسیر در همواره

خطی وابستگی پیرسون، ضریب که است این کلی نتیجه گیری بنابراین،

غیرخطی وابستگی های برای آن مقدار و می کند اندازه گیری را متغیر دو

دنبال به آماردانان تا شد موجب محدودیت ها این نیست. اعتماد قابل

را وابستگی معیارهای بعدی، بخش های در باشند. جایگزین معیارهای

می سازند. برطرف را محدودیت ها این از بسیاری که کرد خواهیم بررسی

برابر در یکنوا روابط تشخیص در آن ها توانایی اساس بر را معیارها این

می کنیم. دسته بندی غیریکنوا روابط

وابستگی معیارهای انواع بین تمایز ۴

فرض به آن وابستگی ویژه به پیرسون، همبستگی ضریب محدودیت های

آماردانان غیرخطی، روابط تشخیص در ناتوانی و متغیرها بودن نرمال

نقطه «وابستگی» مفهوم داد. سوق جایگزین معیارهای جستجوی به را

تصادفی، متغیر دو استقلال از انحراف هرگونه است: استقلال مقابل

اشکال به می تواند و است آنها بین وابستگی نوعی وجود معنای به

غیرخطی وابستگی مهم نوع دو اندازه گیری برای شود. ظاهر مختلفی

دسته دو متغیر، دو بین یکنوا») غیر «رابطه یا یکنوا» «رابطه (وجود
12Confounder
13Spurious Correlation



اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۲۲

وابستگی اندازه گیری «معیارهای و یکنوا» روابط اندازه گیری «معیارهای

دارد. وجود یکنوا» غیر

یکنوا: روابط اندازه گیری معیارهای •

روابطی یعنی می کنند؛ اندازه گیری را یکنوا۱۴ روابط معیارها، این

می یابد افزایش همواره یا Y مقدار ،X افزایش با آن ها در که

این نزولی). (رابطه می یابد کاهش همواره یا صعودی) (رابطه

بودن یکنوا شرط اما باشند، غیرخطی یا خطی می توانند روابط

می شوند. تقسیم دسته دو به معیارها این است. برقرار

وابستگی: جهت و شدت اندازه گیری معیارهای .۱

کندال رتبه ای همبستگی ضرایب مانند معیارهایی

همزمان را وابستگی» جهت و «شدت اسپیرمن و

بازه معیارها این مقادیر دامنه می کنند. اندازه گیری

یکنوای وابستگی نشان دهنده مثبت مقدار است. [−۱, ۱]

یکنوای وابستگی نشان دهنده منفی مقدار و صعودی

یکنوا» وابستگی «نبود معنای به صفر است. نزولی

نزولی، تبدیلات تحت استقلال). لزوماً نه (اما است

این معیارهای مهم ترین می شود. عوض معیار علامت

بلومکوئیست. و جینی کندال، اسپیرمن، از: عبارتند دسته

نامیده نیز ناپارامتری» همبستگی «ضرایب که معیارها این

برابر در و ندارند خاصی توزیع فرض به نیازی می شوند،

معیارها، از دسته این هستند. ناوردا۱۵ صعودی تبدیلات

اصول به که را وابستگی معیار یک مطلوب ویژگی های

به و می کنند برآورده هستند، معروف [۵۶] اسکارسینی

مقادیر همراهی میزان و معروفند هماهنگی»۱۶ «معیار

(و دیگر متغیر «بزرگ» مقادیر با متغیر یک «بزرگ»

در می گیرند. اندازه را «کوچک») با «کوچک» مقادیر

که می رسند −۱ و ۱ مقادیر به زمانی معیارها این نتیجه،

باشند. منفی کامل وابسته یا مثبت کامل وابسته متغیرها

شدت» و «جهت هماهنگی معیار یک دیگر، عبارت به

می گیرد. اندازه را یکنوا رابطه

وابستگی: شدت اندازه گیری معیارهای .۲

که است این هماهنگی معیارهای مشترک ضعف یک

نشان را تصادفی متغیرهای استقلال آنها بودن صفر

یکنوا وابستگی معیارهای از دیگری دسته نمی دهد.

(منفی وابستگی «جهت به توجه بدون که دارند وجود

این دارند. توجه وابستگی» «شدت به صرفاً مثبت)»، یا

Y و X متغیر دو می دهند نشان [۰, ۱] دامنه با معیارها

ترتیب به را ۱ و ۰ حدی مقادیر و هستند مرتبط هم به چقدر

به توجه (بدون یکنوا کامل وابستگی و استقلال حالت در

مقدار می کنند. اختیار صعودی) یا نزولی رابطه جهت

مهم ترین است. استقلال معادل معیارها این برای صفر

و [۳۴] هوفدینگ وابستگی معیار دسته، این معیارهای

هستند. [۵۷] ولف و شوایتزر معیار

غیریکنوا: روابط اندازه گیری معیارهای •

انتظار که مناسب اند داده هایی برای یکنوا وابستگی معیارهای

باشد، نزولی) یا (صعودی یکنوا متغیرها بین رابطه می رود

نیستند. غیریکنوا الگوهای تشخیص به قادر معیارها این اما

دایره ای، سهمی، مانند روابطی یکنوا غیر الگوهای از منظور

به شوند. نزولی و صعودی می توانند که است حلقوی یا تناوبی

توزیع دارای (−۱, ۱) بازه روی بر X کنید فرض مثال، عنوان

با حالت، این در شود. تعریف Y = X۲ و باشد یکنواخت

X افزایش با و می یابد کاهش Y ،۰ به −۱ از X افزایش

Y و X بین رابطه بنابراین می یابد؛ افزایش Y ،۱ به ۰ از

کندال و اسپیرمن مانند همبستگی ضرایب است. غیریکنوا

اندازه گیری برای .[۴۶] می دهند نشان صفر را وابستگی مقدار

است شده معرفی خاصی وابستگی معیارهای روابط، گونه این

«معیارهای یا غیریکنوا»۱۷ وابستگی «معیارهای آنها به که

تعریف [۰, ۱] بازه در معیارها این می شود. گفته تابعی» وابستگی

نشان دهنده ۱ مقدار و استقلال نشان دهنده ۰ مقدار می شوند؛

است. نوع) هر (از کامل تابعی وابستگی

که هستند مطرح نیز وابستگی از دیگری انواع آماری، ادبیات در

در شوند. ظاهر غیریکنوا صورت به هم و یکنوا صورت به هم می توانند

می شود. اشاره آنها مهم ترین به ادامه

بر متغیر یک پیش بینی پذیری میزان به رگرسیونی۱۸: وابستگی •

شرطی امید اگر خاص، طور به دارد. اشاره دیگر متغیر اساس

طور به Y می شود گفته باشد، X از غیرثابت تابعی E[Y |X]

14Monotone Relationships
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۲۱۵−۲۳۵ ص ،۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۲۳اندیشه

می تواند وابستگی نوع این .[۴۴] است وابسته X به رگرسیونی

(E[Y |X] = α+ βX۳ یا E[Y |X] = α+ βX (مانند یکنوا

باشد. (E[Y |X] = sin(۲πX) (مانند غیریکنوا یا

تصادفی فرایند یک مقادیر بین رابطه به سریالی۱۹: وابستگی •

تصادفی فرایند یک برای .[۶] دارد اشاره مختلف زمان های در

نوع یک ρ(k) = Ⅽorr(Xt, Xt+k) خودهمبستگی ،{Xt}

می تواند سریالی وابستگی است. خطی سریالی وابستگی

باشد. غیریکنوا همچنین و غیرخطی

حدی مقادیر در متغیرها بین وابستگی به دمی۲۰: وابستگی •

ریسک تحلیل در مثال، برای .[۳۶] دارد اشاره توزیع) (دم های

بازار یک اگر که است آن معنای به بالا دمی وابستگی مالی،

می کند. سقوط زیاد احتمال به نیز دیگر بازار کند، سقوط

و شود تعریف پایین دم یا بالا دم در می تواند دمی وابستگی

وابستگی نوع این است. توزیع میانه در متغیرها رفتار از مستقل

باشد. غیریکنوا یا یکنوا می تواند نیز

می توانند تصادفی متغیر زوج یک که است اهمیت حائز نکته این

مالی داده های مثال، برای دهند. نشان را وابستگی نوع چندین همزمان

در ضعیف وابستگی و بحران) زمان (در بالا دمی وابستگی دارای اغلب

مشاهده آنها در نیز سریالی وابستگی که حالی در هستند، عادی شرایط

می شود.

سنجش برای یکتایی معیار هیچ که می دهد نشان طبقه بندی این

به مناسب معیار انتخاب و ندارد وجود وابستگی جنبه های همه

متغیرها بین رابطه از جنبه ای چه اینکه دارد: بستگی تحلیل هدف

یا تابعی ساختار وابستگی، کلی (شدت شود اندازه گیری است قرار

درک خاص). نواحی یا دم ها در رفتار رابطه، جهت پیش بینی پذیری،

ضروری نتایج صحیح تفسیر و مناسب معیار انتخاب برای تمایزها این

است.

وابستگی جهت و شدت اندازه گیری ۵

وابستگی اندازه گیری معیارهای شد، اشاره ۴ بخش در که گونه همان

افزایش همواره یا Y مقدار ،X افزایش با آن ها در که روابطی یکنوا،

را نزولی) (رابطه می یابد کاهش همواره یا صعودی) (رابطه می یابد

یک می شوند: تقسیم دسته دو به معیارها این می کنند. اندازه گیری

اندازه را وابستگی» جهت و «شدت و دارند [−۱, ۱] مقادیر دامنه دسته

هستند. معروف هماهنگی» «معیارهای معیارهای به که می کنند گیری

به صرفاً مثبت)»، یا (منفی وابستگی «جهت به توجه بدون دوم، دسته

«معیارهای آنها به که دارند [۰, ۱] دامنه و دارند توجه وابستگی» «شدت

.[۴۷] می گوییم ۲۱ یکنوا» وابستگی

هماهنگی معیارهای ۱ .۵

یک برای را مطلوب ویژگی های از مجموعه ای ۱۹۸۴ سال در اسکارسینی

وابستگی معیارهای برای اصول این .[۵۶] کرد بیان وابستگی معیار

هماهنگی ترتیب نام به وابستگی ترتیب نوعی حافظ که شده اند تعریف

دو برای می گویند. هماهنگی معیار آن ها به خاطر همین به هستند.

توزیع توابع و G و F توزیع توابع با (X ′, Y ′) و (X,Y ) تصادفی بردار

:[۳۶] می شود تعریف زیر صورت به هماهنگی ترتیب یکسان، حاشیه ای

(X,Y ) ≺c (X ′, Y ′)

اگر فقط و اگر

F (x, y) ≤ G(x, y) ∀(x, y) ∈ R۲.

به بیشتری تمایل Y ′ و X ′ که معناست این به وابستگی ترتیب این

یک برای اسکارسینی اصول دارند. بودن کوچک یا بزرگ هم زمانی

از: عبارتند κ(X,Y ) هماهنگی معیار

تعریف به خوبی توأم توزیع هر برای κ(X,Y ) خوش تعریفی: .۱

باشد. شده

.−۱ ≤ κ(X,Y ) ≤ ۱ دامنه: .۲

f با Y = f(X) اگر κ(X,Y ) = ۱ مثبت: کامل وابستگی .۳

صعودی.

f با Y = f(X) اگر κ(X,Y ) = −۱ منفی: کامل وابستگی .۴

نزولی.

(اما κ(X,Y ) = ۰ آنگاه باشند، مستقل Y و X اگر استقلال: .۵

نیست). برقرار لزوماً آن عکس

.κ(X,Y ) = κ(Y,X) تقارن: .۶

آنگاه ،(X,Y ) ≺c (X ′, Y ′) اگر هماهنگی: ترتیب حفظ .۷

.κ(X,Y ) ≤ κ(X ′, Y ′)

19Serial Dependence
20Tail Dependence
21Measures of Monotone Dependence



اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۲۴

صعودی دو هر g و f اگر یکنوا: تبدیلات به نسبت ناوردایی .۸

آنگاه باشند، نزولی دو هر یا

κ(f(X), g(Y )) = κ(X,Y ).

g یا f از یکی اگر معکوس: یکنوای تبدیل با علامت تغییر .۹

آنگاه باشد، نزولی دیگری و صعودی

κ(f(X), g(Y )) = −κ(X,Y ).

آنگاه ،(Xn, Yn) d−→ (X,Y ) اگر پیوستگی: .۱۰

κ(Xn, Yn) → κ(X,Y ).

می کند: نقض را اصول این از برخی پیرسون همبستگی ضریب

را هماهنگی ترتیب لزوماً نیست، ناوردا یکنوا غیرخطی تبدیلات تحت

اگرچه است). وابسته نیز حاشیه ای واریانس های به (زیرا نمی کند حفظ

وابستگی در فقط −۱ و ۱ حدی مقادیر اما است، [−۱, ۱] پیرسون دامنه

می شوند. حاصل کامل) یکنوای وابستگی هر (نه کامل خطی

معروف هماهنگی معیارهای ۲ .۵

رتبه بر مبتنی ناپارامتری همبستگی معیارهای از برخی به بخش این در

را اسکارسینی اصول که بلومکوئیست و جینی کندال، اسپیرمن، مانند

می پردازیم. می سازند، برآورده

اسپیرمن رتبه ای همبستگی ضریب ۱ .۲ .۵

سال در انگلیسی، روانشناس ،(۱۸۶۳–۱۹۴۵) اسپیرمن ادوارد چارلز

در اسپیرمن .[۵۹] کرد معرفی را خود رتبه ای همبستگی ضریب ۱۹۰۴

را آنها رتبه داده ها، جای به گالتون‑پیرسون، همبستگی ضریب فرمول

دهیم، نشان Si با را yi رتبه های و Ri با را xi رتبه های اگر داد. قرار

که است پیرسون ضریب همان ،rs اسپیرمن رتبه ای همبستگی ضریب

می شود: محاسبه رتبه ها روی

rs =

∑n
i=۱(Ri − R̄)(Si − S̄)√∑n

i=۱(Ri − R̄)۲
√∑n

i=۱(Si − S̄)۲
. (۱)

ساده تر را محاسبه که دارد وجود rs برای نیز دیگری جایگزین فرمول

می کند:

rs = ۱ −
۶
∑n
i=۱ d

۲
i

n(n۲ − ۱)
, (۲)

رتبه های که است معتبر زمانی فرمول این .di = Ri − Si آن در که

فرمول از باید برابر، رتبه های وجود صورت در باشند. نداشته وجود برابر

کرد. استفاده (۱) اصلی

مقدار است. [−۱, ۱] بازه پیرسون، ضریب مانند rs دامنه

−۱ صعودی)، یکنوای (وابستگی کامل هماهنگی نشان دهنده ۱

۰ و نزولی)، یکنوای (وابستگی معکوس کامل هماهنگی نشان دهنده

است. یکنوا وابستگی نبود نشان دهنده

تعریف زیر صورت به است، آن برآورد rs که جمعیت پارامتر

می شود:

ρs = Ⅽorr{F (X), G(Y )} (۳)

= ۱۲
∫∫

R۲
F (x)G(y) dH(x, y)− ۳.

پیرسون همبستگی واقع در اسپیرمن ضریب که می دهد نشان بیان این

عبارت به است. V = G(Y ) و U = F (X) یکنواخت متغیر دو بین

و E(U) = E(V ) = ۱/۲ به توجه با که ρs = ۱۲E(UV )− ۳ دیگر،

V ar(U) = V ar(V ) = ۱/۱۲

E(U) = E(V ) = ۱/۲, V ar(U) = V ar(V ) = ۱/۱۲,

می شود. منجر ۳ رابطه به

انجام t آماره اساس بر (H۰ : ρs = ۰) ρs برای معناداری آزمون

می شود:

t =
rs
√
n− ۲√

۱ − r۲
s

∼ t(n− ۲).

است. آزادی درجه n− ۲ با t توزیع دارای صفر فرض تحت آماره این

استفاده نیز نرمال توزیع از می توان ،۳۰ حدود از بزرگتر نمونه های برای

کرد.

برآورده را [۵۶] اسکارسینی ده گانه اصول تمام اسپیرمن ضریب

در اسپیرمن است. معتبر هماهنگی معیار یک بنابراین و می سازد

بود. کرده استفاده میانگین جای به میانه از اشتباه به خود، اولیه فرمول

این وجود با .[۵۹] کرد اصلاح خود بعدی کارهای در را خطا این او

معیارهای پرکاربردترین از یکی امروزه اسپیرمن ضریب اولیه، اشتباه

از است. زیستی و اجتماعی رفتاری، علوم در ناپارامتری همبستگی

فرض به نیاز عدم به می توان پیرسون به نسبت اسپیرمن اصلی مزایای

تشخیص توانایی و افتاده، دور نقاط برابر در مقاومت بودن، نرمال

نیز ضریب این حال، این با کرد. اشاره خطی) فقط (نه یکنوا روابط

غیریکنوا وابستگی های تشخیص به قادر یکنوا، معیارهای سایر مانند

نیست. متقارن) بازه در Y = X۲ (مانند
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کندال همبستگی ضریب ۲ .۲ .۵

برای دیگری معیار ۱۹۳۸ سال در (۱۹۰۷–۱۹۸۳) کندال جرج موریس

خود، ضریب معرفی برای کندال .[۳۸] کرد پیشنهاد رتبه ای همبستگی

برای کرد. تعریف را «ناهماهنگی»۲۳ و «هماهنگی»۲۲ مفاهیم نخست

(ناهماهنگ) هماهنگ را (i, j) جفت ،(xj , yj) و (xi, yi) مشاهده دو

هماهنگ جفت های تعداد اگر .(xi−xj)(yi−yj) > (<)۰ اگر گوییم

کندال ضریب دهیم، Dنشان با را ناهماهنگ جفت های تعداد و C با را

می شود: تعریف زیر صورت به

τn =
C −D

C +D
=
C −D(

n
۲

) =
۴C

n(n− ۱)
− ۱.

τn = ۱ است: شهودی بسیار آن تفسیر است. [−۱, ۱] بازه نیز τn دامنه

کامل یکنوای (وابستگی هماهنگ اند جفت ها همه که معناست این به

یکنوای (وابستگی ناهماهنگ اند جفت ها همه یعنی τn = −۱ مثبت)،

است. یکنوا وابستگی نبود نشان دهنده τn = ۰ و منفی)، کامل

(X,Y ) تصادفی بردار از مستقل نمونه دو (X۲, Y۲) و (X۱, Y۱) اگر

به کندال همبستگی ضریب نظری نسخه باشند، H(·, ·) توأم توزیع با

می شود: تعریف زیر صورت

τ(X,Y ) = P{(X۱ −X۲)(Y۱ − Y۲) > ۰}

− P{(X۱ −X۲)(Y۱ − Y۲) < ۰}

= ۴
∫∫

R۲
H(x, y) dH(x, y)− ۱.

را [۵۶] اسکارسینی ده گانه اصول تمام کندال همبستگی ضریب

اگرچه است. معتبر هماهنگی معیار یک بنابراین و می سازد برآورده

وابستگی اندازه گیری برای دو هر کندال و اسپیرمن همبستگی ضرایب

و می شوند تعریف متفاوتی مبانی اساس بر اما شده اند، طراحی یکنوا

رابطه باشند. داشته توجهی قابل تفاوت می توانند آن ها عددی مقادیر

مشخص زیر نابرابری صورت به [۱۲] دانیلز توسط ضریب دو این بین

است: شده

−۱ ≤ ۳τ − ۲ρs ≤ ۱. (۴)

مطلق قدر از همواره ρs مطلق قدر که می دهد نشان نابرابری این

ساختار به آن ها تفاوت و ،|ρs| ≥ |τ | یعنی است، مساوی یا بزرگتر τ

آنگاه باشد، τ = ۰ اگر مثال، عنوان به دارد. بستگی وابستگی

در کندال و اسپیرمن همبستگی ضریب بین انتخاب − ۱
۲ ≤ ρs ≤ ۱

۲

عنوان به کندال همبستگی ضریب دارد. بستگی مختلفی عوامل به عمل

که حالی در است، تفسیر قابل ناهماهنگی و هماهنگی احتمال اختلاف

بر علاوه است. شهودی کمتر رتبه ها همبستگی عنوان به اسپیرمن تفسیر

داده های حضور در و کوچک نمونه های در کندال همبستگی ضریب این،

آن نمونه گیری توزیع و دارد پایدارتری عملکرد برابر، رتبه های با گسسته

در اسپیرمن همبستگی ضریب .[۳۹] است نزدیک تر بودن نرمال به

نشان [۱۷] داین و دنیت همچنین است. کارآمدتر بزرگتر نمونه های

و نیست وابسته حاشیه ای توزیع های به کندال تغییرات دامنه که دادند

اسپیرمن دامنه که حالی در می دهد، پوشش را [−۱, ۱] کامل بازه همواره

باشد. محدودتر است ممکن و است وابسته حاشیه ای توزیع های به

اسپیرمن پا قاعده همبستگی ضریب ۳ .۲ .۵

۱۹۰۶ سال در خود، رتبه ای همبستگی ضریب معرفی از پس اسپیرمن

پایه بر معیار این .[۶۰] کرد پیشنهاد پا»۲۴ «قاعده نام به دیگری معیار

است: استوار رتبه ها تفاوت مطلق قدر مجموع

ϕn = ۱ − ۳
n۲ − ۱

n∑
i=۱

|Ri − Si|. (۱)

(هماهنگی i همه برای Ri = Si که است ۱ با برابر زمانی ϕn مقدار

مجموعه دو که می آید دست به زمانی ϕn مقدار کوچکترین کامل).

دامنه .i همه برای Ri = n+ ۱ − Si یعنی باشند، متضاد کاملا رتبه ها

دارد: بستگی n به ϕn

می گیرد. قرار [− ۱
۲ , ۱] بازه در ϕn باشد، فرد n اگر •

برای که یابد کاهش − n۲+۲
۲(n۲−۱) تا می تواند ϕn باشد، زوج n اگر •

می شود. نزدیک −۱ به بزرگ nهای

(معکوس سازی R 7→ n+۱−R تبدیل به نسبت پا قاعده ضریب

علامت نظر از را داده ها اگر دیگر، عبارت به نیست. متقارن رتبه ها)

مشاهده سه مثال، عنوان به کند. تغییر می تواند ϕn مقدار کنیم، معکوس

حالت، این در بگیرید. نظر در را (۳۰, ۱۰) و (۲۰, ۳۰) ،(۱۰, ۲۰)

محاسبه هستند. (۲, ۳, ۱) برابر Y رتبه های و (۱, ۲, ۳) Xبرابر رتبه های

علامت نظر از را داده ها اگر حال می دهد. نشان را −۱ مقدار ϕn

(−۳۰, ۱۰) و (−۲۰, ۳۰) ،(−۱۰, ۲۰) مشاهدات در کنیم، معکوس X

بود. خواهند (۲, ۳, ۱) همچنان Y رتبه های و (۳, ۲, ۱) به X رتبه های

یک که می دهد نشان مثال این می آید. دست به ϕn = ۰ حالت، این در

ϕn مقدار بگذارد، تأثیر وابستگی شدت بر نباید که علامت، ساده تبدیل
22Concordance
23Discordance
24Footrule



اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۲۶

چندین پا قاعده ضریب نتیجه، در می دهد. تغییر توجهی قابل طور به را

می کند. نقض را [۵۶] اسکارسینی اصل

توزیع های و H توأم توزیع تابع با (X,Y ) تصادفی بردار برای

صورت به پا قاعده همبستگی ضریب نظری نسخه ،G و F حاشیه ای

می شود: تعریف زیر

ϕ(X,Y ) = ۱ − ۳
∫∫

R۲
|F (x)−G(y)| dH(x, y).

برای پا قاعده ضریب نامتقارنی، و اسکارسینی اصول نقض دلیل به

جینی ضریب آن، مناسب جایگزین نمی شود. توصیه عمومی کاربردهای

یک مطلوب ویژگی های تمام و بوده پا قاعده متقارن شده نسخه که است

نظر از پا قاعده حال، این با .[۴۸] می باشد دارا را هماهنگی معیار

دنبال به اسپیرمن چگونه که می دهد نشان زیرا دارد، اهمیت تاریخی

توسعه به منجر بعدها تلاش ها این و بود محاسبه برای ساده تر معیارهای

شد. جینی ضریب

جینی همبستگی ضریب ۴ .۲ .۵

جامعه شناس و جمعیت شناس آماردان، ،(۱۸۸۴–۱۹۶۵) ۲۵ جینی کورادو

عنوان با را خود رتبه ای همبستگی ضریب ۱۹۱۴ سال در ایتالیایی،

ضریب نمونه ای فرمول .[۳۲] کرد معرفی ۲۶ ساده» هم رتبگی «شاخص

است: زیر صورت به جینی

γn =
۱

bn۲/۲c

n∑
i=۱

(
|Ri + Si − n− ۱| − |Ri − Si|

)
, (۵)

صحیح عدد (بزرگترین t صحیح جزء نشان دهنده btc آن در که

است. [−۱, ۱] بازه γn دامنه است. (t مساوی یا کوچک تر

توزیع های و H توأم توزیع تابع با (X,Y ) تصادفی بردار برای

زیر صورت به جینی همبستگی ضریب نظری نسخه ،G و F حاشیه ای

:[۴۸] می شود تعریف

(۶)

γ(X,Y ) = ۲
∫∫

R۲

{
|F (x)+G(y)−۱|−|F (x)−G(y)|

}
dH(x, y).

نسخه جینی ضریب که دادند نشان [۴۸] اوبدا‑فلورس و نلسن

قاعده پای ضریب اگر دیگر، عبارت به است. قاعده پا ضریب متقارن شده

آنگاه شود، تعریف ϕn = ۱ − ۳
n۲−۱

∑
|Ri − Si| صورت به اسپیرمن

R 7→ n + ۱ − R تبدیل به نسبت آن متقارن سازی از جینی ضریب

قاعده پا، خلاف بر جینی، می شود باعث ویژگی این می شود. حاصل

باشد. داشته صحیحی رفتار نزولی یکنوای تبدیلات تحت

را [۵۶] اسکارسینی ده گانه اصول تمام جینی همبستگی ضریب

هر برای است. معتبر هماهنگی معیار یک بنابراین و می سازد برآورده

،(γ) جینی ضریب بین زیر رابطه ،Y و X پیوسته تصادفی متغیر دو

:[۴۸] است برقرار (τ) کندال و (ρs) اسپیرمن

|γ| ≤ |ρs| ≤ ۱, |γ| ≤ |τ | ≤ ۱. (۷)

مطلق قدر از همواره جینی ضریب مطلق قدر دیگر، عبارت به

که می دهد نشان ویژگی این است. مساوی یا کوچکتر کندال و اسپیرمن

ضریب است. دیگر معیار دو به نسبت محافظه کارانه تر معیاری جینی

به کمتری حساسیت از کندال و اسپیرمن به نسبت جینی همبستگی

انتهایی و ابتدایی رتبه های بر بیشتر و است برخوردار میانی رتبه های

اهمیت بزرگ رتبه های که کاربردهایی در می تواند ویژگی این دارد. کید تأ

باشد. مفید ریسک) تحلیل (مانند دارند بیشتری

جینی همبستگی ضریب تعمیم های

همبستگی ضریب از دیگری تعمیم های ،(۶) کلاسیک تعریف بر علاوه

تعمیم ها، این مهم ترین از یکی دارد. وجود آماری ادبیات در جینی

شختمن و ییتزهاکی توسط که است ۲۷ «هم جینی» یا جینی» «کوواریانس

کوواریانس دو ،Y و X تصادفی متغیر دو برای است. شده معرفی [۶۳]

می شوند: تعریف زیر صورت به جینی

Gcov(X,Y ) = Cov(X,G(Y ))

Gcov(Y,X) = Cov(Y, F (X)),

هستند. Y و X تجمعی توزیع توابع به ترتیب G و F آن در که

زیر صورت به جینی» همبستگی «ضریب کوواریانس ها، این اساس بر

می شود: تعریف

ΓX,Y =
Cov(X,G(Y ))

Cov(X,F (X))
, ΓY,X =

Cov(Y, F (X))

Cov(Y,G(Y ))
.

گشتاوری همبستگی ضریب برخلاف همبستگی، ضریب این

لزوماً ΓX,Y یعنی است؛ نامتقارن اسپیرمن، رتبه ای ضریب و پیرسون

این نقص عنوان به برخی سوی از که ویژگی این نیست. برابر ΓY,X با

متغیر نقش که رگرسیون تحلیل مانند کاربردهایی در می شد، تلقی ضریب

محسوب مزیت یک به عنوان است، نامتقارن توضیح دهنده و وابسته

جینی همبستگی ضریب دو هر دو متغیره، نرمال توزیع تحت می شود.

.ΓX,Y = ΓY,X = ρ یعنی هستند؛ برابر پیرسون همبستگی ضریب با
25Corrado Gini
26Indice di Cograduazione Semplice
27Co-Gini
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زیر موارد به می توان جینی همبستگی ضریب مهم ویژگی های دیگر از

کرد: اشاره

دارد. قرار [−۱, ۱] بازه در همواره آن دامنه •

.ΓX,Y = ΓY,X = ۰ آنگاه باشند، مستقل Y و X اگر •

آنگاه باشد، X از (نزولی) صعودی یکنوای تابعی Y اگر •

.ΓX,Y = ΓY,X = +۱(−۱)

مکان‑مقیاس تبدیلات و Y یکنوای تبدیلات به نسبت ΓX,Y •

است. ناوردا X

مورد مطلوبیت تابع و ریسک پوشش تحلیل در ضریب این •

می گیرد. قرار استفاده

صورت به نیز جینی رگرسیون ضریب همبستگی، ضریب بر علاوه

می شود: تعریف زیر

βG =
Cov(Y, F (X))

Cov(X,F (X))
, (۸)

معمولی مربعات حداقل رگرسیون ضریب با مشابه ساختاری که

استفاده جینی کوواریانس از معمولی کوواریانس به جای اما دارد،

وزنی میانگین به عنوان می توان را رگرسیون ضریب این می کند.

تفسیر مشاهدات از ممکن زوج های تمام بین تعریف شده شیب های

ندارد. مدل بودن خطی فرض به نیازی و کرد

ضریب متعدد، تعمیم های و مطلوب نظری خواص وجود با

قرار استفاده مورد کندال و اسپیرمن از کمتر عمل در جینی همبستگی

ضریب این با پژوهشگران کمتر آشنایی به عمدتاً امر این می گیرد؛

در حال، این با می شود. داده نسبت آن بودن نامتقارن همچنین و

تحلیل اقتصادسنجی، (مانند دارد اهمیت نامتقارن تحلیل که کاربردهایی

می تواند ضریب این رشد)، اقتصاد در همگرایی مطالعات و رگرسیون

.[۶۳] باشد قدرتمند ابزاری

بلومکوئیست همبستگی ضریب ۵ .۲ .۵

اندازه گیری برای کارآمد و ساده معیاری ۱۹۵۰ سال در بلومکوئیست

تقسیم بر مبتنی ضریب این اصلی ایده .[۴] کرد معرفی وابستگی

y = Ỹn و x = X̃n خطوط از استفاده با ناحیه چهار به x− y صفحه

X۱, . . . , Xn نمونه های میانه های ترتیب به Ỹn و X̃n آن در که است،

در که بگیریم نظر در نقاطی تعداد را n۱ اگر هستند. Y۱, . . . , Yn و

را n۲ و موافق)، (ربع های دارند قرار بالا‑راست یا پایین‑چپ ربع

(ربع های دارند قرار پایین‑راست یا بالا‑چپ ربع در که نقاطی تعداد

می شود: تعریف زیر صورت به بلومکوئیست ضریب آنگاه مخالف)،

βn =
n۱ − n۲

n۱ + n۲
= −۱ + ۲ · n۱

n۱ + n۲
.

y = Ỹn و x = X̃n خطوط روی نمونه ای نقطه هیچ زوج، n حالت در

است ممکن فرد، n حالت در .n۱ + n۲ = n بنابراین نمی گیرد، قرار

بلومکوئیست گیرند. قرار میانه خطوط روی نمونه ای نقطه دو یا یک

نکنیم لحاظ محاسبه در را میانه خطوط بر واقع نقاط که کرد پیشنهاد

.[۴]

و X تصادفی متغیرهای برای بلومکوئیست ضریب نظری نسخه

می شود: تعریف زیر صورت به ỹ و x̃ میانه های با Y

β = P{(X − x̃)(Y − ỹ) > ۰} − P{(X − x̃)(Y − ỹ) < ۰}

= ۴H(x̃, ỹ)− ۱. (۹)

برآورده را [۵۶] اسکارسینی اصول از برخی بلومکوئیست ضریب

به نمی کند؛ حفظ را هماهنگی ترتیب معیار، این آنها. همه نه اما می کند،

نمی شود شناخته استاندارد هماهنگی معیار یک عنوان به دلیل، همین

دلیل به بلومکوئیست ضریب نظری، محدودیت های وجود با .[۴۷]

اندازه که زمانی و اکتشافی تحلیل های در محاسباتی، سرعت و سادگی

باشد. مفید می تواند است بزرگ بسیار نمونه

بلیست همبستگی ضریب ۶ .۲ .۵

کید تأ هدف با و اسپیرمن ضریب هندسی تفسیر از الهام با [۳] بلیست

معرفی جدیدی رتبه ای همبستگی ضریب اولیه، رتبه های در اختلافات بر

بالا رتبه های در توافق که است مناسب کاربردهایی برای ضریب این کرد.

اساس بر دانشجو پذیرش ورزشی، مسابقات در مدال آوران رتبه (مانند

بیشتری اهمیت رتبه بندی) نظام های در اولویت بندی یا بالا، نمرات

عدم فرض (با Si و Ri رتبه های برای دارد. پایین رتبه های به نسبت

صورت به بلیست۲۸ رتبه ای همبستگی ضریب برابر)، رتبه های وجود

:[۳] می شود تعریف زیر

νn =
۲n+ ۱
n− ۱

− ۱۲
n۲ − n

n∑
i=۱

(
۱ − Ri

n+ ۱

)۲

Si.

زیر موارد در آن حدی مقادیر و دارد قرار [−۱, ۱] بازه در ضریب این

می شود: حاصل

.νn = ۱ آنگاه کامل)، (هماهنگی Si = Ri اگر •

آنگاه معکوس)، کامل (هماهنگی Si = n + ۱ − Ri اگر •

.νn = −۱

28Blest’s Rank Correlation



اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۲۸

توزیع های و H توأم توزیع تابع با (X,Y ) تصادفی بردار برای

است زیر صورت به بلیست ضریب نظری نسخه ،G و F حاشیه ای

:[۳۱ ،۳]

ν(X,Y ) = ۲ − ۱۲
∫∫

R۲
(۱ − F (x))۲G(y) dH(x, y).

کندال، و اسپیرمن ضریب خلاف بر بلیست همبستگی ضریب

معیار یک بنابراین ν(X,Y؛ ) 6= ν(Y,X) یعنی است، نامتقارن

یک که کاربردهایی در ویژگی این نمی شود. گرفته نظر در هماهنگی

یا استاندارد رتبه بندی یک با مقایسه (مانند دارد وجود مرجع ترتیب

تقارن به نیاز که استقلال آزمون برای حال، این با است. مفید ایده آل)،

شده پیشنهاد [۳۱] پلانت و جنست توسط آن متقارن شده نسخه دارد،

است:

ν(s)(X,Y ) =
ν(X,Y ) + ν(Y,X)

۲
.

اندازه گیری برای متقارن) نسخه در (حتی بلیست ضریب

Y = X۲ برای مثال عنوان به نیست. مناسب غیریکنوا وابستگی های

زیر مقادیر بلیست همبستگی ضریب نظری نسخه ،X ∼ U(−۱, ۱) که

می دهد: نشان را

ν(X,Y ) = −۱
۴
, ν(Y,X) = ۰, ν(s) = −۱

۸
.

دو خانواده یک بلیست، ایده تعمیم با [۵۵] همکاران و صنعتگر

دادند. ارائه وزنی رتبه ای همبستگی ضریب های از پارامتری

ناپارامتری همبستگی ضرایب کلی ساختار ۷ .۲ .۵

کندال و اسپیرمن ضریب های که داد نشان ۱۹۵۰ سال در [۱۲] دانیلز

رتبه ای همبستگی ضریب او داد. قرار کلی خانواده یک در می توان را

کرد: معرفی زیر شکل به عمومی

Γn =

∑n
i=۱
∑n
j=۱ aijbij√∑n

i=۱
∑n
j=۱ a

۲
ij

√∑n
i=۱
∑n
j=۱ b

۲
ij

,

هستند. (Si, Sj) و (Ri, Rj) رتبه های از توابعی bij و aij آن در که

دست به مختلفی ضریب های توابع، این برای متفاوت انتخاب های با

می آید:

Γn آنگاه ،bij = sgn(Sj − Si) و aij = sgn(Rj −Ri) اگر •

می شود. تبدیل (τn) کندال ضریب به

ضریب به Γn آنگاه ،bij = Sj − Si و aij = Rj − Ri اگر •

می شود. تبدیل (rn) اسپیرمن

،bij = Si−Sj و aij = (n+۱−Ri)۲ − (n+۱−Rj)۲ اگر •

می شود. تبدیل (νn) بلیست ضریب به Γn آنگاه

ضرایب از بسیاری که می دهد نشان یکپارچه چارچوب این

کرد. بازنمایی کلی ساختار یک اساس بر می توان را رتبه ای همبستگی

نیز را [۵۵] امینی و دولتی صنعتگر، توسط معرفی شده وزنی خانواده

کرد. بازنمایی مناسب وزنی توابع انتخاب با چارچوب این در می توان

همبستگی ضرایب وزنی تعمیم های برای نظری مبنای کلی، ساختار این

بر کید تأ با جدید معیارهای طراحی امکان و است گرفته قرار رتبه ای

فراهم را انتهایی) یا ابتدایی رتبه های (مانند رتبه ها از خاصی بخش های

.[۵۵] می آورد

مفصل و همبستگی ضرایب ۶

۲۹ مفصل تابع معرفی وابستگی، نظریه در تحولات مهم ترین از یکی

را حاشیه ای توزیع های از وابستگی ساختار جداسازی امکان که است

می آورد. فراهم

مفصل ۱ .۶

تجمعی توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض

وجود [۵۸] اسکلار قضیه باشند. G و F حاشیه ای توزیع های و H توأم

،x, y ∈ R همه برای که طوری به می کند تضمین را C یکتای تابع

H(x, y) = C{F (x), G(y)}. (۱)

توأم تجمعی توزیع تابع می شود، نامیده (X,Y ) مفصل که C تابع

بازه روی بر آن مؤلفه های که است (U, V ) = (F (X), G(Y )) زوج

با را مستقل تصادفی متغیرهای مفصل دارند. یکنواخت توزیع [۰, ۱]

بالایی (کران های W و M مفصل های می دهیم. نشان Π(u, v) = uv

صدق زیر شرط در C دلخواه مفصل هر برای فرشه‑هوفدینگ) پایینی و

:[۳۷ ،۴۷] می کنند

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v),

،M(u, v) = min(u, v) و W (u, v) = max(u + v − ۱, ۰) که

از یک هر هستند. فرشه‑هوفدینگ بالای حد و پایین حد ترتیب به

دیگری از نزولی) ترتیب (به صعودی تابعی Y و X تصادفی متغیرهای

تبدیلات برای باشد. (W ترتیب (به M آنها مفصل اگر تنها و اگر است
29Copula Function



۲۱۵−۲۳۵ ص ،۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۲۹اندیشه

CX,Y مفصل از زیر صورت به (f(X), g(Y )) مفصل ،g و f یکنوای

:[۴۷] می شود حاصل

Cf(X),g(Y ) =



CX,Y , f, gصعودی دو هر

C∗
X,Y , f صعودی، gنزولی

C∗∗
X,Y , f نزولی، gصعودی

ĈX,Y , f, gنزولی دو هر

آن در که

C∗
X,Y (u, v) = u− CX,Y (u, ۱ − v),

C∗∗
X,Y (u, v) = v − CX,Y (۱ − u, v),

ĈX,Y (u, v) = u+ v − ۱ + CX,Y (۱ − u, ۱ − v).

(۱۰)

مطالعه برای ایده آل ابزاری مفصل تابع که می دهد نشان ویژگی این

نیستند. وابسته اندازه گیری مقیاس به که است وابستگی هایی

ضرایب مفصلی بازنمایی ۲ .۶

C مفصل از توابعی صورت به می توان را ناپارامتری همبستگی ضرایب

:[۴۷] کرد بازنویسی

ρs(C) = ۱۲
∫
[۰,۱]۲

C(u, v) du dv − ۳,

τ(C) = ۴
∫
[۰,۱]۲

C(u, v) dC(u, v)− ۱,

γ(C) = ۲
∫
[۰,۱]۲

(
|u+ v − ۱| − |u− v|

)
dC(u, v),

β(C) = ۴C
( ۱

۲ ,
۱
۲

)
− ۱,

ϕ(C) = ۱ − ۳
∫∫

[۰,۱]۲
|u− v| dC(u, v),

ν(C) = ۲ − ۱۲
∫∫

[۰,۱]۲
(۱ − u)۲v dC(u, v).

اسکارسینی اصول مفصلی نمایش ۳ .۶

صورت بندی مفصل تابع حسب بر می توان را [۵۶] اسکارسینی اصول

با (X,Y ) پیوسته تصادفی متغیرهای برای اساس، این بر کرد.

اگر است هماهنگی معیار یک κ(C) عددی معیار یک ،C مفصل

مفصل هر برای κ(C)) خوش تعریفی کند: برآورده را زیر ویژگی های

کامل وابستگی ۱−؛ ≤ κ(C) ≤ ۱ دامنه باشد)؛ شده تعریف C

استقلال κ(W)؛ ) = −۱) منفی کامل وابستگی κ(M))؛ = ۱) مثبت

هماهنگی ترتیب حفظ κ(CT)؛ ) = κ(C)) تقارن κ(Π))؛ = ۰)

به نسبت ناوردایی κ(C۱))؛ ≤ κ(C۲) آنگاه ،C۱ ≺c C۲ (اگر

تبدیلات با علامت تغییر κ(Ĉ))؛ = κ(C)) هم جهت یکنوای تبدیلات

(اگر پیوستگی و κ(C∗))؛ = κ(C∗∗) = −κ(C)) ناهم جهت یکنوای

C∗∗ ،C∗ روابط، این در .(κ(Cn) → κ(C) آنگاه نقطه ای، Cn → C

(۱۰ روابط در شده (تعریف یکنوا تبدیلات با مرتبط مفصل های Ĉ و

است. (Y,X) بردار مفصل CT و هستند

هماهنگی معیارهای از رده ای ۴ .۶

شد. معرفی [۴۴] لی من توسط ۳۰ (PQⅮ) مثبت ربعی وابستگی مفهوم

اگر: هستند PQⅮ ویژگی دارای Y و X تصادفی متغیر دو

H(x, y)− F (x)G(y) ≥ ۰ ∀(x, y) ∈ R۲.

مفهوم .(u, v) ∈ [۰, ۱]۲ همه برای C(u, v)−uv ≥ ۰ مفصل، بیان به

همبستگی ضرایب همه می شود. تعریف معکوس نابرابری با NQⅮ

هستند. منفی NQⅮ برای و مثبت PQⅮ توزیع های برای رتبه ای
۳۱ ربعی وابستگی میانگین مفهوم [۲] اوبدا‑فلورس و دولتی بهبودیان،

می کنند: برآورده را اسکارسینی اصول که کردند تعریف زیر صورت به را

D(C,A) =

∫∫
[۰,۱]۲

{C(u, v)− uv} dA(u, v),

α > ۰ مناسب ثابت یک برای است. ثابت مفصل تابع یک A آن در که

معیار یک κ(C) = αD(C,A) عبارت است) وابسته A مفصل به (که

و (A(u, v) = A(v, u)) متقارن A اگر فقط و اگر است هماهنگی

A = Π انتخاب نمونه، برای باشد. A(u, v) = u − A(u, ۱ − v)

اگر می شود. منجر اسپیرمن همبستگی ضریب به استقلال) (مفصل

ضریب کنیم، انتخاب را فرشه) کران های (میانگین A = (M +W )/۲

پا قاعده ضریب بالا) حد (مفصل A = M با و جینی همبستگی

که می دهد نشان یکپارچه چارچوب این می آید. دست به اسپیرمن

مشترک مفهوم یک برحسب می توان را وابستگی معیارهای از بسیاری

کرد. بازنمایی ربعی) وابستگی (میانگین

رتبه ای ضرایب و تجربی مفصل ۵ .۶

(X,Y ) بردار از تصادفی نمونه ای (X۱, Y۱), . . . , (Xn, Yn) کنید فرض

[۱۳] دهیولس باشند. C مفصل و G و F حاشیه ای توزیع های با
30Positive Quadrant Dependence
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اول) (قسمت وابستگی معیارهای بر مروری دولتی۲۳۰

کرد: تعریف زیر صورت به را تجربی» «مفصل

Cn(u, v) =
۱
n

n∑
i=۱

I

(
Ri
n+ ۱

≤ u,
Si

n+ ۱
≤ v

)
, u, v ∈ [۰, ۱],

هستند. Yi و Xi رتبه های Si و Ri و نشانگر، تابع I(A) آن در که

می کند. جلوگیری مرزی نقاط مشکلات از مخرج در n + ۱ از استفاده

برای که آنجا از است. C برای رتبه ای برآوردگر یک Cn تجربی مفصل

داریم: J : (۰, ۱)۲ → R پیوسته تابع

Sn =
۱
n

n∑
i=۱

J

(
Ri
n+ ۱

,
Si

n+ ۱

)
=

∫
[۰,۱]۲

J(u, v) dCn(u, v),

بر انتگرال صورت به می توان را رتبه ای همبستگی ضرایب از بسیاری

J(u, v) = انتخاب با نمونه، برای داد. نمایش تجربی مفصل حسب

می آید: دست به اسپیرمن ضریب ،uv

rs =
n+ ۱
n− ۱

[
۱۲
∫
[۰,۱]۲

uv dCn(u, v)− ۳

]
.

انتخاب با و پا، قاعده ضریب ،J(u, v) = min(u, v) انتخاب با

حاصل جینی ضریب ،J(u, v) = min(u, v) + max(۰, u + v − ۱)

می شود.

چارچوبی و می کنند تسهیل را ضرایب نظری درک بازنمایی ها این

از دسته این می آورند. فراهم آن ها مجانبی رفتار مطالعه برای یکپارچه

شرایط تحت می شوند. شناخته رتبه ای» «آماره های عنوان با آماره ها

داشته پیوسته جزئی مشتقات J اگر و Sn p−→ µ =
∫
J dC منظم،

:[۳۰] آنگاه باشد،

√
n(Sn − µ)

d−→ N(۰, σ۲),

است. J مشتقات و C از تابعی σ۲ که

√
n− ۱ rs توزیع ،(H۰ : C = Π) استقلال آزمون برای .۱ نکته

فرض ،α = ۰٫۰۵ سطح در بنابراین است. استاندارد نرمال تقریباً

.|rs| ≥ ۱٫۹۶/
√
n− ۱ اگر می شود رد استقلال

دوم بخش چشم انداز و نتیجه گیری ۷

معیارهای بر قسمتی دو مرور یک از نخست قسمت که مقاله، این در

اندازه گیری بنیادی مفاهیم ساختاری و تاریخی سیر است، وابستگی

قرن اواسط در مفصل نظریه شکل گیری تا هجدهم قرن از وابستگی

از شهودی و اولیه تعاریف مسیر، این آغازگاه شد. بررسی بیستم

لاپلاس بیز، دموآر، چون ریاضیدانانی توسط که بود وابستگی و استقلال

بودند، کنونی ریاضی دقت فاقد تعاریف این اگرچه شدند. ارائه بول و

موضوعی اصل چارچوب در استقلال دقیق صورتبندی زمینه ساز اما

شدند. کولموگروف

فرانسیس نظری و تجربی کارهای حوزه، این تاریخی عطف نقطه

«حذف از نگاه تغییر با گالتون بود. نوزدهم قرن دوم نیمه در گالتون

برای ابزاری به عنوان را همبستگی مفهوم تنوع»، «مطالعه به خطا»

ایده این ریاضی فرمول بندی کرد. معرفی متغیرها بین رابطه اندازه گیری

نقطه انجامید، گشتاوری همبستگی ضریب به که پیرسون، کارل توسط

محدودیت های حال، این با بود. علمی صورت به همبستگی شروع

و پرت، نقاط به حساسیت غیرخطی، روابط تشخیص در ضریب این

معیارهای جستجوی به را آماردانان حاشیه ای، توزیع های به وابستگی

داد. سوق جایگزین

مبتنی ناپارامتری همبستگی ضرایب محدودیت ها، این به پاسخ در

به عنوان کندال ضریب و اسپیرمن ضریب یافتند. توسعه رتبه بر

خاصی توزیع فرض به نیاز بدون را یکنوا وابستگی هماهنگی، معیارهای

انتهایی و ابتدایی رتبه های بر کید تأ با جینی ضریب می کنند. اندازه گیری

این معیارهای دیگر از محاسباتی، سادگی با بلومکوئیست ضریب و

این از بسیاری که داد نشان دانیلز کلی ساختار همچنین هستند. دسته

کرد. بازنمایی یکپارچه چارچوب یک در می توان را ضرایب

که بود اسکلار قضیه و مفصل نظریه ظهور دوره، این تحولات اوج

آورد. فراهم را حاشیه ای توزیع های از وابستگی ساختار جداسازی امکان

و داد ارائه کلاسیک معیارهای از عمیق تری درک نظری، چارچوب این

نمایش شد. بعدی دهه های در مدرن تر معیارهای توسعه برای مبنایی

همچنین و بلومکوئیست، و جینی کندال، اسپیرمن، ضرایب مفصلی

و قدرت نشان دهنده مفصل، حسب بر اسکارسینی اصول صورتبندی

است. چارچوب این انعطاف

چارچوب و کلاسیک معیارهای در چشمگیر پیشرفت های وجود با

دارد. وجود وابستگی اندازه گیری در مهمی چالش های هنوز مفصل،

یکنوا روابط شناسایی برای عمدتاً بخش، این در معرفی شده معیارهای

سهمی، روابط (مانند غیریکنوا الگوهای تشخیص در و شده اند طراحی

ابعاد با داده های در وابستگی همچنین هستند. ناتوان تناوبی) یا دایره ای

و چندکی، و دمی وابستگی زمانی، سری های در سریالی وابستگی بالا،

معیارهای با که هستند موضوعاتی از برداری، و چندمتغیره تعمیم های

نیستند. بررسی قابل کلاسیک

خواهیم دیگری معیارهای به مقاله، این دوم قسمت در

این یافته اند. توسعه چالش ها این به پاسخ برای که پرداخت

و هوفدینگ (مانند وابستگی شدت معیارهای شامل معیارها
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همبستگی، (نسبت غیریکنوا وابستگی معیارهای شوایتزر‑ولف)،

معیارهای و متقابل اطلاع فاصله ای، همبستگی ماکسیمال، همبستگی

(ضریب بالا ابعاد با داده های برای مدرن معیارهای و فی)، واگرایی هایی

همچنین هستند. ( چندمقیاسی گرافی همبستگی و ماکسیمال اطلاع

چندکی، و دمی وابستگی آن، رتبه ای نسخه های و سریالی وابستگی به

ویژه معیارهای وابستگی، معیارهای برداری و چندمتغیره تعمیم های

کاربرد ‑پیوسته)، (گسسته آمیخته متغیرهای و گسسته متغیرهای برای

رایج نرم افزارهای قابلیت های و احتمال، نظریه در وابستگی معیارهای

پرداخت. خواهیم معیارها این پیاده سازی در آماری

تشکر و قدردانی

مقاله، کاستی های مورد در سردبیر و محترم داور ارزشمند نظرات از

آقای و وحیدی اصل محمدقاسم دکتر آقای از همچنین می کنم. تشکر

نظرات و کردند مطالعه را مقاله اولیه نسخه که دست برآورده علی دکتر

می  کنم. تشکر نمودند، ارائه ارزشمندی
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Abstract
Describing the relationship between two or more random variables is a fundamental problem in statistics

and probability. This paper, which is organized in two parts, provides a historical and structural review of de-

pendence measures from the 18th century to the present. Part I covers foundational concepts: early definitions

of independence and dependence in the works of de Moivre, Bayes, and Laplace; the emergence of correlation

in Galton’s work and its mathematical formulation by Pearson; the limitations of the product-moment correla-

tion coefficient; and the development of nonparametric rank-based coefficients. The role of copula theory and

Sklar’s theorem in separating the dependence structure from marginal distributions is also explained. Part II ad-

dresses modern measures and generalizations: measures of intensity of dependence, non-monotone dependence

and modern measures for high-dimensional data, serial dependence and autocorrelation, tail and quantile de-

pendence, multivariate and vector extensions, measures for discrete and mixed data, applications in probability

theory, and implementation in statistical software. This paper serves as a comprehensive resource for researchers

in statistics, data mining, and machine learning by providing a review of both classical and modern measures.
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