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چکیده
زیست شناسی، پزشکی، بوم شناسی، مانند علمی حوزه های از بسیاری در کروی، و دایره ای داده های شامل (زاویه ای)، جهتی داده های

چنین بین وابستگی مدل سازی دارند. کاربرد مصنوعی هوش و ماشین یادگیری زمین، علوم نجوم، مالی، بخش های هواشناسی،

مفصل ها اخیر، دهه های در است. بوده روبه رو اساسی چالش های با همواره زوایا، غیرخطی و تناوبی ماهیت دلیل به داده هایی

حال، این با یافته اند. آمار در ویژه ای جایگاه توأم، وابستگی از حاشیه ای ساختارهای جداسازی برای نیرومند ابزاری به عنوان

پیچیده پژوهشی مسیر کروی، – کروی و دایره ای – دایره ای خطی، − دایره ای مفصل های شامل جهتی، داده های به مفصل ها تعمیم

معیارهای کاربردها، ساخت، روش های تاریخی، سیر زمانی–موضوعی، رویکرد با مقاله، این در است. کرده طی را پیوسته ای و

ریاضی و نظری پیشینه  ابتدا می شود. مرور جهتی مفصل های برای برازش نیکویی آزمون های و برآوردیابی روش های وابستگی،

بررسی کاربردی و نظری منظر از جهتی مفصل های اصلی خانواده سه از یک هر سپس می گردند، معرفی مفصل ها و جهتی مدل های

می گردد. اشاره آینده پژوهشی مسیرهای به کلی نتیجه گیری با پایان، در می شوند.

دایره ای‑ مفصل های دایره ای‑خطی، مفصل های جهتی، مفصل های وابستگی، مدل سازی جهتی، داده های کلیدی: واژه های
کروی. مفصل های دایره ای،

.۶۲H۱۱،۶۲H۲۰ ریاضی: رده بندی

مقدمه ۱

یا کره دایره، روی که می شوند گفته مشاهداتی به جهتی داده های

هر موقعیت به گونه ای که دارند، قرار مشابه چندبعدی فضاهای

توصیف مطلق، عددی مقدار نه آن، جهت طریق از تنها داده

[۰, ۲π) بازه در زاویه ای به صورت معمولا داده ها این می شود.

برای R۳ در واحد بردارهای به صورت و دایره ای داده های برای

در جهتی داده های .[۷۰] می شوند داده نمایش کروی داده های

حرکت تحلیل ،[۸۶] حیوانات و پرندگان حرکت مدل سازی زمینه

بیوانفورماتیک ،[۶۴] سیاسی علوم ،[۳۶] هوانوردی ،[۱۳] باد

ژنتیک ،[۸۹] پزشکی ،[۱۴] زمین علوم ،[۱۱] اخترشناسی ،[۶۹]

تصویر پردازش ،[۱۰۰] صوت شناسی ،[۵۷] اعصاب علوم ،[۱۰]

مدل سازی ،[۳۲] ماشین یادگیری ،[۷] متن کاوی ،[۸۹ ،۲۰]

حتی و [۶۰ ،۴۶] دریایی شرایط ،[۴] طبیعی آتش سوزی های

.[۸۱] می شوند مشاهده بازاریابی و مالی تحلیل های در
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲ و کریمی

با ملاحظه ای قابل تفاوت جهتی داده های تحلیل که آنجا از

اندازه گیری های و روش ها به کاربردن دارند، خطی داده های تحلیل

گمراه کننده ای نتایج به اغلب آنها، برای (کلاسیک) خطی آمار

جدیدی اندازه گیری های و روش ها به بنابراین، می شوند. منتج

موضوعات، این از یکی است. نیاز مورد جهتی داده های برای

در مثال، به طور است. زاویه ای داده های در وابستگی مفهوم

جهت تغییر زاویه و پیموده شده مسافت حیوانات، حرکت تحلیل

وابستگی این مدل هایی که و باشند وابسته یکدیگر با است ممکن

می شوند حرکت تحلیل در خطا بروز موجب می گیرند، نادیده را

.[۷۶ ،۳۵]

متغیرهایی بین به ویژه وابستگی ها، نوع این مدل سازی برای

دایره ای)، دیگری و خطی متغیر یک مثلا) متفاوت نوع از

می دهد؛ ارائه انعطاف پذیر و جذاب روشی مفصل ها چارچوب

توزیع های از توأم وابستگی ساختار تفکیک امکان مفصل ها زیرا

مفصل های حال، این با .[۷۹] می کنند فراهم را حاشیه ای

مانند ویژگی هایی و می شوند تعریف اقلیدسی فضای در کلاسیک

نمی کنند. لحاظ را جهتی متغیرهای در دایره ای تقارن یا تناوب

بازنگری مستلزم جهتی داده های به مفهوم این انتقال بنابراین،

با برخورد نحوه و احتمال چگالی تجمعی، توزیع تابع تعریف در

است. جهتی مرزهای

تحلیل و تعریف برای مهمی پژوهش های ،۱۹۷۰ دهه اواخر از

تعمیم با [۴۴] وهرلی و جانسون شد. آغاز جهتی مفصل های

مدل سازی برای نوآورانه ای چارچوب متعارف، همبستگی روش

و نمودند ارائه (دایره ای‑خطی) ترکیبی داده های در وابستگی

و دایره ای داده های بین وابستگی کلی ایده نخستین بار برای

داده های برای را چارچوب این آن ها کردند. مطرح را خطی

وهرلی و جانسون همچنین، دادند. تعمیم نیز دایره ای‑دایره ای

بین وابستگی مدل سازی برای صریح چارچوب نخستین [۴۵]

آنتروپی ماکسیمم اصل از استفاده با را دایره ای و خطی متغیرهای

آنها کردند. ارائه حاشیه ای، توزیع های مشخصه های تعیین و

یک و دایره ای متغیر یک توأم توزیع می توان که دادند نشان

باشند دلخواه آنها حاشیه های که ساخت به گونه ای را خطی متغیر

کنترل [۰, ۲π] بازه ی در پیوسته ای تابع بوسیله  وابستگی ساختار و

جانسون و وهرلی جمله از دیگر آثار در بعدها ایده این شود.

جمالاماداکا ،[۷۰] جاپ و ماردیا ،[۲۸ ،۲۷] لی و فیشر ،[۱۰۴]

،[۲۲] فرناندز‑دوران ،[۱۸] ماردیا و دونز ،[۴۱] سینگوپتا و

توسعه [۲] پیوسی و ابی و [۸۳] پیوسی ،[۹۴] جانسون و شی

با دایره ای‑خطی و دایره ای‑دایره ای مدل های ظهور به و یافت

انجامید. مختلف ساختارهای

از بسیاری در نیز کروی داده های دایره ای، داده های بر افزون

داده ها این مدل سازی دارند. گسترده ای کاربرد سه متغیره داده های

[۹] بینگهام ،[۲۴] فیشر چون کلاسیکی توزیع های معرفی با ابتدا

در گرفت. شکل [۷۰] جاپ و ماردیا جامع کارهای با سپس و

متغیرهای بین وابستگی ساختارهای بررسی به [۱۷] دونز ادامه،

کروی مفصل های چارچوب توسعه برای را زمینه و پرداخت کروی

را کروی مفصل یک ۲۰۰۹ سال در [۵۲] کاتو ساخت. فراهم

و استوانه ای داده های به آن تعمیم های و ویژگی ها و کرد معرفی

۲۰۱۵ سال در [۵۰] جاپ آن،  از پس نمود. بررسی را چنبره ای

ریمانی منیفلدهای حاصل ضرب های به مفصل ها مفهوم تعمیم با

داد. توسعه را کروی مفصل های نظری چارچوب فشرده۱،

یا شرطی توزیع های براساس عمدتاً دایره ای‑خطی مدل های

متغیرهای بین وابستگی تا گرفتند شکل شبه مفصل ساختارهای

مدل سازی انعطاف پذیری به طور را خطی متغیرهای و دایره ای

دایره ای‑دایره ای، مدل های در .[۱۰۳ ،۴۵ ،۳۴ ،۲۸ ،۱۲] کنند

هم توزیع حاشیه های با توزیع های مانند توأم توزیع های از استفاده

مفصل های بر مبتنی ساختارهای و پوشانده کوشی یا فون میزس

بالاتر، سطح در .[۶۷ ،۶۴ ،۴۸ ،۴۰] یافت گسترش کاردیوئید

دایره ای مدل های طبیعی تعمیم به عنوان کروی داده های نظریه

وابستگی ها تحلیل برای عمومی تری چارچوب و می شود مطرح

.[۷۰ ،۶۴ ،۵۲] می سازد فراهم جهتی چندبعدی فضای در

مفصل های پژوهش های در اصلی سیر دو اخیر، دهه های در

انعطاف پذیرتر مدل های توسعه نخست، است. شده پدیدار جهتی

نیمه پارامتری ،[۴۸ ،۴۵] پارامتری روش های از استفاده با

(کرنل ها) هسته ها مبنای بر برآورد شامل ناپارامتری و [۲۱]

مفصل های ساخت با مطالعات، این .[۹۰ ،۶۵ ،۳۰ ،۱۲]

را چارچوبی توأم، چگالی های برآورد بر تمرکز با و انعطاف پذیر
1Compact Riemannian manifolds
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داده های در وابستگی از مختلفی انواع می تواند که کردند فراهم

کند. بازنمایی را جهتی

داده های در مدل ها این عملی کاربردهای گسترش دوم،

مدل های از حرکتی، زیست شناسی در مثال، برای است. واقعی

حرکت سرعت و جهت بین وابستگی تحلیل برای دایره ای‑خطی

استفاده غذا جستجوی رفتارهای و مهاجرتی مسیرهای حیوانات،

اقلیم شناسی در همچنین مدل ها این .[۷۶ ،۳۵] است شده

و جهت بین وابستگی تحلیل برای زیست محیطی علوم و

شاخص های و اقیانوسی جریان های باد، مانند پدیده هایی شدت

در حتی و [۷۷] بیومکانیک ،[۳۷ ،۲۹ ،۱۲] اقلیمی تغییرات

پیچیده روابط و تناوبی نوسانات توصیف برای مالی حوزه

دیگر، سوی از .[۸۱] رفته اند به کار اقتصادی شاخص های بین

دو بین وابستگی مدل سازی برای دایره ای‑دایره ای مفصل های

توسعه پرندگان، حرکت جهت و باد جهت مانند دایره ای، متغیر

امکان کروی مفصل های بالاتر، ابعاد در .[۵۳ ،۱۲] یافته اند

در و می کنند فراهم را سه بعدی داده های در وابستگی مدل سازی

دارند کاربرد ژئوفیزیک و تصویربرداری فیزیک، چون زمینه هایی

.[۵۲]

اشاره [۸۴] گارسیا‑پورتوگوس و پیوسی که همان طور

تعداد ،[۷۰] جاپ و ماردیا مرجع کتاب انتشار زمان از کرده اند،

مفصل های و چندمتغیره جهتی داده های زمینه در پژوهش ها

به ویژه است. یافته افزایش چشم گیری به صورت متناظر

برای مناسب وابستگی معیارهای توسعه بر جدید تحقیقات

متغیرهای بین غیرخطی روابط ارزیابی و زاویه ای داده های

.[۱۰۵ ،۴۸ ،۳۵] دارند تمرکز خطی و دایره ای

توسعه ایجاد، سیر بر تحلیلی و جامع مرور مقاله، این هدف

دایره ای‑ مفصل های شامل جهتی مفصل های کاربردهای و

شرح به مقاله ساختار است. کروی و دایره ای‑دایره ای خطی،

است. شده پرداخته نظری مبانی به دوم، بخش در است: زیر

بررسی به به ترتیب کدام هر پنجم و چهارم سوم، بخش های

اختصاص کروی و دایره ای‑دایره ای دایره ای‑خطی، مفصل های

گرفته صورت نتیجه گیری ششم بخش در نهایت، در است. یافته

است. شده اشاره حوزه این پژوهشی مسیرهای به و

نظری مبانی ۲

جهتی داده های ۱ .۲

جهت ها اندازه گیری شده کمیت های علمی، حوزه های برخی در

جهت است ممکن زیست شناس یک مثال، برای هستند.

اندازه گیری را حیوان یک حرکت جهت یا پرنده یک پرواز

قطب جهت به است ممکن زمین شناس یک حالی که در کند،

ممکن جهت هایی چنین باشد. علاقه مند زمین مغناطیسی

مثال مانند سه بعدی یا نخست مثال دو مانند دوبعدی است

به مربوط مشاهداتِ این گونه از مجموعه ای باشند. آخر

جهتی داده های می شود. نامیده جهتی»۲ «داده های جهت ها،

متقارن/نامتقارن، محوری، نیمه دایره ای، دایره ای، داده های شامل

کروی و چنبره ای) و (استوانه ای ترکیبی تک مدی/دومدی،

.[۸۶ ،۴۱] می شود پرداخته اینجا در آن مورد چند به که می شوند

دایره ای داده های ۱ .۱ .۲

زاویه هایی به صورت می توان را دوبعدی جهت های معرفی:

به عنوان مناسب صفر» «جهت یک به نسبت که داد نمایش

پادساعت گرد) یا (ساعت گرد چرخش» «جهت یک و شروع نقطه

جهت یک که آن جا از می شوند. اندازه گیری مثبت جهت به عنوان

به صورت مناسب به طور را آن می توان است، (بزرگی) اندازه فاقد

مختصات مبدأ در مرکز با واحد دایره یک محیط روی نقاطی

متصل نقاط این به را مبدأ واحدی که بردارهای به صورت یا (S۱)

مشاهداتی دایره ای، نمایش این دلیل به داد. نمایش می کنند،
دایره ای»۳ «داده های را دوبعدی جهت های چنین به مربوط

باد جهت شامل داده ها نوع این از متداول نمونه های می نامند.

ساعته) ۲۴) شبانه روز ساعات حسب بر رویدادها وقوع زمان و

روی بر تعریف شده توزیع یک از استفاده با داده ها این هستند.

.[۷۰ ،۴۱] می شوند مدل سازی دایره ای، توزیع به موسوم دایره،
2Directional Data
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مورچه  نوعی حرکت جهت  به مربوط داده های دایره ای نمودار :۱ شکل
.[۸۵] مختلف آزمایشی شرایط تحت صحرایی

احتمال چگالی تابع دایره ای: داده های برای توزیعی مدل های

fΘ(θ) با را آن که ،Θ پیوسته، دایره ای تصادفی متغیر یک

،fΘ(θ) ≥ ۰ ،θ ∈ R برای که است به گونه ای می دهیم، نشان

fΘ بنابراین، .
∫ θ+۲π
θ

fΘ(ω)dω = ۱ و fΘ(θ + ۲π) = fΘ(θ)

هر در آن انتگرال و است ۲π تناوب دوره با و نامنفی تابع یک

چگالی معمولا نتیجه ، در می شود. ۱ با برابر ۲π طول به بازه ای

می شود. تعریف [−π, π] یا [۰, ۲π] بازه ی روی دایره ای احتمال

مدل ها مهم ترین از یکی دایره ای، یکنواخت توزیع مثال، برای

جهت هیچ که است حالتی با متناظر دایره ای، داده های برای

به صورت توزیع این احتمال چگالی تابع ندارد. وجود ترجیحی

دایره ای تجمعی توزیع تابع است. fΘ(θ) = ۱/۲π, θ ∈ [۰, ۲π)

به صورت غیرتناوبی تابع یک به عنوان

FΘ(θ) =

∫ θ

θ۰

f(ω)dω, θ ∈ [θ۰, θ۰ + ۲π],

مبدأ (نقطه معمول مرجع نقطه آن در که می گردد تعریف

.[۸۴] می شود گرفته نظر در −π یا ۰ برابر معمولا θ۰ قراردادی)

تابع با فون میزس توزیع دایره ای، توزیع های از دیگر یکی

:[۱۰۲] است زیر احتمال چگالی

fΘ(θ;µ, k) =
۱

۲πI۰(k)
ek cos(θ−µ),

و تمرکز پارامتر k > ۰ جهت، میانگین µ ∈ [۰, ۲π) آن در که

توزیع های است. v مرتبه از اول نوع اصلاح شده بسل تابع Iv
متغیر یک X اگر هستند. پرکاربرد داده ها این در نیز پوشانده

Θ = X(mod ۲π) ∈ [۰, ۲π) آنگاه باشد، خطی تصادفی

زیر به صورت چگالی تابع با آن پوشانده شده ی دایره ای متناظر

۲π پیمانه ی به حقیقی خط روی X تصادفی متغیر (هر است

به صورت را آن که می شود تبدیل ،Θ دایره ای، تصادفی متغیر به

که است این مانند عمل این می دهند. نشان Θ = X(mod ۲π)

(بچرخانیم)، بپوشانیم رادیان واحد به دایره روی را حقیقی خط

هم بر x = θ, θ ± ۲π, θ ± ۴π, · · · نقاط تمام این صورت در

می شوند): منطبق

fΘ(θ) =

∞∑
k=−∞

fX(θ + ۲kπ), θ ∈ [۰, ۲π).

توزیع های از دیگر یکی زیر چگالی با پوشانده کوشی توزیع

:[۷۰] است دایره ای

fΘ(θ;µ, ρ) =
۱

۲π
۱ − ρ۲

۱ + ρ۲ − ۲ρ cos(θ − µ)
,

بردار طول ρ ∈ [۰, ۱] و جهت میانگین µ ∈ [−π, π) آن در که

ρ = ۰ و می کند کنترل را داده ها تمرکز ρ پارامتر است. میانگین

دیگری که توزیع می دهد. به دست را دایره ای یکنواخت توزیع

با کاردیوئید توزیع می شود، استفاده دایره ای داده های برای بیشتر

:[۷۰] است زیر چگالی تابع

fΘ(θ;µ, ρ) =
۱

۲π
{۱ + ۲ρ cos(θ − µ)},

پارامتر ۰ ≤ ρ < ۱/۲ و مکان پارامتر µ ∈ [−π, π) آن در که

است. تمرکز

عددی مقادیر براساس خطی داده های ترتیب دایره ای: ترتیب

را خطی داده های از دنباله ای هر می شود. گرفته نظر در آنها

بیان راست خط یک روی بر داده ها این زیرا کرد، مرتب می توان

مشابه رویکردی است لازم نیز دایره ای داده های برای می شوند.

بین تفاوت مهم ترین این حال، با شود. پیشنهاد مرتب سازی برای

دایره ای داده های که است این خطی داده های و دایره ای داده های

ویژگی های دارای و می شوند داده نمایش واحد دایره ی یک روی

همواره دایره ای داده های در ترتیب شهودی، به طور هستند. تناوبی

هنگامی که می شود. توصیف پادساعت گرد و ساعت گرد جهت با

ترتیب این بگیریم، نظر در دایره محیط روی را داده نقطه  دو تنها

چرخاندن با را ترتیب پیش فرض به طور این رو، از نیست. یکتا



شده
فته

ذیر
پ

شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۵اندیشه

از ترتیب مثال، برای می کنیم. تعیین کوتاه تر کمان امتداد در نقاط

۳π/۲ تا π/۴ از ترتیب حالی که در است، ساعت گرد π/۲ تا π/۴

است. شده داده نشان ۲ شکل در که می باشد پادساعت گرد

.[۱۰۵] دایره ای داده های ترتیب :۲ شکل

دارند، قرار ۲π بازه ی در که دایره ای داده  دو بین ترتیب تعیین برای

است بدیهی می کنیم. مقایسه π با را داده نقطه ی دو بین اختلاف

اما است، مبدأ انتخاب از مستقل شد، تعریف بالا در که ترتیبی

معنا بدان ندارد. این تراگذری۴ خاصیت که است توجه شایان

به نمی توان اما کرد، مرتب را دایره ای داده ی دو می توان که است

برای داد. اختصاص رتبه مشاهده دو از بیش شامل دنباله یک

ترتیب است، ساعت گرد π تا π/۴ از ترتیب ۲ شکل در مثال،

۳π/۴ تا π/۴ از ترتیب اما است، ساعت گرد نیز ۳π/۲ تا π از

کمانی فاصله هنگامی که این، بر افزون می باشد. پادساعت گرد

نه و ساعت گرد نه θ۲ به θ۱ از ترتیب باشد، π برابر θ۲ و θ۱ بین

به وضعیت دو این ترکیب برای بنابراین، است. پادساعت گرد

از دایره ای، داده های تناوبی رفتار به توجه با داریم. نیاز تابع یک

استفاده بازمی گرداند، را باقی مانده مقدار که باقی مانده۵ عمل گر

.[۱۰۵] می کنیم

دو θ۱, θ۲ ∈ [۰, ۲π) کنید فرض ترتیب) (تابع .۱ .۲ تعریف

تعریف زیر به صورت h ترتیب تابع باشند. دایره ای داده ی

می شود:

h(θ۱, θ۲) =
[
(θ۱ − θ۲ + ۲π) mod ۲π

]
− π

=


θ۱ − θ۲ + π −۲π < θ۱ − θ۲ < ۰,

θ۱ − θ۲ − π ۰ ≤ θ۱ − θ۲ < ۲π.
(۱)

باشد، ساعت گرد θ۲ به θ۱ از ترتیب هنگامی که تابع، این در

باشد، پادساعت گرد θ۲ به θ۱ از ترتیب زمانی که و h(θ۱, θ۲) > ۰

است. h(θ۱, θ۲) < ۰

محوری داده های ۲ .۱ .۲

زمین شناسی، مانند علمی مطالعات برخی در معرفی:

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از اغلب محورها جهت گیری

سنگ ها، جهت گیری بررسی در یخچال شناسان نمونه، برای

یخچال های توسط رسوب گذاری شده صخره های یا ریگ ها

اصلی محور جهت گیری معمولا عقب نشینی،  حال در طبیعی

به می کنند. اندازه گیری را دست نخورده رسوبات از قطعه هر

می شود. گفته محوری۶ داده های محورها، از مشاهده هایی چنین

دارند تفاوت دایره ای داده های با جهت این از محوری داده های

تعریف را یکسان محوری جهت یک ψ + π و ψ زاویه دو که

این محوری داده های تحلیل برای استاندارد رویکرد می کنند.

به دست دایره ای داده های تا کنیم برابر دو را آنها زوایای که است

زوایای برای را نیاز مورد آماری خلاصه  نوع هر سپس آیند،

محور به دست آوردن برای پایان در و کرده محاسبه دوبرابرشده

زاویه ی میانه ی یا میانگین تقسیم با را نتیجه میانه، یا میانگین

.[۸۵] برگردانیم اولیه حالت به ۲ بر دوبرابرشده

طولی محور اولیه جهت گیری های محوری: داده های نمودار :۳ شکل
(نقاط آنها قرینه مقادیر و سیاه) (نقاط فلدسپات ورقه ی ۱۳۳

.[۸۵] خاکستری)

متغیر یک برای محوری: داده های برای توزیعی مدل های

تابع یک ،fΨ احتمال، چگالی تابع ،Ψ پیوسته محوری تصادفی
4Transitivity
5Modulus operator
6Axial data
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۶ و کریمی

و می شود ۱ آن انتگرال ،π به طول بازه هر برای که است نامنفی

بنابراین،  .fΨ(ψ+ π) = fΨ(ψ) یعنی است؛ π آن تناوب دوره

تابع اساس، این بر است. Ψ متعارف دامنه ی [۰, π) بازه ی

،۰ ≤ ψ < π ازای به FΨ(ψ) =
∫ ψ

۰ fΨ(t)dt تجمعی توزیع

[۶] سینگوپتا و آرنولد می کند. تصویر واحد بازه ی به را نیم دایره

آنگاه باشد، دایره ای تصادفی متغیر یک Θ اگر که دادند نشان

این رو، از است. محوری تصادفی متغیر یک Ψ = Θ(modπ)

چگالی تابع یک پوشاندن با را محوری احتمال چگالی توابع

به عبارت آورد. به دست می توان [۰, π) بازه ی روی بر دایره ای

محوری چگالی آن گاه باشد، دایره ای چگالی یک fΘ اگر دیگر،

است: زیر به صورت آن از به دست آمده

fΨ(ψ) = fΘ(ψ) + fΘ(ψ + π), ۰ ≤ ψ < π.

با محوری فون میزس توزیع محوری،  توزیع های مهم ترین از یکی

است: زیر احتمال چگالی تابع

fΨ(ψ) =
۱

πI۰(k)
exp (k cosh(ψ − µ)) , (۲)

توزیع های از دیگر یکی است. ۰ ≤ µ < π و k ≥ ۰ آن در که

چگالی تابع با محوری پوشانده ی کوشی توزیع پرکاربرد، محوری

است: زیر

fΨ(ψ) =
۱
π

۱ − k۴

۱ + k۴ − ۲k۲ cos(۲(ψ − µ))
, (۳)

در چگالی تابع دو هر .۰ ≤ µ < π و ۰ ≤ k < ۱ آن در که

هستند متقارن ،µ مکان، پارامتر یک حول (۳) و (۲) رابطه های

چگالی دو هر باشد، k = ۰ هنگامی که است. شکل پارامتر k و

می شوند تبدیل ،fΨ(ψ) = ۱/π محوری، یکنواخت چگالی به

.[۷۴]

استوانه ای داده های ۳ .۱ .۲

بخش دو از که هستند مشاهداتی استوانه ای۷ داده های معرفی:

اغلب که زوایا) از (مجموعه ای جهتی بخش شده اند: تشکیل

عدد یک معمولا (که خطی بخش و دارد دایره ای ماهیت

اصطلاحات به کارگیری دلیل ساختار، این است). مثبت حقیقی

«دایره ای‑خطی» یا جهتی‑خطی» «داده های برای جایگزین

نشأت داده ها این خاص دامنه از «استوانه ای» نام .[۱] است

به عنوان می توان را خطی و زاویه ای داده جفت یک زیرا می گیرد،

داده هایی چنین .[۶۰] کرد توصیف استوانه یک روی بر نقطه ای

شامل معمول نمونه های می شوند. دیده طبیعی علوم در معمولا

هوا، دمای یا باد سرعت مانند اقلیمی متغیرهای سایر و باد جهت

و موج جهت یا پیموده شده مسافت و حیوان یک حرکت جهت

هستند. موج ارتفاع

واحد. استوانه یک سطح روی داده ها نمایش :۴ شکل

چگالی تابع استوانه ای: داده های برای توزیعی مدل های

تابع ،(Θ, X) دایره ای‑خطی، بردار یک برای fΘ,X احتمال

چگالی این می شود. تعریف استوانه یک روی بر که است نامنفی

که معنا این به است،  ۲π تناوب دوره دارای دایره ای بعد در

fΘ,X(θ, x) = fΘ,X(θ + ۲kπ, x), k ∈ Z,Θ ∈ R,

یک با برابر ،θ۰ ∈ R ،(θ۰, θ۰ + ۲π) × R روی آن انتگرال و

نیز FΘ,X دومتغیره تجمعی توزیع تابع که است بدیهی است.

برای (۲kπ, x) نقاط در و بوده ۲π تناوب دارای دایره ای بعد در

استوانه ای داده های برای .[۱۲] دارد ناپیوستگی x ∈ R و k ∈ Z

به می توان جمله آن از که است شده ارائه زیادی مدل های

استوانه ای توزیع های و ماردیا‑ساتون نوع استوانه ای توزیع های

مراجعه ویردیبوت و لی کتاب (به کرد اشاره جانسون‑وهرلی نوع

جانسون‑وهرلی توزیع های خانواده به اینجا در .([۶۴] شود

روی تصادفی بردار یک (Θ, X) کنید فرض می کنیم. اشاره [۴۵]

توأم احتمال چگالی تابع این صورت، در باشد. S۱ × R استوانه

است: چنین تصادفی بردار این

fΘ,X(θ, x) = ۲πg(۲π[FΘ(θ)±FX(x)])fΘ(θ)fX(x), (۴)

چگالی توابع ترتیب به fX و fΘ ،x ∈ R ،θ ∈ [−π, π) آن در که
7Cylindrical data
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یک g و آنها با متناظر توزیع توابع FX و FΘ ،X و Θ احتمال

حالت های [۴۵] وهرلی و جانسون است. دایره روی چگالی تابع

توزیع دارای X آن در که کردند بررسی را خانواده این از خاصی

فون میزس توزیع یا دایره ای یکنواخت توزیع دارای Θ و نرمال

[۳۹] ایشام و ۱۹۷۷ سال در [۴۴] وهرلی و جانسون است.

بودند. کرده استفاده مشابه ساختارهای از قبلا ۱۹۷۷ سال در

تحلیل برای مدل این از دیگری شکل های اخیر، سال های در

،[۱۳] بادی انرژی تحلیل مانند حوزه هایی در استوانه ای داده های

شده گرفته به کار [۸۹] تصاویر پردازش و [۹۸] اقیانوس مهندسی

است.

چنبره ای داده های ۴ .۱ .۲

بعدی دو جهتی داده های از نوعی چنبره ای۸ داده های معرفی:

چنین در مشاهده هر هستند. (زاویه ای) دایره ای متغیر دو شامل

چنبره،  یک سطح روی بر نقطه یک به صورت می توان را داده هایی

این داد. نمایش فضا،  در دایره یک دوران از حاصل سطح یعنی

(دایره ای) زاویه ای پدیده دو که می آیند پدید زمانی داده ها نوع

صبح در باد جهت مانند می شوند؛ اندازه گیری هم زمان به صورت

زمان (نظیر متوالی زیستی چرخه دو وقوع زمان ظهر، از بعد و

ژن های موقعیت یا روز) طول در بدن دمای یا خون فشار قله های

.[۳۸] دایره ای ژنوم های در همتا

چنبره ی یک سطح روی دایره ای‑دایره ای داده های نمایش :۵ شکل
.[۷۵] واحد

توزیع های مشابه چنبره ای: داده های برای توزیعی مدل های

دایره ای‑ متغیر یک برای fΘ۱,Θ۲ احتمال چگالی تابع استوانه ای،

یک سطح روی بر که است نامنفی تابع ،(Θ۱,Θ۲) دایره ای،

دارای خود بعد دو هر در تابع این می شود. تعریف ،S۲ چنبره،

یعنی است، ۲π تناوب دوره

fΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) = fΘ۱,Θ۲(θ۱+۲kπ, θ۲+۲jπ), k, j ∈ Z, θ۱, θ۲ ∈ R,

با برابر ،(θ۱, θ۱ +۲π)× (θ۲, θ۲ +۲π) ناحیه روی آن انتگرال و

FΘ۱,Θ۲ دومتغیره تجمعی توزیع تابع که است بدیهی است. یک

(θ۱, ۲kπ) نقاط در و بوده ۲π تناوب دوره دارای بعد هردو در نیز

مدل ساده ترین .[۱۲] دارد ناپیوستگی ،k ∈ Z برای (۲kπ, θ۲) و

روی دومتغیره پیوسته یکنواخت توزیع چنبره ای، داده های برای

:[۸۵] است زیر چگالی تابع با چنبره

fΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) =
۱

۴π۲ , ۰ ≤ θ۱, θ۲ < ۲π,

با مستقل و پیوسته تصادفی متغیر دو توأم چگالی تابع که

در [۶۷] ماردیا است. دایره ای یکنواخت حاشیه ای توزیع های

پیشنهاد فون میزس نوع از دیگری چنبره ای توزیع ۱۹۷۵ سال

توزیع های خانواده ۱۹۸۰ سال در [۱۰۴] جانسون و وهرلی کرد.

معرفی زیر چگالی با دومتغیره دایره ای توزیع های برای را کلی تری

کردند:

fΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) = ۲πfΘ۱(θ۱)fΘ۲(θ۲)g(۲π[FΘ۲(θ۲)

− qFΘ۱(θ۱)]), (۵)

تابع و حاشیه ای احتمال چگالی به ترتیب FΘj
و fΘj

آن در که

چگالی یک g و (j = ۱, ۲) Θj برای حاشیه ای تجمعی توزیع

منفی یا مثبت وابستگی q = ±۱ و است دایره ای پیونددهنده ی

حالت های [۴۸] همکاران و جونز می کند. تعیین را متغیر دو بین

[۵۵] پیوسی و کاتو کردند. مطالعه را (۵) خانواده از خاصی

تابع دارای که کردند بررسی را (۵) خانواده  از خاصی حالت

و تک مدی ویژگی های دارای و بوده بسته فرم با احتمال چگالی

همگی آن شرطی و حاشیه ای توزیع های و است نقطه ای تقارن

هستند. پوشانده کوشی نوع از
8Toroidal data
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۸ و کریمی

کروی داده های ۵ .۱ .۲

را سه بعد در جهت ها بعد، دو در جهت ها با مشابه معرفی:

با زمین سطح روی نقاط نمایش به (شبیه زاویه دو با می توان

در واحد بردارهای به صورت یا آن ها)، جغرافیایی عرض و طول

،(S۳) واحد کره یک سطح روی نقاطی به صورت یا و بعد سه

«داده های را بعد سه در جهتی داده های این رو، از داد. نمایش

یک روی داده ها جهت، سه از بیش تر (برای می نامند نیز کروی»۹

.[۴۱] می شوند) داده نمایش ابرکره۱۰

مغناطیس اندازه گیری های به مربوط داده های کروی نمودار :۶ شکل
.[۶۴] استرالیا از منطقه ای در رسی سنگ های لای در باقی مانده

شناخته شده ترین کروی: داده های برای توزیعی مدل های

روی ۱
Ad−۱

چگالی با یکنواخت کروی، توزیع توزیع ساده ترین و

گاما تابع Γ و Ad−۱ = ۲πd/۲/Γ(d/۲) آن در که است Sd−۱

.[۶۴] می شود) استفاده ابرکره اصطلاح از d ≥ ۴ (برای است.

هیچ و دارند برابر احتمال جهت ها تمام کروی یکنواخت توزیع در

چرخش تبدیل های تحت توزیع این ندارد. وجود ترجیحی جهت

به نیز توزیع شوند، داده انتقال معین مقدار یک به داده ها (اگر

و است) یکنواخت توزیع یک مجدداً و می کند تغییر مقدار همان

داده های اغلب حال، این با است. ناوردا توزیع) (دوران بازتاب

جهت چند یا یک حول تمرکز الگوی دارای جهت دار واقعی

.[۷۰] دارند غیریکنواخت مدل های به نیاز و هستند مشخص

فیشر‑فون میزس‑ توزیع غیریکنواخت،  کروی مدل های از یکی

کروی همتای (که است زیر چگالی تابع با ۱۱(FvⅯⅬ) لانژوان

:[۶۴] است) چندمتغیره نرمال توزیع

fΞ(ξ;µ, k) =
(k۲ )

d/۲−۱

۲πd/۲Id/۲−۱(k)
ekξ

′µ, (۶)

و تمرکز پارامتر k ≥ ۰ جهت،  میانگین بردار µ ∈ Sd−۱ آن در که

است. d/۲−۱ مرتبه و اول نوع از اصلاح شده بسل تابع Id/۲−۱

و است µ مکان پارامتر حول تک مد (۶) رابطه در چگالی تابع

حدی حالت در می شود. تنظیم k ≥ ۰ توسط مد حول آن تمرکز

d = ۲ حالت می کند. میل کروی یکنواخت توزیع به k → ۰

و [۲۴] فیشر چگالی d = ۳ حالت ،[۱۰۲] فون میزس چگالی

دیگر از می دهد. به دست را [۶۴] لانژوان چگالی های کلی dحالت

فیشر‑واتسون، کنت، توزیع های به می توان کلاسیک مدل های

آخر،  مدل دو که کرد اشاره واتسون و بینگهام بینگهام‑ماردیا،

اخیر،  سال های در .[۷۰] هستند محوری داده های برای مدل هایی

کتاب (به است شده چرخشی متقارن توزیع های به بیشتری توجه

کنید). مراجعه [۶۴] ویردیبوت و لی

آن ویژگی های و مفصل ۲ .۲

است: مفصل یک زیر ویژگی های با C : [۰, ۱]۲ → [۰, ۱] تابع

و C(۱, v) = v ،C(u, ۱) = u ،u, v ∈ [۰, ۱] هر برای .۱

.C(u, ۰) = C(۰, v) = ۰

:v۱ ≤ v۲ ،u۱ ≤ u۲ که u۱, u۲, v۱, v۲ ∈ [۰, ۱] هر برای .۲

C(u۲, v۲)−C(u۲, v۱)−C(u۱, v۲) +C(u۱, v۱) ≥ ۰.

تابع یک FX,Y که کنید فرض اسکلار) (قضیه .۲ .۲ قضیه

باشد. FY و FX حاشیه ای توزیع توابع با دومتغیره توأم توزیع

تمام برای به طوری که دارد وجود C مفصل یک این صورت، در

،x, y ∈ R۲

FX,Y (x, y) = C (FX(x), FY (y)) . (۷)

مفصل آنگاه باشند، پیوسته FY و FX حاشیه ای توزیع توابع اگر

توابع FY و FX و مفصل یک C اگر برعکس، است. یکتا C
9Spherical Data
10Hypersphere
11Fisher-von Mises-Lavgevin
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۹اندیشه

تابع یک ،(۷) رابطه در FX,Y تابع آنگاه باشند، یک متغیره توزیع

است. FY و FX حاشیه های با دومتغیره توأم توزیع

پرکاربرد ابزاری به را آن اسکلار، قضیه در مفصل ویژگی های

و هیدرولوژی بیمه، مالی، چندمتغیره، آمار در مدل سازی برای

بردار توأم احتمال چگالی تابع می کنند. تبدیل محیطی علوم

از استفاده با می توان را پیوسته تصادفی متغیرهای از (X,Y )

آورد: به دست زیر به صورت مفصل

fX,Y (x, y) = c(FX(x), FY (y))fX(x)fY (y), (۸)

چگالی توابع نشان دهنده ی به ترتیب fY (y) و fX(x) آن در که

چگالی c(u, v) = ∂۲C(u,v)
∂u∂v و هستند Y و X حاشیه ای احتمال

صدق زیر فرشه‑هافدینگ کران های در مفصل هر است. مفصل

:[۷۹] می کند

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v),

W (u, v) = max(u + v − و M(u, v) = min(u, v) توابع که

مفصل دیگر معروف مفصل های از یکی هستند. مفصل نیز ۱, ۰)

است: زیر چگالی با استقلال

Π(u, v) = uv.

رتبه های و (Xi, Yi) تصادفی نمونه یک براساس .۳ .۲ تعریف

تعریف زیر به صورت تجربی مفصل ،i = ۱, · · · , n ،(Ri, Si)

:[۳۱] می شود

Cn(u, v) =
۱
n

n∑
i=۱

I
( Ri
n+ ۱

≤ u,
Si

n+ ۱
≤ v

)
, (۹)

است. نشانگر تابع I(·) آن در که

داشته دایره ای ماهیت تصادفی متغیرهای از یکی هنگامی که

رتبه های تعیین برای اما کرد، دنبال را رویه همان می توان باشد،

در داشت. خواهیم مرجع یک نقطه به نیاز دایره ای، متغیر

حال، این با می گیریم. نظر در −π را مرجع نقطه مقاله، این

است، نامناسب جهتی داده های برای خطی مفصل های کاربرد

در خطی داده های بین وابستگی براساس مفصل ها این زیرا

جهتی، داده های در حالی که در شده اند؛ طراحی اقلیدسی فضای

داده های در مثال، برای هستند. تناوبی ماهیت دارای مقادیر

می دهند نشان را واحد نقطه یک واقع در ۲π و ۰ زوایای دایره ای،

خطی مفصل شوند. گرفته نظر در برابر کاملا باید بنابراین و

نتیجه گیری به منجر که نمی گیرد نظر در را تناوبی پیوستگی این

داده هایی چنین تحلیل برای دلیل، همین به می شود. نادرست

نمود. استفاده جهتی داده های برای مناسب مفصل های از باید

دایره ای‑خطی مفصل های ۳

کاربردها و توسعه ۱ .۳

می شوند، داده نشان CΘ,X با که دایره ای‑خطی مفصل های

حاشیه ای توزیع های ویژگی های گرفتن نظر در با می توانند

(ویژگی زیر شرط به گونه ای که شوند، تعریف نیز دایره ای

باشد: برقرار آنها چگالی برای تناوبی بودن)
cΘ,X(۰, v) = cΘ,X(۱, v), ∀v ∈ [۰, ۱], (۱۰)

(Θ, X) با متناظر دایره ای‑خطی مفصل چگالی cΘ,X آن در که

چگالی های با دایره ای‑خطی چگالی تابع بنابراین،  است.

می شود: تعریف زیر به صورت fX ،fΘ حاشیه ای احتمال

fΘ,X(θ, x) = cΘ,X
(
FΘ(θ), FX(x)

)
fΘ(θ)fX(x), (۱۱)

.x ∈ R و θ ∈ [۰, ۲π) آن در که

آماری ادبیات در ۱۹۷۰ دهه از دایره ای‑خطی مفصل های

بوده اند. مطرح [۴۵ ،۴۴] وهرلی و جانسون آثار در جمله از

آنها اما نمی رفت،  به کار «مفصل» واژه هنوز زمان آن در هرچند

فرناندز‑ بار، نخستین برای بودند. ساخته مفصل یک عمل در

برای «مفصل»  واژه از خود مقاله در ۲۰۰۴ سال در [۲۲] دوران

استفاده خطی و دایره ای متغیرهای بین وابستگی مدل سازی

چارچوب در را (۴) جانسون‑وهرلی توزیع ساختار ایشان کرد.

زیر به صورت و شناسایی (۱۱) رابطه به ویژه مفصل توابع نظریه

کرد: بازنویسی

fΘ,X(θ, x) = ۲πcΘ,X(۲π(FΘ(θ)± FX(x))))

× fΘ(θ)fX(x), (۱۲)
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۱۰ و کریمی

به صورت مفصل چگالی یک cΘ,X آن در که

cΘ,X(u, v) = ۲πg(۲π(u± v)), (۱۳)

است. [۰, ۲π) بازه در دایره ای تصادفی متغیر یک چگالی g و

دایره ای‑خطی مفصل یک چگالی های از خانواده ای (۱۳) رابطه

می دهند. نشان را خطی بعد v و دایره ای بعد u آن در که است

مدل سازی و بررسی به مفصل مبنا مدل این از استفاده با نویسنده

این در پرداخت. مکزیکوسیتی در زمین سطح در ازن غلظت

آلودگی میزان و دایره ای متغیر به عنوان روز ساعت تحقیق،

[۲۱] فرناندز‑دوران شدند. گرفته نظر در خطی متغیر به عنوان

رابطه بررسی برای را (۱۳) رابطه در مفصل نیز ۲۰۰۷ سال در

بردند. به کار مکزیکوسیتی شهر در باد جهت و ازن غلظت بین

نمود معرفی را کروی مفصل یک ۲۰۰۹ سال در [۵۲] کاتو

دارد. نیز را چنبره ای و استوانه ای داده های به تعمیم قابلیت که

خواهد پرداخته کروی» «مفصل های بخش در مفصل این به

ضمن ۲۰۱۳ سال در [۲۹] همکاران و گارسیو‑پورتوگوس شد.

وهرلی،  و جانسون مفصل نام به (۱۳) رابطه مفصل نام گذاری

از خانواده ای  ،[۷۹] نلسن کتاب (۵ − ۲ − ۳) نتیجه مبنای بر

مفصل کردند. معرفی را دو۱۲ مرتبه دایره ای‑خطی مفصل های

هستند: زیر به صورت خانواده این متناظر چگالی و

CΘ,X(u, v) = uv + α sin(۲πu)v(۱ − v),

cΘ,X(u, v) = ۱ + ۲πα cos(۲πu)(۱ − ۲v),
(۱۴)

بوسیله مفصل ها از خانواده این .|α| ≤ (۲π)−۱ آن در که

مفصل از انحراف میزان بیانگر که می شود پارامترسازی α پارامتر

برای ممکن روش یک است. α = ۰ با متناظر استقلال

با مفصل یک ترکیب دایره ای‑خطی، جدید مفصل های ساخت

هر برای مثال، به عنوان .[۷۹] است دیگر مناسب مفصل های

آمیخته ی ،c̃ دلخواه مفصل چگالی

cΘ,X(u, v) =
۱
۴
(
c̃(u, v) + c̃(۱ − u, v)

+ c̃(u, ۱ − v) + c̃(۱ − u, ۱ − v)
)
, (۱۵)

cΘ,X(۰, v) = آن در که می سازد جدیدی مفصل چگالی

مفصل به عنوان (۱۵) رابطه آمیخته ی مفصل .cΘ,X(۱, v)

و همچنین، گارسیو‑پورتوگوس می شود. شناخته c̃ بازتاب یافته

،(۱۳)) خانواده سه هر برای ناپارامتری مدل یک [۲۹] همکاران

و حاشیه ای توزیع های هم آن در که دادند پیشنهاد ((۱۵) ،(۱۴)

برآوردگرهای از استفاده با مختلف، حالت های در مفصل ها هم

حال، این با می شوند. زده تقریب هسته ای چگالی ناپارامتری

تقارن ساختار دارای استفاده شده مفصل که کردند خاطرنشان آنها

آن کارایی ارزیابی برای مناسبی آزمون های که است ویژه ای

و کارنیسرو ندارند. وجود متغیرها بین وابستگی توصیف در

انعطاف پذیری ناپارامتری روش ۲۰۱۳ سال در [۱۲] همکاران

خطی و دایره ای متغیرهای بین وابستگی روابط برآورد برای را

استوار [۹۰] برنشتاین تجربی مفصل پایه بر که کردند معرفی

است: زیر به صورت آنها ارائه شده مفصل چگالی است.

cΘ,X(u, v) =

K∑
j۱=۱

K∑
j۲=۱

pj۱,j۲β(u|j۱, k − j۱ + ۱)

× β(v|j۲, k − j۲ + ۱), (۱۶)

حجم سوم ریشه از که است برنشتاین مفصل مرتبه K آن در که

و بتا توزیع چگالی تابع β(·; ·, ·) ،[۹۰] می آید به دست نمونه

با است برابر pj۱,j۲ آمیختگی ضریب

pj۱,j۲ =
۱
n

n∑
i=۱

I
(j۱ − ۱

k
< F̂Θ(θ۱) ≤

j۱

k
,
j۲ − ۱
k

< F̂X(xi) ≤
j۲

k

)
, j۱, j۲ = ۱, · · · , k (۱۷)

داشتن برای هستند. نشانگر تابع I و نمونه حجم n آن در که

شرط های باید ضریب این ،(۱۰) رابطه تناوبی ویژگی

p̃۱j۲ = p̃kj۲ = (pij۲ + pkj۲)/۲

داشته j ̸= ۱, k برای را p̃j۱j۲ = pj۱j۲ و j۲ = ۱ · · · , k برای را

برآورد و (۱۱) رابطه  در مفصل چگالی این قراردادن با باشد.

دومتغیره برنشتاین چگالی آن، متناظر چگالی های و FX و FΘ

وابستگی ساختار نوع هر است قادر روش این می آید. به دست

و بررسی به آنها مقاله، این در کند. برآورد و زده تقریب را

میزان و دایره ای) (متغیر باد جهت داده های بین وابستگی تحلیل

پرداختند. خطی) (متغیر بارندگی
12Quadratic section
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۱اندیشه

۱۳JⅭⅬⅯⅯ به نام مدلی ۲۰۱۷ سال در [۸۹] همکاران و روی

خوشه بندی برای متناهی آمیخته ی مدل یک که کردند پیشنهاد

بین رابطه توصیف برای مدل، این در است. استوانه ای داده های

یک در خطی) (متغیر رنگ۱۵ خلوص و دایره ای) (متغیر فام۱۴

استفاده (۱۳) رابطه دایره ای‑خطی مفصل از تصویر، پیکسل

توزیع چگالی از g تابع جای به مفصل این در است. شده

ماکسیمم روش با آن پارامترهای که شده استفاده فون میزس

میانگین پایه بر و [۱۶] ۱۶EⅯ الگوریتم قالب در درستنمایی

دادن قرار با می شوند. برآورد خوشه هر دایره ای تمرکز بردار و

یک ،(۴) رابطه جانسون‑وهرلی توزیع در آمده به دست تابع

آوردند به دست رنگ خلوص و فام متغیرهای برای توأم توزیع

پوست،  تصاویر در پسوریازیس پلاک های بخش بندی برای و

نیز ۲۰۱۷ سال در [۷۳] همکاران و میندوزا‑تورس گرفتند. به کار

(متغیر جهت بین وابستگی برنشتاین،  مفصل های از استفاده با

را گاز و نفت مخازن در شکاف ها خطی) (متغیر طول و دایره ای)

می شدند. گرفته نظر در مستقل به صورت قبلا که کردند مدل سازی

و جهت بین معناداری وابستگی که دادند نشان مثال هایی با آنها

بازتولید به قادر آنها پیشنهادی روش و دارد وجود شکاف ها طول

است. شکاف گسسته شبکه ی مدل های در وابستگی این

برای روشی ۲۰۱۸ سال در [۹۱] همکاران و سرمینتو

ارائه باد جهت و سرعت دومتغیره زمانی سری های شبیه سازی

برای برنشتاین تجربی مفصل از آنها روش، این در کردند.

سرعت زمانی سری های بین غیرخطی وابستگی های مدل سازی

رابطه برنشتاین مفصل در آنها نمودند. استفاده باد جهت و

وابسته که بردند به کار را t۱, t۲ اندیس های ،j۱, j۲ به جای (۱۶)

در موجود وابستگی توانست رویکرد این هستند. زمان به

فرض بر مبتنی و سنتی روش های به نسبت را واقعی داده های

۲۰۱۹ سال در [۶۱] لگونا کند. بازتولید به خوبی نرمال بودن،

سری های بخش بندی برای ۱۷(HMM) پنهان مارکوف مدل یک

پنهان رده های از محدودی تعداد بر مبتنی استوانه ای زمانی

مرتبط مفصل بر مبتنی استوانه ای چگالی های با که کرد پیشنهاد

می دهد ارائه محاسبه قابل و مفید رویکرد یک مدل این است.

زمانی خودهمبستگی و دایره ای‑خطی همبستگی هم زمان که

است: زیر به صورت ارائه شده مدل می گیرد. نظر در را داده ها

zt = (θt, xt) ،z = (zt, t = ۱, ۲, · · · , T ) کنید فرض

که کنید فرض همچنین، باشد. استوانه ای زمانی سری یک

وضعیت K با پنهان مارکوف زنجیره یک بوسیله داده ها توزیع

(وابسته نهفته کلاس های نمایانگر زنجیره این می شود. توصیف

u = (ut, t = دنباله ی به صورت می تواند و است زمان) به

به صورت Kجمله ای توزیع با تصادفی متغیرهای از ۱, · · · , T )

برنولی متغیر به طوری که شود،  تعریف ut = (ut۱, · · · , utK)

است. t زمان در i‑ام کلاس در عضویت نشان دهنده ی ti‑ام
که می شود کامل فرض این با پنهان مارکوف مدل مشخصه ی

یکدیگر از مارکوف، زنجیره ی تحقق بر شرطی کردن با مشاهدات، 

توجه با مشاهده شده فرایند شرطی توزیع نتیجه، در مستقل اند.

قابل زیر چگالی به صورت که دارد ضربی شکل نهفته، فرایند به

است: بیان

f(z|u;η۱, · · · ,ηk) =
T∏
t=۱

K∏
k=۱

fq(zt;ηk)
utk ,

مربوط استوانه ای چگالی های f(z;η), k = ۱, · · · ,K آن در و

ηk = (αk, βk, γk) پارامتر بردار با و هستند (۴) رابطه به

بین وابستگی تحلیل برای مدل این می شوند. مشخص

داده مجموعه یک برای موج ارتفاع و موج جهت متغیرهای

.[۶۱] است شده برده به کار واقعی

۲۰۱۹ سال در [۳۳] مونتیس‑ایتوریزاگو و هردیا‑زاونی

در جهتی محیط زیستی ترازهای محاسبه برای جدیدی چارچوب

مفصل های از آنها کردند. ارائه عمیق، دریاهای و اقیانوس ها

توأم احتمال توزیع مدل سازی برای سه بعدی (درختی)۱۸ واین

قله طیفی تناوب دوره و موج ارتفاع (مانند خطی متغیرهای

باد) یا موج جهت (مانند دایره ای متغیرهای شرط به موج)
13Joint circular-linear mixture model
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۱۲ و کریمی

مفصلی مدل دو از استفاده روش،  این هسته نمودند. استفاده

جانسون‑ مدل بود. وابستگی ساختار برای دایره ای‑خطی

رابطه در که دو مرتبه مفصل و (۱۳) رابطه چگالی تابع با وهرلی

است. شده بیان (۱۴)

تبدیلات مبنای بر را خود مقاله ریاضی چارچوب آنها

با ابتدا نهادند. بنا (درختی) واین مفصل های و روزنبلات

برای را  حاشیه ای شرطی توزیع های روزنبلات تبدیلات از استفاده

دایره ای متغیر یک و
(
X = (X۱, X۲, · · · , Xd)

)
خطی متغیر d

بررسی دایره ای متغیر یک و خطی متغیر دو برای سپس و (Θ)

را CΘ,X,Y (u, v, w) سه متغیره مفصل کار، این برای نمودند.

و v = FX(x) ،u = FΘ(θ) آن در که گرفتند نظر در طوری

هستند. w = FY (y)

در حاشیه ای شرطی توزیع های به دست آوردن آن جایی که از

X ،Θ متغیره سه مفصل شناخت مستلزم روزنبلات تبدیلات

بنابراین،  نیست. ساده چندان روش این با کار است، Y و

توزیع های ساخت برای (درختی) واین مفصل فرمول بندی از

در نمودند. استفاده جایگزین رویکرد یک به عنوان چندمتغیره

مفصل های از استفاده با چندمتغیره توزیع های رویکرد،  این

مزیت می شوند. ساخته سازنده،  بلوک های به عنوان دومتغیره

چندمتغیره توزیع های فراهم آوردن در انعطاف پذیری رویکرد،  این

زوج های بین وابستگی که است دومتغیره ای مفصل های طریق از

برای کارآمدی روش های و می کنند مدل را تصادفی متغیرهای

است. دسترس در آنها برآورد

f(y|x) شرطی چگالی (درختی)،  واین مفصل رویکرد در

می شود: بیان زیر به صورت دومتغیره شرطی مفصل های برحسب

f(y|x) = cy,xj |x−j

(
F (y|x−j), F (xj |x−j)

)
× f(y|x−j), (۱۸)

بردار x−j ،x بردار از دلخواه انتخاب شده مؤلفه یک xj آن در که

شرطی دومتغیره مفصل چگالی cy,xj |x−j
و xj مؤلفه بدون x

و Y و X خطی متغیر دو حال هستند. x−j شرط به xj و y

داریم، (۱۸) رابطه به بنا بگیرید. نظر در را Θ دایره ای متغیر

fX|Θ(x|θ) = cΘ,X
(
FΘ(θ), FX(x)

)
fX(x), (۱۹)

fY |Θ(y|θ) = cΘ,Y
(
FΘ(θ), FY (y)

)
fY (y), (۲۰)

fY |X,Θ(y|x, θ) = cX,Y |Θ
(
FX|Θ(x|θ), FY |Θ(y|θ)

)
× fY |Θ(y|θ). (۲۱)

وابستگی هستند: دومتغیره مفصل سه شامل (۲۱−۱۹) روابط

مفصل های توسط دایره ای متغیر و خطی متغیر هر بین زوجی

وابستگی و CΘ,Y

(
FΘ(θ), FY (y)

)
و CΘ,X

(
FΘ(θ), FX(x)

)
توسط دایره ای متغیر بر مشروط خطی متغیر دو بین

می شوند. مشخص CX,Y |Θ
(
FX|Θ(x|θ), FY |Θ(y|θ)

)
مفصل

به صورت Θ = θ شرط به Y و X شرطی حاشیه ای توزیع های

می آیند: به دست زیر

FX|Θ(x|θ) = CX|Θ(v|u) =
∂CΘ,X(u, v)

∂u
,

FY |Θ(y|θ) = CY |Θ(w|u) =
∂CΘ,Y (u,w)

∂u
,

توزیع و w = FY (y) ،v = FX(x) ،u = FΘ(θ) آن در که

می شود: محاسبه زیر به صورت FY |X,Θ(y|x, θ) حاشیه ای شرطی

FY |X,Θ(y|x, θ) =
∂CX,Y |Θ(vθ, wθ)

∂vθ
,

است. wθ = FY |Θ(y|θ) ، vθ = FX|Θ(x|θ) آن در که

داده های مدل سازی ۲۰۲۱ سال در [۱۰۳] همکاران و وانگ

گسترش (درختی) واین مفصل های از استفاده با را استوانه ای

یک و خطی متغیر دو مدل سازی برای را زیر مدل آنها دادند.

نهادند: نام ۱۹Ⅽ−Ⅼ−Ⅼ را آن و نمودند ارائه دایره ای متغیر

cΘ,X,Y [FΘ(θ), FX(x), FY (y)] = cΘ,X [FΘ(θ), FX(x)]

× cΘ,Y [FΘ(θ), FY (y)]cX,Y |Θ[FX|Θ(x|θ), FY |Θ(y|Θ)],

توزیع های و پرداختند مفصل چگالی این ویژگی های بررسی به و

در جانسون‑وهرلی مفصل برای را آن در استفاده شده شرطی

مفصل چگالی و (۱۴) رابطه در دو مرتبه مفصل ،(۱۳) رابطه

به آنها همچنین، کردند. محاسبه نیز (۱۶) رابطه در برنشتاین

و باد باد، سرعت جهت سالانه مشاهدات بین وابستگی تحلیل
19Circular-linear-linear model
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۳اندیشه

جیانگیین پل سازه سلامت پایش سیستم طریق از که هوا دمای

پرداختند. فوق مدل از استفاده با بودند، شده جمع آوری چین

مهم مقالات از یکی ۲۰۲۱ سال در [۳۴] فیبرگ و هودل

مقاله، این در نوشتند. دایره ای‑خطی مفصل های حوزه در را

تصادفی متغیرهای برای را دایره ای‑خطی مفصل چندین آنها

هدف کردند. ارائه متقارن، دایره ای بعد در و همبسته استوانه ای

آن در که بود گسسته زمان در حیوانات حرکت مدل سازی آنها

دایره ای) (متغیر چرخش۲۱ زاویه و خطی) (متغیر گام۲۰ طول

معمولا چرخش زاویه توزیع و دارند همبستگی یکدیگر با اغلب

چپ به ذاتی تمایل حیوانات (یعنی است متقارن صفر حول

حاشیه ای توزیع متقارن بودن فرض ندارند). پیچیدن راست یا

دایره ای‑ مفصل چگالی که است این معادل صفر حول دایره ای

کند: صدق زیر شرط در یعنی باشد،  متقارن u = ۱
۲ حول خطی

CΘ,X(u, v) = v − CΘ,X(۱ − u, v),

cΘ,X(u, v) = cΘ,X(۱ − u, v), ∀u, v ∈ [۰, ۱].
(۲۲)

متقارن دایره ای‑خطی مفصل های ساخت به ادامه، در آنها

در [۲۹] همکاران و گارسیو‑پورتوگوس پژوهش و پرداختند

دادند. گسترش را دو مرتبه مفصل های ساخت چگونگی

،[۷۹] نلسن کتاب (۱۳ − ۲ − ۳) رابطه اساس بر علاوه براین،

مرتبه مفصل های و کردند معرفی نیز را سه۲۲ مرتبه متقارن مفصل 

نام گذاری ویژه۲۳» بخش های با «مفصل هایی را سه مرتبه و دو

زیر به صورت آنها توسط معرفی شده سه مرتبه مفصل نمودند.

است:

CΘ,X(u, v) = v(۱ − v)
[
α sin(۲πu)(۱ − v)

− β sin(۲πu)v
]
,

cΘ,X(u, v) = ۱ + ۲πα cos(۲πu)(۱ − ۴v + ۳v۲)

+ ۲πβ cos(۲πu)(۲v − ۳v۲),

و دو مرتبه مفصل های .α, β ∈
[
− ۱/۲π, ۱/۲π

]
آن در که

که است یادآوری قابل هستند. (u به (نسبت متقارن سه مرتبه

مدل) خطی (بعد v به نسبت دایره ای‑خطی مفصل های مرتبه

دایره ای‑خطی مفصل های ساخت برای آنها می شود. ارزیابی

دیگر روش یک به عنوان را خطی مفصل های ترکیب متقارن، 

خطی مفصل های ویژگی دو از راستا، این در کردند. معرفی

:[۷۹] می شود استفاده

است. مفصل یک نیز مفصل چند محدب خطی ترکیب •

به نسبت c(u, v) مفصل یک چگالی متعامد بازتاب های •

است. مفصل چگالی یک نیز v = ۱
۲ یا u = ۱

۲ خطوط

آنها به ادامه در که می شود انجام شیوه دو به مفصل ها ترکیب

می پردازیم:

موارد برخی در بازتابی۲۴: مفصل های خطی ترکیب .۱

با دوران هایی به صورت می توان را متعامد بازتاب های خاص،

مفصلی است متداول بنابراین، گرفت. نظر در π
۲ از مضرب هایی

آمده به دست u = ۱
۲ خط امتداد در C مفصل بازتاب از که را

عنوان با معمولا مفصل هایی چنین دهیم. نشان Cπ
۲

با است،

و چگالی .[۳۴] می شوند شناخته دوران یافته»۲۵ «مفصل های

تولید u = ۱
۲ به نسبت c(u, v) بازتاب از که مفصلی توزیع

(۲۲) رابطه در که هستند مفصلی توزیع و چگالی مانند می شوند،

حسابی میانگین از شد. تعریف u حول مفصل بودن متقارن برای

دایره ای‑ مفصل ،Cπ
۲

آن، ۹۰◦ دوران و C خطی‑خطی مفصل

خطی

CΘ,X(u, v) =
C(u, v) + v − C(۱ − u, v)

۲
,

مفصل چگالی با

cΘ,X(u, v) =
c(u, v) + c(۱ − u, v)

۲
,

نسبت بلکه متناوب،  تنها نه به دست آمده چگالی می آید. به دست
است. نیز متقارن u به
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۱۴ و کریمی

ساخت برای روش این مفصل ها۲۶: مستطیلی وصله های .۲

به واحد مربع تقسیم شامل متقارن دایره ای‑خطی مفصل های

تبدیل یافته ی مفصل حاوی کدام هر که می شود مستطیلی نواحی

مفصل ها مستطیلی وصله های ساخت روش است. خود مناسب

به طور نمودند. معرفی ۲۰۰۹ سال در [۱۹] همکاران و دورانته را

متقارن اند، u = ۱
۲ خط به نسبت که را مستطیلی دو مشخص، 

R۲ = [۱−u۱, ۱−u۲]×[۰, ۱] R۱و = [u۱, u۲]×[۰, ۱]  به صورت

آن در که بگیرید نظر در

۰ ≤ u۱ < u۲ ≤ ۱
۲
.

تابع Fi : Ri → [۰, ۱] و دلخواه مفصل یک C کنید فرض
به دست Ci مانند دیگر مفصل یک روی تبدیل از (که دوصعودی

در Fi(u, v) = C(u, v), i = ۱, ۲ که به گونه ای است) آمده

مفصل این صورت، در باشد. برقرار Ri مستطیل هر مرزهای

می شود: تعریف زیر به صورت وصله ای

Cpatch(u, v) =


Fi(u, v), (u, v) ∈ Ri

C(u, v), صورت این غیر .در

باشد، u در متقارن و تناوبی که Cpatch مفصل یک تولید برای

بازتاب می شوند، مشتق آنها از Fi توابع که Ci مفصل دو باید

تعریف با ویژگی این باشند. u = ۱
۲ خط به نسبت یکدیگر

می شود. حاصل C۲(u, v) = v − C۱(۱ − u, v)

پارامترها برآورد ۲۰۲۱ سال در [۳۴] فیبرگ و هودل همچنین،

و  کردند بررسی را مفصل ها این برای وابستگی معیارهای و 

نمودند. ارائه cylcop بسته تحت را R نرم افزار از لازم کدهای

copula پایه بسته  برای تخصصی افزونه یک cylcop بسته

با کار برای ویژه به طور بسته این می دهد. ارائه R محیط در

بسته،  این در است. شده طراحی متقارن استوانه ای داده های

و معرفی دایره ای‑خطی مفصل های از جدید خانواده ی چندین

(بعد u حول تقارن ویژگی از همگی که است شده پیاده سازی

برای را روش ها از کاملی مجموعه بسته این برخوردارند. دایره ای)

روش های یا شبه درستنمایی ماکسیمم طریق از پارامترها برآورد

توابع محاسبه و توأم توزیع های شبیه سازی همبستگی،  بر مبتنی

قرار پژوهشگران اختیار در تجمعی توزیع و احتمال چگالی

برای تخصصی توابع شامل cylcop بسته این، بر افزون می دهد.

شبیه سازی و مدل خودکار انتخاب حاشیه ای، توزیع های برازش

تخصصی و کامل ابزار جعبه یک که هست نیز حرکتی مسیرهای

جهتی داده های با مرتبط آماری و بوم شناختی تحلیل های برای

می کند. فراهم را

مفصل های از استفاده با ۲۰۲۲ سال در [۳۵] فیبرگ و هودل

تحلیل به R نرم افزار در cylcop بسته و [۳۴] مقاله در ارائه شده
آمریکایی۲۷ ماهی خوار راسوی شش از GPS ردیابی داده های

فواصل در چرخش زاویه و گام طول از مشاهده ۴۳۵۰ شامل

گام طول بین که داد نشان نتایج پرداختند. دقیقه ای، ده زمانی

به طوری که دارد؛  وجود معناداری همبستگی چرخش زاویه ی و

و جهت دار) (حرکت کوچک زاویه های با معمولا بلند گام های

جستجوگرانه) (حرکت ±π به نزدیک زاویه های با کوتاه گام های

بهترین سه مرتبه مفصل مقایسه شده، مدل های بین از همراه اند.

مارکوف مدل و مستقل مدل های به نسبت و داشت را برازش

این کند. بازنمایی دقیق تر را وابستگی ساختار می توانست پنهان

دایره ای‑خطی مفصل های از استفاده که می دهد نشان نتیجه

کند توصیف بهتر را حیوانات حرکت واقعی الگوهای می تواند

شود. واقع مؤثرتر زمانی پراکنش و حرکتی رفتار تحلیل در و

یک ۲۰۲۳ سال در [۲۳] گرگوریو‑دومینگز و فرناندز‑دوران

احتمال انتگرال تبدیل بر مبتنی جدید دومتغیره استقلال آزمون

استوانه ای داده های برای خاص به طور که دادند توسعه جهتی

مدل از چارچوب، این در است. شده طراحی چنبره ای و

دایره ای‑خطی مفصل های برای پایه ای به عنوان جانسون ‑وهرلی

آن در که است شده استفاده دایره ای‑دایره ای مفصل های و

می شود. مشخص g دایره ای چگالی تابع بوسیله وابستگی ساختار

مثلثاتی مجموع انعطاف پذیر توزیع های از استفاده با تابع این

دایره ای یکنواخت توزیع شامل که می شود زده تقریب غیرمنفی

روش این کاربرد است. خاص حالت به عنوان استقلال) (حالت

و باد جهت به مربوط داده های جمله از واقعی، داده های روی

توانایی متفاوت، ساعت های در باد جهت های و ازن غلظت

و استوانه ای داده های در وابستگی شناسایی در را آن مطلوب

می دهد. نشان خوبی به چنبره ای
27Pekania pennati
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۵اندیشه

مدل سازی چارچوب یک ۲۰۲۴ سال در [۷۷] همکاران و نگار

کردند. معرفی دایره ای‑خطی چندمتغیره داده های برای وابستگی

سه شامل متغیرها شش بعدی توأم توزیع آنها، پیشنهادی مدل

با را ΘX ,ΘY ,ΘZ دایره ای متغیر سه و X,Y, Z خطی متغیر

می کند. مدل سازی (درختی) واین مفصل ساختار یک به کارگیری

وابستگی است، شده داده نشان ۷ شکل در که ساختار این در

زوجی مفصل های براساس و مراتبی سلسله به صورت چندمتغیره

می شود. مدل بندی شرطی متغیرهای بین

[۷۷] پیشنهادی مدل برای کانونی (درختی) واین ساختار از شماتیک نمودار :۷ شکل

است: زیر به صورت مدل این توأم احتمال چگالی تابع

f(x,y, z, θx, θy, θz) =

f(x)f(y)f(z)f(θx)f(θy)f(θz)

× cxz(FX , FZ)cyz(FY , FZ)czθx(FZ , Fθx)

× czθy (FZ , Fθy )czθz (FZ , FθZ )

× cxy|z(FX|Z , FY |Z)cxθx|z(FX|Z , FθX |Z)

× cxθy|z(FX|Z , FθY |Z)cxθz|Z(FX|Z , FθZ |Z)

× cyθx|z(FY |Z , FθX |Z)cyθy|z(FY |Z , FθY |Z)

× cyθz|z(FY |Z , FθZ |Z)cθxθy|Z(FθX |Z , FθY |Z)

× cθxθz|z(FθX |Z , FθZ |Z)cθyθz|z(FθY |Z , FθZ |Z),

خطی‑خطی، انواع از زوجی مفصل های چگالی c آن در که

داده های روی مدل این است. دایره ای‑دایره ای و دایره ای‑خطی

متغیر سه و (جابجایی) خطی متغیر سه شامل بیومیکانیکی

نشان تحلیل نتایج است. شده اعتبارسنجی (چرخش) دایره ای

بهتری به مراتب برازش پیشنهادی وابستگی مدل که می دهد

دقیق تری ابزار می تواند و دارد معمول مستقل مدل به نسبت

کند. فراهم پیچیده وابستگی های رفتار درک و تحلیل برای

دایره ای‑ احتمالاتی مدل یک ۲۰۲۴ سال در [۶۵] یان و لیو

و سرعت توأم مدل سازی برای ناپارامتری مفصل بر مبتنی خطی

ایستگاه چهار داده های با تجربی به صورت که دادند ارائه باد جهت

این در است. شده آزمون چین داخلی مغولستان در هواشناسی

زیر به صورت (۷) رابطه براساس متغیرها توأم چگالی پژوهش،

است: شده گرفته نظر در

f(s, t) = c
(
Ψ(s),Φ(t)

)
ψ(s)ϕ(t), (۲۳)

توزیع تابع Φ(t) فون میزس، توزیع تابع Ψ(s) آن در که

(s, t) = و آنها چگالی توابع ϕ(t) و ψ(s) نرمال، تجمی

روش های از استفاده با (۲۳) رابطه هستند. (Ψ−۱(u),Φ−۱(v))

دو توأم وابستگی ساختار سپس و می شود برآورد کرنل چگالی

است: شده توصیف زیر ناپارامتری مفصل چگالی با متغیر

ĉ(u, v) =
f̂
(
Ψ−۱(u),Φ−۱(v)

)
ψ
(
Ψ−۱(u)

)
ϕ
(
Φ−۱(v)

) , (u, v) ∈ [۰, ۱]۲.

نشان دهنده ی مستقل،  و پارامتری مدل های با مدل این مقایسه

برآورد و وابستگی ساختار مدل سازی در بالاتر کارایی و دقت

منبع غالب جهت های شناسایی همچنین و توأم احتمال چگالی

انرژی ارزیابی و جانمایی طراحی، بهبود آن دستاورد که است باد

است. بادی نیروگاه های در
پوشانده  کوشی مفصل ۲۰۲۴ سال در [۵۳] همکاران و کاتو
داده های علاوه بر که کردند معرفی زیر به صورت را سه متغیره ای
ترکیبی به داده های تعمیم قابلیت سه بعدی، چنبره ی روی دایره ای
با داده هایی یا و دایره ای‑خطی‑خطی دایره ای‑دایره ای‑خطی،
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۱۶ و کریمی

دارد: را خطی مؤلفه سه

f(θ;ρ) = (۲π)۳γ۲

(
γ۱ + ۲

∑
۱≤i<j≤۳

ρij cos
[
۲πFi(θi)− Fj(θj)

])−۱

×
∏

۱≤k≤۳

fk(θk),

به متعلق یا دارد قرار [۰, ۲π) بازه ی در θi هر و θ = (θ۱, θ۲, θ۳) آن در که

ρ۱۲, ρ۱۳, ρ۲۳ ∈ ،ρ = (ρ۱۲, ρ۱۳, ρ۲۳) است، حقیقی اعداد از) (زیرمجموعه ی

چگالی fi متغیرها، بین وابستگی پارامترهای ρ۱۲ρ۱۳ρ۲۳ > ۰ ،R\{۰}

و هستند متناظر تجمعی توزیع Fi و  دلخواه حاشیه ای

γ۱ =
ρ۱۲ρ۱۳

ρ۲۳
+

ρ۱۲ρ۲۳

ρ۱۳
+

ρ۱۳ρ۲۳

ρ۱۲
,

γ۲ =
۱

(۲π)۳

{(ρ۱۲ρ۱۳

ρ۲۳

)۲
+

(ρ۱۲ρ۲۳

ρ۱۳

)
+

ρ۱۳ρ۲۳

ρ۱۲

− ۲ρ۲
۱۲ − ۲ρ۳

۱۳ − ۲ρ۲
۲۳

}۲
.

سه شامل که بردند به کار آدریاتیک دریای داده های تحلیل برای را مدل این آنها

به عنوان موج ارتفاع و دایره ای متغیرهای به عنوان موج جهت و باد جهت متغیر

بهتر تفسیرپذیری و بالاتر توانایی آنها مدل که داد نشان نتایج است. خطی متغیر

و ساده آن با شبیه سازی و پارامترها برآورد مراحل و دارد مدل ها سایر به نسبت

است. کارآمد

همبستگی ضرایب ۲ .۳
به طور ۱۹۷۷ سال در [۴۴] وهرلی و جانسون و ۱۹۷۶ سال در [۶۸] ماردیا

از (x۱, θ۱), · · · , (xn, θn) تصادفی نمونه برای همبستگی ضریب یک مستقل

نمودند: معرفی زیر به صورت (X,Θ) تصادفی بردار به مربوط مشاهداتی

R۲
XΘ =

r۲
xc + r۲

xs − ۲rxcrxsrcs
۱ − r۲

cs

,

آن در که

rxc = r ((x۱, · · · , xn), (cos θ۱, · · · , cos θn)) ,

rxs = r ((x۱, · · · , xn), (sin θ۱, · · · , θn)) ,

rcs = r ((cos θ۱, · · · , cos θn), (sin θ۱, · · · , sin θn)) ,

مقدار است. موجود مقادیر بین پیرسون گشتاوری همبستگی بیانگر r(·, ·) و

شدت باشد، بزرگ تر آن مقدار هرچه می گیرد؛ قرار [۰, ۱] بازه ی در R۲
XΘ

است. بیشتر Θ و X بین وابستگی

ماردیا توسط نیز دایره ای‑خطی ناپارامتری همبستگی ضریب علاوه براین،

اسپیرمن رتبه ای همبستگی ضریب مشابه که شد معرفی ۱۹۷۶ سال در [۶۸]

اندازه گیری رتبه ها طریق از را وابستگی میزان خطی، تصادفی متغیر دو برای

دایره ای مقدار هر به باید ابتدا همبستگی، ضریب این محاسبه برای می کند.

متغیر مقادیر دایره ای، متغیر به رتبه دهی از پس شود. داده اختصاص رتبه ای θi

به صورت ،βi رتبه بندی شده، متغیر می شود. مرتب بزرگ به کوچک از (xi) خطی

دایره ای‑خطی زوج های کل تعداد n آن در که می شود محاسبه βi = ۲π(ri)/n

کمیت های سپس هستند. θ۱ · · · , θn با متناظر دایره ای رتبه های ri و (xi, θi)

می شوند: محاسبه زیر به صورت Ts و Tc

Tc =

n∑
i=۱

si cos(βi), Ts =

n∑
i=۱

si sin(βi),

تمام برای است، تکراری مقادیر دارای xi (وقتی است xi رتبه ی si آن در که

همبستگی ضریب نهایت، در می شود). استفاده رتبه میانگین از تکراری مقادیر

می شود: محاسبه زیر به صورت Dn مقیاس شده ی

Dn = an(T
۲
c + T ۲

s ),

آن در که

an =


۱/{۱ + ۵ cot۲(π/n) + ۴ cot۴(π/n)}, nزوج

۲ sin۴(π/n)/{۱ + cos(π/n)}۳, .nفرد

به قادر و کند اختیار را ۱ و ۰ بین مقادیری می تواند همبستگی ضریب این

نیست. منفی از مثبت همبستگی تشخیص

[۵۱] ماردیا و جاپ و ۱۹۷۷ سال در [۴۴] وهرلی و جانسون همچنین،

دایره ای‑خطی متغیرهای برای را دیگری همبستگی ضریب ۱۹۸۰ سال در

X بین خطی همبستگی ضریب ماکسیمم سازی بر ضریب این کردند. ارائه

سال در [۲۵] لی و فیشر است. استوار (sin(θ − θ۰) (یا cos(θ − θ۰) و

آن از که دادند ارائه دایره ای‑خطی متغیرهای برای همبستگی ای ضریب ۱۹۸۱

به پرداختن و بیشتر اطلاعات برای می شود. یاد استوانه ای وابستگی به عنوان

و [۷۰] جاپ و ماردیا کتاب های به دایره ای‑خطی همبستگی ضرایب جزئیات

کنید. مراجعه [۴۱] سینگوپتا و جمالاماداکا

مبنای بر را همبستگی معیار یک ۲۰۱۹ سال در [۶۳] همکاران و لیگوی

بین [۵۹] کولبک‑لیبلر واگرایی معیار واقع در که کرده اند ارائه ۲۸ متقابل اطلاع

متغیر یک Θ کنید فرض است. توأم چگالی و حاشیه ای چگالی های حاصل ضرب
۲۹(ⅭⅬⅯI) دایره ای‑خطی متقابل اطلاع باشد. خطی متغیر یک X و دایره ای

می شود: تعریف زیر به صورت

ⅭⅬⅯI(Θ, X) =

∫ ∞

−∞

∫ ۲π

۰
fΘ,X(θ, x)

× log

(
fΘ,X(θ, x)

fΘ(θ)fX(x)

)
dθ dx, (۲۴)

حاشیه ای چگالی fX ،Θ حاشیه ای چگالی fΘ ،x ∈ R ،۰ ≤ θ < ۲π آن در که

چگالی دارای (Θ, X) کنید فرض است. (Θ, X) توأم چگالی fΘ,X و X

به صورت X و Θ بین ⅭⅬⅯI این صورت، در باشد. (۴) رابطه  در تعریف شده

می آید: به دست زیر

ⅭⅬⅯI(Θ, X) = ۲π
∫ ۲π

۰
g(t) log{g(t)}dt.

آنگاه باشد، پوشانده کوشی توزیع چگالی g اگر خاص، به طور

ⅭⅬⅯI(Θ, X) = − log(۱ − ρ۲).

(۱۲) رابطه  جای گذاری با را (۲۴) رابطه  ۲۰۲۱ سال در [۳۴] فیبرگ و هودل

بازتعریف زیر به صورت v = FX(x) و u = FΘ(θ) متغیرهای تغییر و آن در

نمودند:

ⅭⅬⅯI(Θ, X) =

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
c(u, v) log (c(u, v)) du dv. (۲۵)

28Mutual information
29Circular-linear mutual information
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آنتروپی منفی برابر متقابل اطلاع که می شود مشخص بلافاصله عبارت، این از

رابطه  انتگرال محاسبه آن جایی که از .[۶۶] است c(u, v) مفصل چگالی تابع

به طور را انتخاب شده مفصل خانواده پارامترهای نمی توان است، دشوار (۲۵)

در وابستگی پارامتر به نسبت متقابل اطلاع این حال، با کرد. تعیین مستقیم

انتظار بنابراین، دارد. یکنوا رفتار دومتغیره، مفصل های از وسیعی دامنه ی

اطلاع از استفاده در شده، توضیح داده تقریبی بهینه سازی چارچوب که می رود

با می توان را متقابل اطلاع کند. عمل به خوبی وابستگی، معیار به عنوان متقابل

مفصل ۰ مقدار که کرد نرمال سازی طوری [۰, ۱] بازه ی به H آنتروپی از استفاده

کند: اختیار را فرشه‑هافدینگ بالایی کران ۱ مقدار و استقلال

ⅭⅬⅯInorm(u, v) =
ⅭⅬⅯI(u, v)√
H(u)H(v)

.

آماری استنباط ۳ .۳

پارامترها برآورد ۱ .۳ .۳

الگوریتم های به جزئیات با ۲۰۱۳ سال در [۲۹] همکاران و گارسیو‑پورتوگوس

توزیع توابع و حاشیه ای چگالی های برای ناپارامتری و پارامتری به صورت برآورد

چگالی برآورد همچنین و دایره ای‑خطی مفصل چگالی برآورد آنها، متناظر

برآورد روش برآوردیابی، روش های همه بین از پرداخته اند. دایره ای‑خطی

برآورد برای که است روش هایی معروف ترین از ۳۰(ⅯⅬE) درستنمایی ماکسیمم

است. شده استفاده متعدد، مقالات در دایره ای‑خطی مفصل های پارامترهای

تمرکز بیشتر برآوردیابی روش این روی ۲۰۲۱ سال در [۳۴] فیبرگ و هودل

هم توزیع و مستقل مشاهده ی n شامل مجموعه ای داشتن اختیار در با کرده اند.

مفروض مفصل خانواده یک ،(θi, xi) خطی و دایره ای متغیر زوج یک از (i.i.d)

به طور ،FX(x;γ) و FΘ(θ;β) مفروض حاشیه ای توزیع های و C(u, v;α)

لگاریتم ماکسیمم سازی طریق از را (α,β,γ) پارامترهای بردار می توانیم نظری

این با کنیم. برآورد (۸) رابطه  در ارائه شده توأم چگالی بر مبتنی درستنمایی تابع

و است پارامترها از زیادی تعداد هم زمان بهینه سازی مستلزم رویکرد این حال،

اریب برآوردهای به منجر می تواند حاشیه ای توزیع های نادرست مشخص سازی

باشند، معلوم حاشیه ای توزیع های اگر برعکس. و شود مفصل پارامترهای برای

بود: خواهد زیر به صورت درستنمایی تابع لگاریتم

ℓ(α,β,γ) =

n∑
i=۱

log
[
c
(
FΘ(θi;β), FX(xi;γ);α

)]
. (۲۶)

می شود منتهی مفصل پارامترهای برآورد برای جایگزین شیوه دو به رویکرد این

این می شوند. جای گذاری (۲۶) رابطه  در FX و FΘ از برآوردهایی آنها در که

از استفاده با پارامتری به صورت می توانند F̂X(x) و F̂Θ(θ) یعنی برآوردها،

یعنی شبه مشاهده۳۱، به صورت ناپارامتری و [۱۶] درستنمایی ماکسیمم روش

به دلیل پارامتری روش در شوند. حاصل (۹) رابطه  در تجربی مفصل از نمونه گیری

از درستنمایی، ماکسیمم برآورد محاسباتی پیچیدگی و پارامترها تعداد زیادبودن

روش، این در کرد. استفاده می توان ۳۲(IFⅯ) حاشیه ای استنباط توابع روش

را γ و β پارامترهای بردارهای درستنمایی، توابع لگاریتم از استفاده با ابتدا

جایگذاری با سپس و می کنیم برآورد FX و FΘ حاشیه ای توابع در به ترتیب

،ℓ(α, β̂, γ̂) توأم، درستنمایی لگاریتم تابع در ،γ̂ و β̂ به دست آمده، برآوردهای

پارامترهای برآورد .[۴۳ ،۴۲] می آوریم به دست را مفصل پارامترهای برآورد

ماکسیمم برآورد به عنوان برآوردشده، ناپارامتری حاشیه های از استفاده با مفصل

.[۱۰۱] می شود شناخته ۳۳(MPLE) شبه درستنمایی

و ⅯⅬE روش های علاوه بر  ،۲۰۲۱ سال در [۱۰۳] همکاران و وانگ

توزیع های برآورد برای نیز را ۳۴(ⅬS) مربعات کمترین روش شبه مشاهده،

توزیع های مدل پارامترهای برآورد روش، این در بردند. به کار مدل حاشیه ای

می گیرد: انجام زیر به صورت خطی یا دایره ای متغیر برای حاشیه ای

p̂LS = argmin
p

n∑
i=۱

[
fc,i(x یا θ; p)− f̂i(x یا θ)

]۲
,

برآورد مقدار f̂i حاشیه ای، چگالی تابع از محاسبه شده مقدار fc,i آن در که

توزیع مدل پارامترهای بردار p نمونه، نقطه هر در ۳۵(KⅮE) هسته ای چگالی

مربعات کم ترین برآورد نتیجه p̂LS و خطی یا دایره ای متغیر حاشیه ای احتمال

را (۲۶) رابطه  در درستنمایی لگاریتم تابع همکاران و وانگ همچنین، هستند. p

روش این که دادند نشان و داده گسترش دایره ای‑خطی‑خطی مفصل های برای

مفصل های دو، مرتبه مفصل های برای جانسون ‑وهرلی، مفصل های علاوه بر

برآورد روش آنها دارد. کاربرد نیز خطی متغیر چهار با مفصل هایی و برنشتاین

،ℓ(α) درستنمایی، لگاریتم تابع ماکسیمم سازی بر مبتنی را مفصل پارامترهای

یعنی دادند؛ ارائه

α̂MLE = argmax
α

ℓ(α).

بهینه سازی الگوریتم های و ناپارامتری برآورد روش های با بیشتر آشنایی برای

کنید. مراجعه [۶۵] یان و لیو مقاله به دیگر

را پارامتر برآوردهای می توان خطی‑خطی، مفصل های از بسیاری برای

یا ρ‑اسپیرمن مانند همبستگی معیار یک برآورد پایه بر و تحلیلی به صورت

مقاله در که متقارنی مفصل های اغلب برای این حال،  با آورد. به دست τ‑کندال

باید و نیست دسترس در تحلیلی راه حل های شده اند، معرفی [۳۴] فیبرگ و هودل

وصله ای مفصل های استثنا، یک شود. استفاده بهینه سازی عددی روش های از

این پارامترهای می پوشانند. را واحد مربع کل مستطیل ها آنها در که هستند

مفصل های سایر برای کرد. برآورد τ‑کندال از استفاده با می توان را مفصل ها

از دسته آن تا داد انجام شبکه ای۳۶ جستجوی یک می توان دایره ای‑خطی،

مفصل میان همبستگی معیار یک در اختلاف که بیابد را مفصل پارامترهای

پارامترهای مطلق قدر می کند فرض رویکرد این کند. مینیمم را پارامتری و تجربی
30Maximum likelihood estimation
31Pseudo-observation
32Inference functions for margins
33Maximum pseudo-likelihood Estimator
34Least-squares
35Kernel density estimation
36Grid-search
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۱۸ و کریمی

می یابد. افزایش یکنواخت به طور دایره ای‑خطی، همبستگی افزایش با مفصل

است. شده پیاده سازی cylcop بسته ی در موارد این

برازش نیکویی ۲ .۳ .۳

انجام نامزد مدل های بین از بهینه مدل انتخاب به منظور برازش نیکویی آزمون

نگار ،۲۰۲۱ سال در [۱۰۳] همکاران و وانگ مرتبط، منابع بین از می شود.

این به بیشتر ۲۰۲۴ سال در [۶۵] یان و لیو و ۲۰۲۴ سال در [۷۷] همکاران و

استفاده برازش نیکویی شاخص چهار از پژوهش ها، این در پرداخته اند. موضوع
۳۷،(RⅯSE) خطا مربعات میانگین ریشه ی ،(R۲) تعیین ضریب است: شده

مدلی بهینه مدل .(BIⅭ) بیزی اطلاع معیار و (AIⅭ) کائیکه آ اطلاع معیار

BIⅭ و AIC ،RMSE مقادیر کم ترین و R۲ مقدار بیشترین دارای که است

می شوند: تعریف زیر به صورت شاخص چهار این به مربوط روابط باشد.

R۲ =

∑n
i=۱

(
fc,i − f̄c

)۲∑n
i=۱

(
fc,i − f̄c

)۲
+

∑n
i=۱ (fc,i − fe,i)

۲
,

RⅯSE =
√

ⅯSE =

√√√√ ۱
n

n∑
i=۱

(fc,i − fe,i)
۲,

AIⅭ = ۲p− ۲ ln(L̂),

BIⅭ = p ln(n)− ۲ ln(L̂),

چگالی به ترتیب fe,i و fc,i نمونه، اندازه n ،f̄c = ۱
n

∑n
i=۱ fc,i آنها در که

از به دست آمده تجربی چگالی و توأم یا حاشیه ای توزیع نظری مدل از محاسبه شده

و احتمال توزیع نظری مدل پارامترهای تعداد p i‑ام، نمونه نقطه در KDE روش

پیشنهادی مدل اعتبار نشان دادن برای هستند. درستنمایی تابع ماکسیمم مقدار  ̂L

از [۷۷] همکاران و نگار مستقل، مدل یک از متعارف استفاده ی با مقایسه در

کردند. استفاده نیز ۳۸(LRT) درستنمایی نسبت آزمون

دایره ای‑دایره ای مفصل های ۴

کاربردها و توسعه ۱ .۴
نظر در را ،(Θ۱,Θ۲) پیوسته، دایره ای‑دایره ای تصادفی بردار بخش، این در

CΘ۱,Θ۲ یکتای مفصل یک نیز اینجا در دایره ای‑خطی، حالت مشابه می گیریم.

چگالی تابع می کند. توصیف را Θ۲ و Θ۱ بین وابستگی ساختار که دارد وجود

به دست زیر به صورت ،cΘ۱,Θ۲ مفصل، این چگالی مبنای بر دایره ای‑دایره ای

می آید:

fΘ۱,Θ۲ (θ۱, θ۲) = cΘ۱,Θ۲

(
FΘ۱ (θ۱), FΘ۲ (θ۲)

)
× fΘ۱ (θ۱)fΘ۲ (θ۲), (۲۷)

متغیرهای احتمال چگالی و تجمعی توزیع توابع به ترتیب fΘi
و FΘi

آن در که

به دست پیوسته مطلقاً چگالی تابع یک بخواهیم اگر هستند. i = ۱, ۲ برای Θi

باشد داشته را تناوبی بودن) (ویژگی زیر شرایط باید مفصل چگالی بیاوریم،

:[۱۲]

cΘ۱,Θ۲ (۰, v) = cΘ۱,Θ۲ (۱, v), v ∈ [۰, ۱],

cΘ۱,Θ۲ (u, ۰) = cΘ۱,Θ۲ (u, ۱), u ∈ [۰, ۱].
(۲۸)

کارهای و هفتاد دهه آخر به نیز دایره ای‑دایره ای مفصل های ساخت تاریخچه

۱۹۸۰ سال در [۱۰۴] جانسون و وهرلی و ۱۹۷۷ سال در [۴۴] وهرلی و جانسون

آن در گرچه برمی گردد. دایره ای‑دایره ای دومتغیره توزیع های ساخت زمینه در

بودند ساخته توزیعی عملا آنها اما نمی کردند،  استفاده «مفصل» واژه از نیز زمان

در [۹۴] جانسون و شی داشت. را دایره ای‑دایره ای مفصل یک ویژگی های که

در دایره ای‑دایره ای دومتغیره انعطاف پذیر توزیع های بررسی ضمن ۲۰۰۵ سال

سینگ و [۸۸] ریویست ،[۹۲] ساو ،[۶۷] ماردیا جمله از قبلی پژوهشگران آثار

و وهرلی توسط ارائه شده دایره ای‑دایره ای دومتغیره توزیع به ،[۹۷] همکاران و

آنها کردند. توجه آمده، (۵) رابطه در آن چگالی که ۱۹۸۰ سال در [۱۰۴] جانسون

را حاشیه ها و دادند قرار را فون میزس توزیع چگالی رابطه، این در g تابع به جای

آوردند: به دست را زیر توأم چگالی و گرفتند نظر در فون میزس نیز

fΘ۱,Θ۲ (θ۱, θ۲) = ۲πfΘ۱ (θ۱)fΘ۲ (θ۲)
۱

۲πI۰(k)

× e
k۱۲ cos

(
۲π
[
FΘ۱ (θ۱)−FΘ۲ (θ۲)

]
−µ۱۲

)
, (۲۹)

بسل تابع I۰ و ۰ ≤ µ۱۲ < ۲π ،k۱۲ > ۰ ،۰ ≤ θ۱, θ۲ < ۲π آن در که

از رده این که کردند یادآوری همچنین آنها است. صفر مرتبه نوع از اصلاح شده

توزیع مانند عمومی تری حاشیه ای توزیع های می تواند دومتغیره دایره ای توزیع های

آنها دارد،  بسته ای فرم فون میزس توزیع چگالی تابع که آنجا از شود. شامل نیز را t

،U = FΘ۱ (θ۱) تعریف با و نمودند تمرکز فون میزس حاشیه ای توزیع های روی

هستند، واحد دایره روی تصادفی متغیرهای (U, V ) زوج که ،V = FΘ۲ (θ۲)

آوردند: به دست (۲۹) رابطه از را زیر چگالی

c(u, v) = ek۱۲ cos
(

۲π[u−v]−µ۱۲
)
/I۰(k۱۲). (۳۰)

دایره ای وابستگی که است دایره ای‑دایره ای مفصل یک چگالی تابع (۳۰) رابطه 

جانسون و شی بنابراین، می کند. مدل بندی k۱۲ پارامتر با را متغیر دو بین

مدل مفصل، نظریه در اسکلار قضیه و (۵) رابطه  از استفاده با حقیقت در [۹۴]

با آنها بودند. آورده به دست را (۲۷) به صورت دایره ای‑دایره ای مفصل‑مبنای

و صبح ۶ ساعت در ثبت شده باد جهت داده های تحلیل به مدل این از استفاده

آنها نتایج پرداختند. روز، ۲۱ برای میلواکی در هواشناسی ایستگاه در ظهر ۱۲

نشان را داده ها این بین دایره ای وابستگی خوبی به به دست آمده مدل که داد نشان

طول در جهت ها بین وابستگی که داد نشان نیز درستنمایی نسبت آزمون می دهد.

آزمون های به نسبت بالاتری تشخیص قدرت مدل این و است توجه قابل روز

برای روشی نیز ۲۰۰۵ سال در [۳] بریگو و الفونسی دارد. زمان آن در موجود

استفاده برای آن ساختار اما کردند، ارائه متناوب توابع بر مبتنی مفصل ها ساخت

،g توابع ۲۰۰۷ سال در [۲۱] فرناندز‑دوران بود. خطی معمولی مفصل های برای

مثلثاتی مجموع های بر مبتنی دایره ای توزیع های را (۲۹) رابطه  در fΘ۲ و fΘ۱

37Root mean square error
38Likelihood ratio test



شده
فته

ذیر
پ

شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۹اندیشه

دووجهی۳۹ زوایای زوج از به دست آمده داده های تحلیل به و گرفت نظر در نامنفی

پرداخت. پروتئین یک در آمینه اسیدهای بین متوالی

حاشیه ای توزیع های (۲۹) رابطه  برای ۲۰۱۱ سال در [۹۶] همکاران و شی

فون میزس مدل را آمده به دست چگالی و گرفتند نظر در را تعمیم یافته فون میزس

حاشیه ای چگالی توابع نمودند. نام گذاری ۴۰(BGVⅯ) دومتغیره تعمیم یافته

هستند: زیر به صورت تعمیم یافته فون میزس

fj(θj) = D−۱
j ekj cos(θj−µj)+λj cos[۲(θj−vj)], j = ۱, ۲,

آن در که

D−۱
j = ۲π

{
I۰(kj)I۰(λj)+۲

∞∑
n=۱

In(λj)I۲n(kj) ·cos[۲n(µj−vj)]
}

از استفاده با آنها هستند. (پراکندگی) مکان پارامترهای (λj , kj) vj و µj و
مشترک۴۱ هم تای ژن های موقعیت با مرتبط داده های مجموعه تحلیل به مدل این

دارای زوج ها بیشتر که داد نشان نتایج پرداختند. دایره ای ژنوم مجموعه دو در

در [۲۹] گارسیو‑پورتوگوس هستند. ژنوم ها مکانی ساختار در معنادار همبستگی

آسانی به که داشت بیان دایره ای‑خطی، مفصل چند بررسی علاوه بر ۲۰۱۳ سال

متغیرهای به را (۱۵) و (۱۴) ،(۱۳) رابطه های در ارائه شده مفصل های می شود

مفصل یک هم زمان (۱۵) رابطه  مفصل جمله از داد؛ تعمیم نیز دایره ای‑دایره ای

هست. نیز دایره ای‑دایره ای

«آیا که سوال این مطرح کردن با ۲۰۱۱ سال در [۸۲] ولنر و پیرلمن

آیا دیگر،  عبارت به یا دارند؟ وجود Rd فضای در کروی و دایره ای مفصل های

کروی متقارن توزیع های و R۲ در واحد دیسک۴۲ روی دایره ای متقارن توزیع های

یک بعدی حاشیه ای توزیع های که دارند وجود (d ≥ ۳) با Rd در واحد کره روی

معرفی را بیضی شکل و دایره ای مفصل های از خانواده ای باشند؟»، یکنواخت آنها

و نیستند جدید مفصل ها، این که داد نشان ۲۰۱۳ سال در [۴۷] جونز کردند.

خانواده های از خاصی اعضای به عنوان می توان مفصل، یک به جز را آنها تمام

کرد. شناسایی t یا بتا مفصل بیضوی

دایره ای‑خطی، مفصل های همانند ۲۰۱۳ سال در [۱۲] همکاران و کارنیسرو

وابستگی برآورد برای را برنشتاین تجربی مفصل های بر مبتنی ناپارامتری روش

چگالی شبیه ارائه شده مفصل چگالی کردند. ارائه دایره ای‑دایره ای متغیرهای بین

ایجاد تغییر کمی (۱۷) رابطه  pj۱,j۲ ضریب در تنها است، (۱۶) رابطه  در مفصل

را مدل این آنها باشد. داشته را (۲۸) رابطه  در تناوبی بودن ویژگی های تا نمودند

آتلانتیک ساحل در دریایی۴۳ بویه دو بوسیله که باد جهت داده های تحلیل برای

آنها نتایج بردند. به کار بودند، شده ثبت ۲۰۰۹ و ۲۰۰۷ سال های طی آمریکا

نیز شرطی مدل های و دارد وجود بادها جهت بین قوی همبستگی که داد نشان

به خوبی را دیگر بویه در باد جهت بویه، یک در باد جهت دانستن که داد نشان

می کند. پیش بینی

با دومتغیره پوشانده ی کوشی توزیع یک ۲۰۱۵ سال در [۵۵] پیوسی و کاتو

آنها کردند. ارائه چنبره ای داده های برای تک مدی مدل یک به عنوان را پارامتر پنج

کوشی نوع از را g پیونددهنده ی تابع هم و حاشیه ای توزیع های هم (۵) رابطه  در

است: زیر به صورت مفصل‑مبنا مدل این چگالی نمودند. انتخاب پوشانده

fΘ۱,Θ۲ (θ۱, θ۲) = γ
{
γ۰ − γ۱ cos(θ۱ − µ۱)− γ۲ cos(θ۲ − µ۲)

− γ۳ cos(θ۱ − µ۱) cos(θ۲ − µ۲)− γ۴ sin(θ۱ − µ۱)

× sin(θ۲ − µ۲)
}−۱

, −π < θ۱, θ۲ ≤ π, (۳۱)

پارامتر یک و دایره ای تمرکز پارامتر دو به γ۴ و γ۳, γ۲, γ۱, γ۰, γ ضرایب آن در که

و بوده انعطاف پذیر و ساده محاسباتی نظر از توزیع این دارند. بستگی وابستگی

تحلیل به آنها هستند. پوشانده کوشی نوع از نیز آن شرطی و حاشیه ای توزیع های

نتایج پرداختند. تیروزین۴۴ آمینه ی اسید دووجهی زاویه زوج ۷۷ از مجموعه ای

و دارد چنبره ای داده های این بر مناسبی برازش ارائه شده توزیع که داد نشان آنها

توصیف در مدل دقت و کارایی مؤید نیز استقلال و برازش نیکویی آزمون های

بودند. تیروزین زاویه ای ساختار

حوزه ی در را پراستناد مقالات از یکی ۲۰۱۵ سال در [۴۸] همکاران و جونز

مفصل های از جدیدی کلاس معرفی با آنها نوشتند. دایره ای‑دایره ای مفصل های

ایجاد عرصه این در بزرگی تحول آنها، ویژگی های بررسی و دایره ای‑دایره ای

دایره ای دومتغیره توزیع های ساخت به بیشتر پژوهشگران توجه آن، از قبل کردند.

مفصل های به جدی توجه و بود آنها کاربردهای و انعطاف پذیر حاشیه های با

بررسی و ساخت به نویسندگان مقاله این در نمی کردند. دایره ای‑دایره ای

را به دست آمده مفصل های و پرداختند دایره ای‑دایره ای مفصل های ویژگی های

از ادامه در است. دایره ای» «مفصل های همان منظور که نامیدند «سیرکولا»۴۵

این کرد. خواهیم یاد دایره ای مفصل های به عنوان دایره ای‑دایره ای مفصل های

[۷۰] جاپ و ماردیا و [۲۷] لی و فیشر توسط انجام شده کارهای مبنای بر مقاله

آن به اینجا در که است شده نوشته دایره ای متغیرهای ویژگی های بررسی در

می پردازیم.

ثابت زاویه هر برای باشد. دایره ای یکنواخت توزیع دارای Θ۱ کنید فرض

کنید فرض حال است. دایره ای یکنواخت توزیع دارای نیز Θ۱+ω (mod ۲π) ،ω

باشد، مستقل Θ۱ از و کرده پیروی دایره ای یکنواخت توزیع یک از g چگالی با Ω

توزیع از نیز Θ۲ = Θ۱ + Ω(mod ۲π) قبلی، نتیجه مبنای بر این صورت در

دایره ای توزیع دارای (Θ۱,Θ۲) بنابراین، .[۷۰] می کند پیروی دایره ای یکنواخت

مثبت حالت های از مثال (دو است دایره ای یکنواخت حاشیه های با دومتغیره

شرطی چگالی علاوه براین، است). شده ارائه ۸ شکل در موضوع این منفی و

حاشیه ای توزیع با که می آید به دست g(θ۲ − θ۱) به صورت نیز Θ۲|Θ۱ = θ۱

زیر به صورت دایره ای مفصل چگالی یک و است شده آمیخته Θ۱ یکنواخت

می آید: به دست

c⋆Θ۱,Θ۲
(θ۱, θ۲) =

۱
۲π

g(θ۲ − θ۱). (۳۲)
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲۰ و کریمی

Θ۲؛ = Θ۱ + ۰٫۱π (mod ۲π) (چپ: متفاوت زاویه ای تصویر دو برای چنبره روی دومتغیره یکنواخت توزیع های چگالی نمایش :۸ شکل
.[۱۰۵] (Θ۲ = −Θ۱ + ۰٫۱π (mod ۲π) راست:

دایره ای چگالی ،Θ۲ = Ω−Θ۱ براساس مشابه استدلال یک

می دهد: به دست زیر به صورت را متمم
c⋆⋆Θ۱,Θ۲

(θ۱, θ۲) =
۱

۲π
g(θ۲ + θ۱). (۳۳)

وابستگی های به به ترتیب (۳۳) و (۳۲) رابطه های مفصل های

می توان را چگالی دو این .[۲۷] دارند اشاره منفی و مثبت

کرد: ترکیب هم با زیر به صورت

cΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) =
۱

۲π
g(θ۲ − qθ۱), (۳۴)

توأم توزیع چگالی ،(۳۴) رابطه  است. q ∈ {−۱, ۱} آن در که

تابع اگر رابطه، این در می دهد. نشان را Θ۲ = Ω− qΘ۱ و Θ۱

به نظر مورد مفصل شود، انتخاب دایره ای یکنواخت چگالی ،g

به صورت آن چگالی که می شود تبدیل استقلال دایره ای مفصل

رابطه  همانند دیگر، سوی از است. cΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) = ۱/۴π۲

متغیر هر برای مفصل مستقیم تعریف طریق از می توان (۸)

با پرداخت. دومتغیره دایره ای چگالی های تعریف به تصادفی، 

یک روی دومتغیره دایره ای چگالی یک اسکلار، قضیه از استفاده

نوشت: زیر به صورت می توان را ،S۲ واحد، چنبره ی

fΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) = ۴π۲fΘ۱(θ۱)fΘ۲(θ۲)

× cΘ۱,Θ۲

(
۲πFΘ۱(θ۱), ۲πFΘ۲(θ۲)

)
. (۳۵)

زیر توأم  چگالی (۳۵) و (۳۴) توأم چگالی توابع ترکیب از

می آید: به دست
fΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) = ۲πfΘ۱(θ۱)fΘ۲(θ۲)g(۲π[FΘ۲(θ۲)

− qFΘ۱(θ۱)]),

ویژگی های است. (۵) رابطه  در جانسون و وهرلی توزیع همان که

و توزیع توابع چگالی ها، رفتار جمله از دایره ای مفصل های این

به و گرفته قرار بررسی مورد [۴۸] در آنها وابستگی معیارهای

مفصل های این مبنای بر متفاوت توزیع های فرضی ویژگی های

یکنواخت، حاشیه ای توزیع های به انتقال طریق از دایره ای

و درستنمایی ماکسیمم برآورد همچنین،  است. شده پرداخته

چگالی و گرفته قرار ارزیابی مورد نیز برازش نیکویی آزمون

یافته گسترش (d ≥ ۳) d‑متغیره حالت به (۳۴) رابطه  مفصل

تگزاس باد داده های شامل داده مجموعه دو نهایت، در است.

داده های مجموعه در است. شده تحلیل ژاپن زلزله داده های و

مجموعه در و متفاوت ساعت دو در باد جهت های نخست،

و زلزله وقوع از قبل زمین فرود شیب ترین جهت دوم، داده

متغیرهای به عنوان زلزله وقوع از پس زمین جانبی حرکت جهت

است. شده گرفته نظر در دایره ای

مبتنی پنهان مارکوف مدل یک ۲۰۱۹ سال در [۶۲] لگونا

معرفی چنبره ای زمانی سری داده های تحلیل برای را مفصل بر

چندمدی بودن دایره ای، همبستگی هم زمان، به طور مدل این کرد.

برای مدل، این می کند . بازنمایی را زمانی خودهمبستگی و

از نیم ساعته مشاهده ۱۳۲۶ شامل زمانی سری یک بخش بندی

است. شده گرفته به کار دریا امواج جهت و باد جهت

برای ساده ساختار یک ۲۰۲۱ سال در [۳۸] ابی و اموتو

دایره ای توزیع های ترکیب طریق از چنبره ای توزیع تعریف

به صورت حاشیه ای توزیع های روش،  این در کردند. ارائه مستقل، 
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۱اندیشه

جهت های میانگین که می شود فرض و می شوند مشخص مجزا

توزیع نتیجه،  در است. صفر برابر fΘ۲ و fΘ۱ دایره ای چگالی های

می شود: تعریف زیر چگالی با چنبره ای

f(θ۱, θ۲) = {۱ + λ sin(θ۱ − µ۱) sin(θ۲ − µ۲)}

× fΘ۱(θ۱ − µ۱)fΘ۲(θ۲ − µ۲), (۳۶)

مکان پارامترهای µ۲ و µ۱ ،−π ≤ θ۱, θ۲, µ۱, µ۲ < π آن در که

متغیر دو هستند. متغیرها بین وابستگی پارامتر −۱ ≤ λ ≤ ۱ و

گشتاورهای که آن جا از مستقل اند. هم از λ بودن صفر صورت در

یک تابع این هستند، صفر برابر fΘ۲ و fΘ۱ چگالی های سینوسی

خاصی حالت (۳۶) رابطه  در است. معتبر احتمال چگالی تابع

که دارد وجود (۳۵) رابطه  در معرفی شده دایره ای مفصل های از

است: زیر به صورت

cΘ۱,Θ۲(u, v) = ۱+λ sin
[
F−۱
Θ۱

(u/۲π)
]
sin

[
F−۱
Θ۲

(v/۲π)
]
/۴π۲.

سینوسی‑ چنبره ای توزیع به عنوان توزیع این از نویسندگان

مربوط داده های تحلیل در را آن و کردند یاد ۴۶(SⅭTⅮ) همبسته

بردند. به کار باکتری دو ژنوم های ساختار به

کوشی توزیع ۲۰۲۲ سال در [۵] لی و امیجیرس‑الونسو

مدل یک که کردند ارائه را سینوسی‑چوله دومتغیره پوشانده ی

در پیوسی و کاتو مدل به زیادی شباهت و است مفصل‑مبنا

دومدی بودن و چوله بودن به دلیل مدل این دارد. (۳۱) رابطه 

برای موجود مدل های منعطف ترین از یکی احتمالا آن، بالقوه ی

داده های تحلیل برای را مدل این آنها است. چنبره ای داده های

بردند. به کار پروتئینی

از خانواده یک ۲۰۲۲ سال در [۵۶] همکاران و کاتو

ارائه زیر به صورت فوریه سری های بر مبتنی دایره ای چگالی های

نمودند:

cΘ۱,Θ۲(θ۱, θ۲) =
۱

۴π۲

×

۱ + ۲Re


∞∑
n=۱

∞∑
m=−∞
m ̸=۰

ϕ(m,n) e−i(mθ۱+nθ۲)


 ,
(۳۷)

تعیین مناسب انتخاب با ϕ(m,n) مختلط ضرایب آن در که

حالت ،(۳۷) رابطه  در هستند. m,n ∈ Z و می شوند

به دست را دومتغیره دایره ای یکنواخت توزیع ϕ(m,n) = ۰

رابطه، این در مختلف ضرایب به کاربردن با نویسندگان می دهد.

دو و آوردند به دست را دایره ای مفصل های از زیادی کلاس های

دایره ای توزیع یک از شبیه سازی شده داده های شامل داده مجموعه

کردند. تحلیل را باد جهت به مربوط داده های و دومتغیره

دایره ای مفصل تابع تعریف با ،۲۰۲۳ سال در [۸۰] اوگاتا

به صورت

CΘ۱,Θ۲(u, v) = FΘ۱,Θ۲

(
F−۱
Θ۱

(u), F−۱
Θ۲

(v)
)
,

مفصل یک برای را فرشه‑هافدینگ پایین و بالا کران های

۲۰۲۴ سال در [۵۳] همکاران و کاتو آورد. به دست دایره ای

بخش در که کردند معرفی را سه متغیره پوشانده ی کوشی مفصل

شد. داده شرح دایره ای‑خطی مفصل های

چارچوب یک ۲۰۲۵ سال در [۷۴] همکاران و مینگویین

(جهت محوری داده های بین همبستگی مدل سازی برای نوین

با که کردند ارائه باد) (جهت دایره ای و گیاهی) پوشش نوارهای

و کاتو چنبره ای چگالی بر مبتنی دایره ای مفصل یک از بهره گیری

به نام که آنها پایه ای مدل چگالی است. شده ساخته [۵۵] پیوسی

به صورت می شود، یاد آمیخته دایره ای‑محوری دومتغیره چگالی

است: زیر

fΘ,Ψ(θ, ψ) = cρ (FΘ(θ), FΨ(ψ)) fΘ(θ)fΨ(ψ), (۳۸)

مفصل چگالی cρ و ۰ ≤ ψ < π ،۰ ≤ θ < ۲π آن در که

مدل این آنها است. پوشانده کوشی چگالی از حاصل دایره ای

داده اند. بسط همراه۴۷ متغیرهای با آمیخته مدل یک قالب در را

به صورت پارامتر J با مدل این آمیخته دایره ای‑محوری چگالی

است: زیر

fΘ,Ψ(θ, ψ) =

J∑
j=۱

πjf(θ, ψ;η),

هستند چندجمله ای توزیع احتمالی ضرایب π۱, · · · , πJ آن در که
46Sine-correlated toroidal distribution
47Concomitant variables
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲۲ و کریمی

و است ۱ برابر آنها مجموع که

f(θ, ψ;ηj) = cρj (F (θ;γ), F (ψ;α)) f(θ;γ)f(ψ;α),

رابطه  به مربوط دایره ای‑محوری چگالی ،η = (γj ,α, ρj)

توزیع پارامترهای شامل γj بردار اینجا، در است. (۳۸)

توزیع پارامترهای شامل αj و j‑ام مؤلفه حاشیه ای دایره ای

همبستگی میزان ρj و هستند j‑ام مؤلفه حاشیه ای محوری

نشان j‑ام مؤلفه درون در را محوری و دایره ای متغیرهای بین

می دهد.

۲۰۲۵ سال در [۷۵] نونیز‑آنتونیو و مونتیسینوس‑وازکس

ربع روی جهتی داده های برای را بیزی چندمتغیره مدل های

کرده اند. ارائه ([۰, π/۲] بازه ی در θ (زاویه های واحد دایره اول

می شود. گفته نیز کران دار جهتی داده های داده هایی، چنین به

مفصل به ویژه مفصل، توابع بر مبتنی آنها پیشنهادی روش

مدل ها این حاشیه ای چگالی های به طوری که است، ضمنی۴۸

را پیشنهادی روش آنها هستند. تصویرشده۴۹ گامای توزیع های

داده مجموعه یک روی هم و شبیه سازی شده داده های روی هم

الگوی (زاویه های ارتوپدی حرکات با مرتبط زاویه های از واقعی

توصیف و برازش در مدل توان تا برده اند به کار راه رفتن/حرکت)

شود. داده نشان محدودشده زاویه های بین وابستگی ساختار

توزیع های از خانواده ای دو ۲۰۲۵ سال در [۵۴] همکاران و کاتو

کردند. معرفی ابرچنبره ای داده های بیزی تحلیل برای را احتمال

،۵۰(TPN) چنبره روی تصویرشده نرمال توزیع اول، خانواده ی

پارامتری قیود تحت چندمتغیره نرمال توزیع های تصویر طریق از

مفصل حالت از تعمیمی دوم، خانواده ی می آید. به دست خاص

حاشیه ای توزیع هر از استفاده امکان که است اول خانواده ی

تحلیل برای پیشنهادی توزیع های این می کند. فراهم را دلخواه

باد جهت به مربوط زمانی سری های شامل هواشناسی داده های

است. شده استفاده موج جهت و

همبستگی ضرایب ۲ .۴

از نیز دایره ای‑دایره ای مفصل های به مرتبط پژوهش های در

آمار در دایره ای متغیرهای برای تعریف شده همبستگی ضرایب

این مرور به خلاصه به طور اینجا در می شود. استفاده جهتی

رویکرد دو خطی متغیرهای در می پردازیم. همبستگی ضرایب

رویکرد دارد. وجود همبستگی رابطه  توصیف برای اصلی

آنها شناخته شده ترین که است گشتاوری همبستگی نخست،

رتبه ای همبستگی دوم، رویکرد است. پیرسون همبستگی ضریب

طبیعی، به طور می شود. τ‑کندال و ρ‑اسپیرمن شامل که است

داده های در همبستگی مطالعه برای را رویکرد دو این می توان

گرفت. نظر در نیز دایره ای

گشتاوری همبستگی ضرایب ۱ .۲ .۴

گشتاوری نوع از که دومتغیره دایره ای همبستگی ضریب چندین

وهرلی و جانسون ،۱۹۷۵ سال در [۶۷] ماردیا توسط هستند

استیفنز ،۱۹۷۸ سال در [۷۲] پوری و ماردیا ،۱۹۷۷ سال در [۴۴]

شده اند. تعریف ۱۹۷۹ سال در [۷۱] همکاران و ماردیا و [۹۹]

ضرایب این بر جامعی مرور ۱۹۸۰ سال در [۵۱] ماردیا و جاپ

و ماردیا همبستگی، ضریب گسترش با و کردند ارائه همبستگی

مبتنی کلی همبستگی ضریب یک ۱۹۷۹ سال در [۷۱] همکاران

سال در [۸۷] ریویست دادند. پیشنهاد کانونی همبستگی های بر

همبستگی جهت شدت، علاوه بر که علامت دار۵۱ معیار یک ۱۹۸۲

جمالاماداکا کرد. پیشنهاد می گیرد، اندازه نیز را منفی) یا (مثبت

نمودند. تعریف را مشابهی ضریب ۱۹۸۸ سال در [۴۰] سرما و

برای را دیگری معیار ۱۹۸۳ سال در [۲۷] لی و فیشر

فرض کردند. معرفی دایره ای متغیرهای بین وابستگی اندازه گیری

هم توزیع و مستقل تصادفی بردار دو (Θ۲,Ψ۲) و (Θ۱,Ψ۱) کنید

بر توأم توزیع با دایره ای تصادفی متغیرهای از (Θ,Ψ) بردار با

لی و فیشر همبستگی ضریب باشند. چنبره یک سطح روی

می شود: تعریف زیر به صورت
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۳اندیشه

ρFL =
E{sin(Θ۱ −Θ۲) sin(Ψ۱ −Ψ۲)}√

E{sin۲(Θ۱ −Θ۲)}E{sin۲(Ψ۱ −Ψ۲)}
.

[۴۰] سرما و جمالاماداکا توسط تعریف شده همبستگی ضریب

است: زیر به صورت

ρJS =
E{sin(Θ− µ) sin(Ψ− ν)}√

V ar{sin(Θ− µ)}V ar{sin(Ψ− ν)}
,

Θ متغیرهای دایره ای میانگین های به ترتیب ν و µ آن در که

دارای ρJS و ρFL می شود، مشاهده که همان طور هستند. Ψ و

گشتاوری همبستگی ضریب به ρJS اما هستند، مشابهی فرم های

−۱ یا ۱ مقدار می توانند معیار هردو است. نزدیک تر پیرسون

در اکید مثبت/منفی وابستگی با متناظر به ترتیب که بگیرند را

هستند. خطی متغیرهای

دایره ای مفصل های به همبستگی ضرایب این تعمیم برای

،(۳۴) رابطه در cΘ۱,Θ۲ چگالی با دایره ای مفصل های به ویژه

مفصل ها، این در مفهومی نظر از :[۴۸] داریم نیاز را زیر مفاهیم

بسیار g زمانی که می کند؛ کنترل را cq وابستگی g توزیع تمرکز

پراکنده تر g زمانی که و بالا دایره ای مفصل وابستگی باشد، متمرکز

میانگین برآیند طول همچنین، است. پایین آن وابستگی باشد،

و αg = Eg(cosΩ) آن در که است ρg =
√
α۲
g + β۲

g به صورت

از استفاده با می کند. اندازه گیری را g تمرکز βg = Eg(sinΩ)

این که به توجه با و [۵۵] پیوسی و کاتو مقاله ۳ −۸ بخش

E(cosΘ۱) = E(sinΘ۱) = E(cosΘ۲) = E(sinΘ۲) = ۰

معیارهای یکی) جز (به تمامی دایره ای، یکنواختی به دلیل

Σkl = به صورت ۲ × ۲ ماتریس های از توابعی به وابستگی

X۱ = آن در که وابسته اند ،k, l = ۱, ۲ برای E(XkX
T
l )

که آنجا از .X۲ = (cosΘ۲, sinΘ۲)
T و (cosΘ۱, sinΘ۱)

T

دایره ای یکنواخت حاشیه های توزیع های به فقط Σ۲۲ و Σ۱۱

همانی ماتریس I۲ آن در که Σ۱۱ = Σ۲۲ = ۱
۲I۲ وابسته اند،

مثلثاتی اتحادهای به کارگیری و محاسبات اندکی با است. ۲×۲

می آید: به دست زیر نتیجه ی ،Θ۲ = Ω+ qΘ۱ کلی رابطه  و پایه

Σ۱۲ =
۱
۲

 αg βg

−qβg qαg

 .

همبستگی ضریب چند ۲۰۱۵ سال در [۴۸] همکاران و جونز

به ویژه دایره ای مفصل های برای را معرفی شده دایره ای

دادند. گسترش (۳۴) رابطه  در cΘ۱,Θ۲ چگالی با مفصل هایی

[۸۷] ریویست معیار علامت دار وابستگی معیار نخستین

ویژه ی مقدار کوچک ترین λ۲ آن در که است ρR = ۲λ۲ به صورت

این می دهد. نشان را sgn(ⅾetΣ۱۲) در ضرب Σ۱۲ ماتریس

دومین می شود. ساده ρR = qρg به دایره ای مفصل برای مقدار

برای که است [۲۷] لی و فیشر معیار علامت دار، وابستگی معیار

می آید: به دست زیر به صورت دایره ای مفصل یک

ρFL = ⅾetΣ۱۲

/√
ⅾetΣ۱۱ⅾetΣ۲۲.

داریم: cq چگالی با دایره ای مفصل برای بنابراین،

ρFL = q(α۲
g + β۲

g) = qρ۲
g.

[۴۰] سرما و جمالاماداکا معیار سوم، علامت دار وابستگی معیار

می شود: تعریف زیر به صورت دایره ای مفصل یک برای که است

ρJS =
∣∣∣E (

ei(Θ۱−Θ۲)
)∣∣∣− ∣∣∣E (

ei(Θ۱+Θ۲)
)∣∣∣ .

به صورت نیز ρJS مقدار ،g چگالی با دایره ای مفصل برای

می شود. ساده ρJS = qρg

علامت بدون وابستگی معیارهای معیارها، این علاوه بر

نیز [۵۱] ماردیا و جاپ و [۴۴] وهرلی و جانسون به متعلق

متکی اند: زیر کمیت بر که دارند وجود

S = Σ−۱
۱۱ Σ۱۲Σ

−۱
۲۲ ΣT۱۲,

از می شود. ساده S = ρ۲
gI۲ به صورت دایره ای مفصل برای و

ریشه با برابر ،ρJW وهرلی، و جانسون وابستگی معیار این رو،

مفصل برای که است S ماتریس ویژه ی مقدار بزرگ ترین مربع

وابستگی معیار همچنین، می آید. به دست ρg با برابر دایره ای

برای که است S ماتریس اثر با برابر ،ρJM ماردیا، و جاپ

در کلیدی نکته می آید. به دست ۲ρ۲
g با برابر دایره ای مفصل

52Local dependence
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲۴ و کریمی

به وابستگی معیار پنج این ارتباط نحوه فوق، مشاهدات تمام

در وابستگی پارامتر به عنوان را ρg نقش موضوعی که است؛ ρg
می کند. توجیه cq چگالی با دایره ای مفصل های

وابستگی ۲۰۱۵ سال در [۴۸] همکاران و جونز

γf (x, y) = موضعی وابستگی تابع براساس را موضعی۵۲

موضعی وابستگی تابع نمودند. تعریف ∂۲ log f(x, y)/∂x∂y

(۳۴) رابطه چگالی با دایره ای مفصل های از کلاسی برای

است: زیر به صورت

γc(θ۱, θ۲) = −q(log g)′′(θ۲ − qθ۱).

نواحی و مد در معمولا ( log g)′′ دوم مشتق تک مدی، g تابع برای

موضعی وابستگی تابع این رو، از است؛ منفی آن به نزدیک

مفصل از نواحی ای در معقول، و طبیعی به طور نیز متناظر

است. q با هم علامت هستند، چگالی بیشترین دارای که دایره ای

می توان دایره ای، مفصل چگالی به نسبت γc از انتگرال گیری با

آورد: به دست زیر به صورت دیگری علامت دار وابستگی معیار

γ = q

∫ ۲π

۰

{g′(ϕ)}۲

g(ϕ)
dϕ = qIg,

از است. g چگالی مکان پارامتر برای فیشر اطلاع Ig آن در که

دارای ρFL همانند نیز γ است، مثبت مقدار یک Ig که آن جا

نه است، وابسته ρg به معیار، این اندازه بود. خواهد q علامت

افزایش آن مقدار ρg افزایش با می رود انتظار این رو، از µg؛ به

تابع برای مثال، به عنوان بیشتر). تمرکز ⇒ بیشتر (اطلاع یابد

پوشانده، کوشی g برای ،Ig = ۱ −
√

۱ − ۴ρ۲ کاردیوئید، g

و k تمرکز پارامتر با فون میزس g برای و Ig = ۲ρ۲
g/(۱ − ρ۲

g)
۲

می آیند. به دست Ig = kA(k) ،[۷۰] A(k) میانگین برایند طول

مستقل (Θ۲,Ψ۲) و (Θ۱,Ψ۱) تصادفی بردار دو کنید فرض

در [۱۰۵] همکاران و ژان باشند. (Θ,Ψ) بردار با هم توزیع و

تابع پایه بر گشتاوری دایره ای همبستگی ضریب یک ۲۰۱۹ سال

نمودند: معرفی زیر به صورت ترتیب

ρo =
E {h(Θ۱,Θ۲)h(Ψ۱,Ψ۲)}√

E
{
[h(Θ۱,Θ۲)]

۲
}
E
{
[h(Ψ۱,Ψ۲)]

۲
} ,

اگر است. (۱) رابطه در تعریف شده ترتیب تابع h آن در که

اینجا در بود. خواهد ρ۰ > ۰ آنگاه ،h(Θ۱,Θ۲)h(Ψ۱,Ψ۲) > ۰

در دایره محیط روی Ψ و Θ متغیر دو که می دهد نشان ρ۰ > ۰

آنها حرکت بیانگر ρ۰ < ۰ حالی که در می کنند، حرکت جهت یک

است. مخالف جهت های در

رتبه ای همبستگی ضرایب ۲ .۲ .۴

برای ناپارامتری معیار یک ۱۹۸۲ سال در [۲۶] لی و فیشر

آنها مقاله در کردند. معرفی را دایره ای‑دایره ای وابستگی

به صورت رابطه ای اساس بر «T‑هماهنگ۵۳» عنوان با مفهومی

مشخص، جهت یک در θ وقتی است. شده تعریف φ = g(θ)

یک پیوسته به طور پادساعت گرد، چه و ساعت گرد جهت در چه

پیوسته به طور جهت همان در نیز φ می کند، طی را کامل دور

متغیر دو هر در حرکت جهت اگر می کند. طی را کامل دور یک

در می نامند. T‑هماهنگ را φ = g(θ) رابطه  باشد، یکسان

دیگر جهت و ساعت گرد جهت یک اگر یعنی این صورت، غیر

می گویند. T‑ناهماهنگ را φ = g(θ) آنگاه باشد، پادساعت گر

نمایانگر i = ۱, · · · , n برای Pi = (θi, φi) کنید فرض

می نامیم T‑هماهنگ را نقاطی باشد. چنبره روی بر نقطه n

باشد داشته وجود φ = g(θ) به صورت T‑هماهنگ رابطه  هرگاه

به طور شود. برقرار i = ۱, · · · , n برای φi = g(θi) به طوری که

همچنین، می کنیم. تعریف ناهماهنگ حالت در را نقاطی مشابه،

شده توزیع چنبره  روی تصادفی به طور P = (θ, φ) کنید فرض

می شود: اندازه گیری زیر به صورت φ و θ بین وابستگی باشد.

∆ = Pr
(
هستند T−هماهنگ ,P۱که P۲, P۳

)
− Pr

(
هستند T−ناهماهنگ ,P۱که P۲, P۳

)
,

همانند که هستند مستقلی تصادفی نقاط P۳ و P۲ ،P۱ آن در که

شده اند. توزیع چنبره روی بر P

نیز T‑هماهنگی ارزیابی برای ρ‑اسپیرمن همتای یک

این در است. شده مطالعه ۱۹۸۲ سال در [۲۶] لی و فیشر توسط

شده گرفته نظر در دایره ای داده های برای خطی رتبه های مقاله،

است. شده استفاده تناوبی ویژگی تأمین برای مثلثاتی توابع از و

را وزنی تباهیده ی آماره های ۱۹۹۴ سال در [۹۵] همکاران و شی

با را ρ‑اسپیرمن و τ‑کندال خطی، حالت در که کردند پیشنهاد
53T-concordant
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۵اندیشه

وابسته ثابتِ یک در آماره این ضرب از پس می کند. ترکیب هم

منطبق [۲۶] لی و فیشر کار در ∆̂n آماره با نمونه، اندازه ی به

می شود.

τ‑کندال همتای یک ۲۰۱۹ سال در [۱۰۵] همکاران و ژان

و (Θ۱,Ψ۱) کنید فرض کردند. ارائه دایره ای داده های برای

چنبره ای همتای باشند. (Θ,Ψ) با هم توزیع و مستقل (Θ۲,Ψ۲)

ناهماهنگی و هماهنگی احتمال بین تفاضل به صورت τ‑کندال،

می شود: تعریف زیر به صورت (Θ۲,Ψ۲) و (Θ۱,Ψ۱) زوج های

τ۰ = τΘ,Ψ = Pr
[
h(Θ۱,Θ۲)h(Φ۱,Φ۲) > ۰

]
− Pr

[
h(Θ۱,Θ۲)h(Φ۱,Φ۲) < ۰

]
.

نشان آن مثبت مقدار است، [−۱, ۱] بازه ی τ۰ دامنه ی که آن جا از

ساعت گرد جهت در Ψ و Θ هم جهت چرخش احتمال که می دهد

وضعیت وقوع احتمال حالی که در است، زیاد پادساعت گرد) (یا

Ψ پادساعت گرد چرخش با همراه ساعت گرد به صورت Θ چرخش

مفصل مبنای بر τ۰ همبستگی ضریب است. پایین برعکس، یا

آید: به دست زیر به صورت

τ۰ = ۴
∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
C۲(u, v)dC۱(u, v)− ۱,

(Θ۲,Ψ۲) و (Θ۱,Ψ۱) مفصل های به ترتیب C۲ و C۱ آن در که

آنگاه باشند، یکسان توأم توزیع یک از داده ها اگر هستند.

نمایش τC با را آن (که Ψ و Θ برای τ‑کندال جامعه ای نسخه ی

است: زیر به صورت می دهیم)

τC = ۴E (C(U, V ))− ۱,

هستند. V = G(Ψ) و U = F (Θ) آن در که

متقابل اطلاع معیار ۲۰۱۹ سال در [۶۳] همکاران و لگوی

متغیر زوج یک (Θ,Ψ) اگر کردند. معرفی را ۵۴(ⅭⅯI) دایره ای

تعریف زیر به صورت Ψ و Θ بین ⅭⅯI آنگاه باشد، دایره ای

می شود:

ⅭⅯI(Θ,Ψ) =

∫ ۲π

۰

∫ ۲π

۰
fΘ,Ψ(θ, ψ)

× log
{ fΘ,Ψ(θ, ψ)

fΘ(θ)fΨ(ψ)

}
dψ dθ, (۳۹)

و Ψ حاشیه ای چگالی fΨ ،Θ حاشیه ای چگالی fΘ آن در که

توزیع دارای (Θ,Ψ) اگر است. (Θ,Ψ) زوج توأم چگالی fΘ,Ψ

رابطه  در دایره ای متقابل اطلاع آنگاه باشد، (۵) رابطه  در داده شده

می شود: ساده زیر به صورت (۳۹)

ⅭⅯI(Θ,Ψ) = ۲π
∫ ۲π

۰
g(t) log{g(t)}dt.

آنگاه باشد، پوشانده کوشی توزیع چگالی g اگر خاص، به طور

چگالی اگر (۳۹) رابطه  در .ⅭⅯI(Θ,Ψ) = − log(۱ − ρ۲)

مبنای بر ⅭⅯI آنگاه شود، داده قرار (۲۷) رابطه  در ارائه شده

می آید. به دست مفصل

آماری استنباط ۳ .۴

پارامترها برآورد ۱ .۳ .۴

برای برآورد الگوریتم یک ۲۰۱۸ سال در [۸] داس و باتاچارچی

رابطه  در چگالی مانند دایره ای تصادفی متغیر دو توأم چگالی

از زیادی برآورد روش های الگوریتم این کردند. ارائه (۲۷)

روش و ⅯⅬE روش ،۵۵(ⅯⅯE) گشتاوری برآورد روش جمله

توزیع های از یک هیچ صورتی که در می شود. شامل را امتیازبندی

برآورد برای نباشد، داده ها مناسب برازش به قادر موجود دایره ای

هسته ای چگالی برآورد ناپارامتری روش از حاشیه ای چگالی های

می شود. استفاده جایگزین راهکار به عنوان

قراردن برابر با برآوردها آن در (که گشتاوری روش

حاصل جامعه مثلثاتی گشتاورهای با نمونه مثلثاتی گشتاورهای

دایره ای مفصل های در پارامترها برآورد برای بیشتر می شوند)

نشان ۲۰۱۵ سال در [۵۵] پیوسی و کاتو می شود. استفاده

کارآمدتر درستنمایی ماکسیمم به نسبت گشتاورها روش که دادند

بسته فرم درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای اکثر برای زیرا است؛

محاسباتی نظر از گشتاورها روش دیگر، سوی از ندارد. وجود

برای بسته فرمول های دارای و ساده آن پیاده سازی سریع، بسیار

برآورد برای را روش این پیوسی و کاتو است. پارامترها برآورد

روش این علاوه براین، برده اند. به کار (۳۱) رابطه  مدل پارامترهای

همکاران و کاتو ،۲۰۲۱ سال در [۳۸] ابی و اموتو مانند مقالاتی در
54Circular mutual information
55Method of moment estimation



شده
فته

ذیر
پ

آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲۶ و کریمی

استفاده ۲۰۲۴ سال در [۵۳] همکاران و کاتو و ۲۰۲۲ سال در [۵۶]

است. شده

است. دایره ای‑خطی مفصل های بخش مانند MLE روش

عددی حل طریق از برآوردها آن در (که امتیازبندی روش در تنها

تفاوت ها بعضی می آیند)، به دست درستنمایی ماکسیمم معادلات

برای نیز را ⅯⅬE روش [۵۵] پیوسی و کاتو دارند. وجود

فرم آن جایی که از اما بردند؛ به کار (۳۱) رابطه  پارامترهای برآورد

از ندارد، وجود درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای برای بسته ای

شبه ‑نیوتن و [۷۸] نلدر‑مید مانند بهینه سازی عددی روش های

چگالی برآورد برای موجود روش یک کردند. استفاده [۹۳]

سال در [۴۸] همکاران و جونز توسط که (۵) رابطه  در توأم

طریق از توأم توزیع پارامترهای برآورد است، شده ارائه ۲۰۱۵

در تغییرات به نسبت درستنمایی لگاریتم تابع ماکسیمم سازی

و برآورده شده پارامترهای جایگزینی سپس و توزیع پارامترهای

(۵) رابطه  چگالی در حاشیه ای توزیع تابع و چگالی فرم های

پیونددهنده چگالی در جهت میانگین پارامتر روش، این در است.

یک درستنمایی لگاریتم تابع می شود. تنظیم صفر مقدار روی

چگالی با توزیعی از (θ۱۱, θ۲۱), · · · , (θ۱n, θ۲n) تصادفی نمونه

می آید: به دست زیر به صورت (۵) رابطه 

ℓ(τ ) = n log(۲π) +
n∑
i=۱

log(fΘ۱(θ۱i)) +

n∑
i=۱

log(fΘ۲(θ۲i))

+

n∑
i=۱

log (g (۲π (FΘ۲(θ۲i)− qFΘ۱(θ۱i)))) ,

است. توزیع پارامترهای بردار τ آن در که

[۷۴] همکاران و مینگویین و ۲۰۱۹ سال در [۶۲] لگونا
۵۶(IFⅯ) حاشیه ها برای استنباط تابع روش ۲۰۲۵ سال در

استفاده درستنمایی ماکسیمم روش بهینه سازی برای را [۵۸]

مدل ها پارامترهای ۲۰۲۵ سال در [۵۴] همکاران و کاتو نموده اند.

برآورد ۵۷(ⅯⅭⅯⅭ) مونت کارلویی مارکوف زنجیره ی روش با را

در [۷۵] نونیز‑آنتونیو و مونتیسینوس‑وازکس اخیرا، کرده اند.

ارائه شده مفصل پارامترهای برآورد برای بیزی روش از ۲۰۲۵ سال

نمودند. استفاده

برازش نیکویی ۲ .۳ .۴

نیز دایره ای‑دایره ای مفصل های در برازش نیکویی آزمون های

به طور هستند. دایره ای‑خطی مفصل های در آزمون ها مانند

در [۳۸] ابی و اموتو ،۲۰۱۵ سال در [۵۵] پیوسی و کاتو به نمونه،

سال در [۲۳] گرگوریو‑دومینگز و فرناندز‑دوران ،۲۰۲۱ سال

کنید. مراجعه ۲۰۲۵ سال در [۷۴] همکاران و مینگویین و ۲۰۲۳

کروی مفصل های ۵

کاربردها و توسعه ۱ .۵

سال در [۵۲] کاتو توسط ارائه شده مدل با کروی مفصل های

واحد بردارهای از زوجی برای مدل این یافتند. گسترش ،۲۰۰۹

ساخته چندبعدی، فضای در براونی۵۸ حرکت پایه ی بر وابسته

در براونی حرکت یک {Bt; t ≥ ۰} کنید فرض است. شده

از حرکت مسیر چون .d ≥ ۲ آن در که باشد، Rd فضای

−d کره ی به نهایتاً براونی ذره می شود، آغاز B۰ = ۰ نقطه

را زمانی مینیمم رسید. خواهد ρ ∈ (۰, ۱) شعاع با بعدی

یعنی می دهیم؛ نشان t۱ با می شود خارج کره از ذره آن در که

است. اقلیدسی نرم ∥·∥ آن در که ،t۱ = inf{t; ∥Bt∥ = ρ}

t۲ زمان در نخستین بار ذره ،ρ شعاع با کره ای از خروج از پس

مدل .t۲ = inf{t; ∥Bt∥ = ۱} یعنی می رسد؛ واحد کره ی به

است: شده بنا زیر تصادفی بردار توأم توزیع پایه بر )پیشنهادی
Q

Bt۱

∥Bt۲∥
, Bt۲

)
,

در [۱۵] O(d) متعامد تبدیلات گروه از عضوی Q آن در که

که است این Bt۱/∥Bt۲∥ در Q ضرب کردن دلیل است. Rd

قابلیت آن که بدون شود، برخوردار بیشتر انعطاف پذیری از مدل

بدهد. دست از را خود تحلیل پذیری
(U, V ) = (QBt۱/∥Bt۲∥, Bt۲) به صورت سهولت، برای

کره روی آن متغیر هر و است تصادفی بردار یک که می نویسیم

زیر چگالی تابع دارای (U, V ) توأم توزیع می گیرد. مقدار واحد
56Inference function for margins
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شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۲۷اندیشه

است:
(۴۰)

c(u, v) =
۱

Ad−۱

۱ − ρ۲

(۱ − ۲ρ u′Qv + ρ۲)
d/۲ , u, v ∈ Sd−۱,

Sd−۱ = ،Q ∈ O(d) ،ρ ∈ [۰, ۱) آن در که

سطح مساحت Ad−۱ و x ترانهاده x′ ،
(
x ∈ Rd; ∥x∥ = ۱

)
پارامتر .Ad−۱ = ۲πd/۲/Γ(d/۲) که به گونه ای است؛ Sd−۱ کره

ρ = ۰ وقتی می کند. تعیین را V و U بین وابستگی میزان ρ

روی یکنواخت توزیع دارای و مستقل V و U متغیرهای باشد،

وقتی و u, v ∈ Sd−۱ برای c(u, v) = ۱/Ad−۱ یعنی هستند؛ کره

می شوند. هم جهت تقریباً بردارها ،ρ→ ۱

این (۴۰) رابطه  در ارائه شده مدل مهم ویژگی های از یکی

و خوش تعریف شرطی و حاشیه ای توزیع های دارای که است

چگالی دارای (U, V ) تصادفی بردار اگر است. شناخته شده

بردار این چگالی .(U, V ) ∼ BSd(ρQ) می نویسیم باشد، (۴۰)

توزیع های نتیجه، در است. متقارن O(d) گروه تحت تصادفی

Sd−۱ واحد ابرکره روی یکنواخت توزیع های ،V و U حاشیه ای

به V و V = v شرط به U) شرطی توزیع دو هر هستند.

بنابراین، هستند. کره برای خروج۵۹ توزیع های (U = u شرط

روی مفصل یک چگالی به عنوان می توان را (۴۰) رابطه  مدل

با خاص مفصل این تفاوت یک گرفت. نظر در Sd−۱ × Sd−۱

همان طور است. آن متغیرهای تناوبی بودن معمولی، مفصل های

با مدلی می توان است، شده بحث [۹۲] ساو مقاله ۴ بخش در که

توزیع های با مدلی از را دوران یافته متقارن حاشیه ای توزیع های

(۴۰) رابطه  مفصل چگالی آورد. به دست یکنواخت حاشیه ای

که می شود تبدیل دایره ای مفصل یک به d = ۲ حالت برای

نمایش مفصل، این است. شده آورده [۵۲] مرجع در آن چگالی

دارد. را پوشانده کوشی توزیع مشابه دومتغیره توزیع یک مختلط

شروع جمله از پیشنهادی مدل از تعمیم هایی نویسنده همچنین، 

برای ،(B۰ = ξ(ξ < ρ)) مبدا از غیر نقطه ای از براونی حرکت

دلخواه حاشیه ای های با توأم توزیع های از خانواده هایی ساخت

و R۲ صفحه در متناظر توزیع های و فون میزس) توزیع مثلا)

گاوسی‑ شرطی  توزیع های و حاشیه ای توزیع های با استوانه روی

مجموعه دو مقاله، این در است. کرده ارائه پوشانده، فون میزس

دایره ای تعمیم یافته ی مدل های از استفاده با باد جهت داده های از

گرفته اند. قرار تحلیل مورد پیشنهادی،

به مفصل ها مفهوم تعمیم با ۲۰۱۵ سال در [۵۰] جاپ

نظری چارچوب فشرده، ریمانی منیفلدهای حاصل ضرب های

منیفلدها، بر مبتنی متغیرهای بین وابستگی تحلیل برای مناسبی

مفصل توابع و یکنواخت توزیع های ابتدا نویسنده نمود. ارائه

دو سپس و می کند تعریف فشرده ریمانی منیفلدهای روی را

همگن منفلدهای روی مفصل ها تعریف برای عمومی ساختار

می کند. ارائه فشرده،

همبستگی ضرایب ۲ .۵

می توانند کروی تصادفی متغیرهای برای همبستگی ضریب های

دایره ای‑ همبستگی ضریب های از ساده ای تعمیم های طریق از

به طور شد. داده شرح ۲ .۴ زیربخش در که آیند به دست دایره ای

مستقل مشاهدات (x۱,y۱), · · · , (xn,yn) کنید فرض نمونه،

با Sq−۱ و Sd−۱ کروی فضای در Y و X بردارهای روی بر

هستند: زیر کواریانس ماتریس

Σ =

Σ۱۱ Σ۱۲

Σ۲۱ Σ۲۲,

 .

بزرگ ترین به صورت [۴۴] وهرلی و جانسون همبستگی ضریب

یا می شود. تعریف S = Σ−۱
۱۱ Σ۱۲Σ

−۱
۲۲ Σ۲۱ ماتریس ویژه مقدار

نشانیدنی۶۰ به روش که [۵۱] ماردیا و جاپ همبستگی ضریب

می یابد: تعمیم زیر به صورت می آید، به دست

r۲ = tr(S) = tr
(
Σ−۱

۱۱ Σ۱۲Σ
−۱
۲۲ Σ۲۱

)
,

زیر به صورت را ∑∗ اگر است. S ماتریس اثر tr(S) آن در که

کنیم: تعریف

Σ∗ =
۱
n

n∑
i=۱

xix
T
i xiy

T
i

yix
T
i yiy

T
i

 =

Σ∗
۱۱ Σ∗

۲۱

Σ∗
۲۱ Σ∗

۲۲

 ,
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آنها کاربردهای و جهتی مفصل های بر مروری همکاران۲۸ و کریمی

و ۲ .۴ زیربخش تعمیم یافته همبستگی ضرایب از بسیاری آنگاه

می آیند به دست Σ∗ و Σ مبنای بر جدید همبستگی ضریب چند

شود). مراجعه [۷۰] منبع (به

و جانسون همبستگی ضریب ،۲۰۰۹ سال در [۵۲] کاتو

است. آورده به دست معرفی شده کروی مفصل برای را وهرلی

آنگاه باشند. (۴۰) رابطه  چگالی دارای (U, V ) کنید فرض

E(U) = E(V ) = ۰, E(UUT ) = E(V V T ) = d−۱I,

E(UV T ) = d−۱ρQ.

می آید: به دست زیر به صورت وهرلی و جانسون همبستگی ضریب

ρJW ≡ λ
۱/۲
۲ = ρ,

ماتریس ویژه مقدار بزرگ ترین λ۲ آن در که

و است Σ−۱
UUΣUV Σ

−۱
V V Σ

T
UV

ΣUU = E(UUT )− E(U)E(UT ),

ΣUV = E(UV T )− E(U)E(V T ),

ΣV V = E(V V T )− E(V )E(V T ).

مدل همبستگی ضریب محاسبه برای ۲۰۱۵ سال در [۵۰] جاپ

است. برده به کار را ماردیا و جاپ همبستگی ضریب ارائه شده،

آماری استنباط ۳ .۵

پارامترها برآورد ۱ .۳ .۵

گشتاوری روش های از نیز کروی مدل های پارامترهای برآورد در

[۵۲] کاتو نمونه، به طور می شود. استفاده درستنمایی ماکسیمم و

این از (۴۰) رابطه مدل پارامترهای برآورد برای ۲۰۰۹ سال در

بهینه سازی برای پژوهش، این در است. کرده استفاده روش دو

جاپ است. شده استفاده LSE روش از درستنمایی لگاریتم تابع

است. برده به کار را ⅯⅬE روش نیز ۲۰۱۵ سال در [۵۰]

برازش نیکویی ۲ .۳ .۵

تبدیل دایره ای به کروی مدل های که مشخص مقادیر برای

از ۲ .۳ .۳ زیرزیربخش در معرفی شده شاخص های از می شوند،

استفاده به دست آمده مدل های ارزیابی برای BIC و AIC جمله

برای را محوری۶۱ آماره یک ۲۰۰۹ سال در [۵۲] کاتو می کنند.

بر مدل هایی که آورد. به دست (۴۰) رابطه در ارائه شده مدل

می شوند، تعریف فشرده ریمانی منیفلدهای حاصل ضرب روی

جاپ مقاله در می گیرند. قرار ارزیابی مورد دیگر روش های با

است. شده پرداخته روش ها این به [۵۰]

پژوهشی مسیرهای و نتیجه گیری ۶

آن ها کاربرد و جهتی مفصل های بر جامعی مرور مقاله، این در

مبانی شد. ارائه جهتی داده های میان وابستگی مدل سازی در

چارچوب سه عملی کاربردهای و تاریخی، توسعه های نظری،

و دایره ای‑دایره ای دایره ای‑خطی، مفصل های شامل اصلی

(نظیر وابستگی معیارهای همچنین، گردید. بررسی کروی

رتبه ای) همبستگی ضریب تعمیم های و دایره ای متقابل اطلاع

تا شبه درستنمایی ماکسیمم برآورد (از استنباط روش های و

گرفتند. قرار بحث مورد فراابتکاری) بهینه سازی الگوریتم های

جهتی مفصل های که می دهد نشان وضوح به مرور این نتایج

وابستگی های کشف برای انعطاف پذیر و قدرتمند ابزاری به

وجود با شده اند. تبدیل غیرخطی و تناوبی داده های در پنهان

مفصل های (از اخیر دهه در به ویژه توجه، قابل پیشرفت های

[۵۲] براونی حرکت بر مبتنی مدل های تا [۴۸] و [۵۵] چنبره ای

چالش های با حوزه این در پژوهش هنوز ،[۵۰] همگن فضاهای و

مسیر که است روبرو متعددی تحقیقاتی فرصت های و بنیادین

می دهند: شکل را آینده پژوهش های

اغلب متغیر): دو از (بیش بالا ابعاد به تعمیم چالش .۱

تعمیم متمرکزند. دومتغیره حالت بر موجود مدل های

وابستگی مدل سازی مثلا) بالاتر ابعاد به جهتی مفصل های

حفظ با رطوبت) و دما باد، سرعت باد، جهت همزمان

یک همچنان دلخواه، حاشیه ای چگالی و تناوبی خاصیت

مفصل های مانند نوین رویکردهای است. باز مسئله

مدل های یا [۱۰۳] چنبره ای فضای در (درختی) واین

باشند. مسیرگشا می توانند [۵۴] ابرچنبره ای
61Pivotal statistic
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مقیاس پذیر: و کارآمد محاسباتی روش های توسعه .۲

درستنمایی) ماکسیمم (به ویژه برآورد روش های از بسیاری

سوبولف مفصل های مانند پیچیده تر مدل های برای

از ،[۷۴] مفصل بر مبتنی آمیخته مدل های یا [۴۹]

(مانند حجیم داده های برای و سنگین محاسباتی نظر

هستند. ناکارآمد عملا زیست محیطی) کلان داده های

نسخه های (نظیر سریع تر برآورد الگوریتم های طراحی

بیزی تقریب روش های و ([۱۶] EⅯ الگوریتم پیشرفته

ضرورت یک بهبودیافته) همگرایی با ⅯⅭⅯⅭ (مانند

می شود. محسوب

آزمون های پرتوان: و دقیق تر استنباطی آزمون های .۳

جهتی مفصل های برای موجود برازش نیکویی

که هستند بازنمونه گیری۶۲ روش های بر مبتنی عمدتاً

توسعه نمی دهند. تشخیص خوبی به را دم ها وابستگی های

وابستگی تشخیص برای نیمه تحلیلی یا تحلیلی آزمون های

پژوهشی مهم زمینه های از ،[۲۳] دایره ای فضای در دمی۶۳

است. مانده باقی

جهتی: مفصل بر مبتنی فضایی‑زمانی مدل های .۴

در [۶۲] پنهان مارکوف مدل های به اشاره علی رغم

فضایی مدل های در جهتی مفصل های ادغام مقاله،

پیش بینی برای ([۴۶] چنبره ای گاوسی فرایندهای (نظیر

جریان جهت پیش بینی (مانند برداری میدان های

اولیه مراحل در هنوز زمین شناختی) ترک های یا اقیانوسی

است.

ظهور با مصنوعی: هوش و ماشین یادگیری در کاربرد .۵

بازنمایی، یادگیری و [۲۰] چرخشی۶۴ عصبی شبکه های

عمیق یادگیری چارچوب های با جهتی مفصل های ترکیب

پروتئین ها جهات (مانند ساختاریافته داده های تولید برای

جدید پژوهشی زمینه یک رباتیک) در جسم وضعیت یا

است.

سمت به جهتی مفصل های حوزه در پژوهش آینده مجموع، در

هوشمند، استنباطی روش های مقیاس پذیر، چندمتغیره مدل های

حرکت ماشین یادگیری و داده علوم در میان رشته ای کاربردهای

کنونی وضعیت مستندسازی با مروری، مقاله این کرد. خواهد

رو حوزه این به علاقه مند پژوهشگران برای راهی نقشه موضوع،

می آورد. فراهم بین رشته ای و رشد به
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Abstract
Directional data (angular data), including circular and spherical data, have applications in many scientific

fields such as ecology, medicine, biology, meteorology, finance, astronomy, geosciences, machine learning, and

artificial intelligence. Modeling dependencies among such data has always faced fundamental challenges due

to the periodic and nonlinear nature of angles. In recent decades, copulas have gained a prominent place in

statistics as powerful tools for separating marginal structures from joint dependence. However, generalizing

copulas to directional data—including circular–linear, circular–circular, and spherical–spherical copulas—has

followed a complex and ongoing research path. In this paper, using a temporal–thematic approach, the historical

development, construction methods, applications, dependence measures, estimation methods, and goodness-of-

fit tests for directional copulas are reviewed. First, the theoretical and mathematical background of directional

models and copulas is introduced. Then, each of the three main families of directional copulas is examined from

theoretical and applied perspectives. Finally, the paper concludes with a general summary and points to future

research directions.

Keywords: Directional data, dependence modeling, directional copulas, circular-linear copulas, circular-circular cop-

ulas, spherical copulas.
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