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چکیده
از فراتر رهیافت هایی از بهره گیری مستلزم پنهان، ساختارهای و پیچیده روابط وجود دلیل به غیرخطی، داده های مدل سازی

غیرخطی، مدل سازی در بیزی استنباط مختلف روش های عملکرد ارزیابی به منظور پژوهش، این در است. کلاسیک خطی مدل های

مونت کارلو، همیلتونی الگوریتم شامل حوزه این در پرکاربرد روش سه است. شده استفاده بیزی عصبی شبکه های چارچوب از

مقایسه یکدیگر با و پیاده سازی غیرخطی رگرسیون مدل یک قالب در واریاسیونی، استنباط و بازگشت بدون تطبیقی نمونه گیری

اساس بر روش ها عملکرد و شده انجام واقعی مجموعه داده یک همچنین و شبیه سازی شده داده های روی بر تحلیل ها شده اند.

می دهد نشان نتایج است. گرفته قرار ارزیابی مورد محاسباتی زمان و پسین توزیع برآورد کیفیت پیش بینی، دقت همچون معیارهایی

واریاسیونی استنباط مقابل، در و دارند مطلوب تری عملکرد پسین، توزیع دقیق تر تقریب در به ویژه نمونه گیری، بر مبتنی روش های که

قابل برآوردهای سریع، همگرایی و بالا محاسباتی سرعت دلیل به نمونه گیری، روش های به نسبت دقت در افت اندکی وجود با

عصبی شبکه های چارچوب در استنباطی رویکرد سه از منسجم مقایسه ای مطالعه یک ارائه پژوهش این هدف می دهد. ارائه قبولی

است. عملی کاربردهای در روش هر محدودیت های و مزایا تبیین و غیرخطی رگرسیونی مدل های برای بیزی

واریاسیونی. استنباط بازگشت، بدون نمونه گیری مونت کارلو، همیلتونی الگوریتم بیزی، عصبی شبکه های کلیدی: واژه های
.۶۲M۴۵ ،۶۲M۴۰ ،۶۲M۳۰ ریاضی: رده بندی

مقدمه ۱

جمله از کاربردی، و علمی حوزه های از بسیاری در غیرخطی داده های

مدل سازی، و زیستی مهندسی اقتصاد، ماشین، یادگیری داده، علوم

دارای معمولا داده ها این .[۳ ،۱۵ ،۱۶] می کنند ایفا اساسی نقشی

هستند پنهان ساختارهای و غیرخطی برهم کنش های پیچیده، روابط

از است. دشوار سنتی روش های از استفاده با آن ها مدل سازی که

برآورد پیش بینی، بر علاوه عملی کاربردهای از بسیاری در دیگر، سوی

حوزه هایی در به ویژه دارد؛ ویژه ای اهمیت نیز قطعیت عدم میزان

تصمیم گیری که حساس ایمنی  سامانه های و مالی امور پزشکی، مانند

کلاسیک، آمار در .[۱۲ ،۷] است حیاتی شواهد، بر مبتنی و دقیق

برای [۱۴] خطی تعمیم یافته مدل های و خطی رگرسیون مانند مدل هایی

را متغیرها میان روابط مدل ها این یافته اند. توسعه داده ها تحلیل

نمایی خانواده اعضای یا نرمال توزیع بر غالباً و کرده فرض خطی

موارد از بسیاری در فرض ها این اگرچه دارند. تکیه خطاها برای

با داده های یا غیرخطی روابط با مواجهه هنگام اما هستند، سودمند

oⅿiⅾ.kariⅿi@seⅿnan.aⅽ.ir مقاله، مسئول *نویسنده
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۲ و حسینی

برای می دهند. دست از را خود کارایی بالا، نویز و پیچیده ساختار

مدل های مانند انعطاف پذیرتری رویکردهای محدودیت ها، این رفع

تصادفی جنگل های و [۱۶] نرمال فرآیندهای ،[۹] تعمیم یافته افزایشی

مقیاس های در نیز روش ها این حال، این با شده اند. پیشنهاد [۴]

چالش هایی با چندمتغیره و پیچیده وابستگی های وجود هنگام یا بزرگ

مواجه تعمیم قابلیت در محدودیت یا سنگین محاسباتی هزینه نظیر

خود بالای توانایی دلیل به عصبی شبکه های اخیر، دهه های در می شوند.

جایگاه پیچیده، نگاشت های یادگیری و غیرخطی روابط مدل سازی در

این، وجود با .[۸] یافته اند ماشین یادگیری الگوریتم های در برجسته ای

تابع بهینه سازی مانند عصبی، شبکه های آموزش کلاسیک رویکردهای

و هستند قطعی و نقطه ای معمولا کاهشی، گرادیان از استفاده با زیان

کاستی این نمی دهند. ارائه برآوردها در قطعیت عدم درباره اطلاعاتی

ایمنی، سامانه های و پزشکی تشخیص جمله از حساس، کاربردهای در

راستا، این در .[۵] باشد داشته همراه به جدی پیامدهای می تواند

این .[۲ ،۶ ،۱۵] شده اند معرفی (BNNs) بیزی۱ عصبی شبکه های

استنباط اریبی ها و وزن ها روی پیشین توزیع های تعریف با شبکه ها

دیگر، عبارت به می سازند. ممکن را قطعیت عدم مدل سازی و آماری

نه که می کنند فراهم را پسین توزیع های از نمونه گیری امکان BNNs

آن اطمینان عدم مورد در اطلاعاتی بلکه هدف، مقدار از برآوردی تنها

مدل سازی برای قدرتمند ابزاری به را آن ها ویژگی، این می دهد. ارائه نیز

پیچیدگی دلیل به حال، این با .[۱۲ ،۷] است کرده تبدل پیچیده داده های

عمل در تحلیلی استنباط عصبی، شبکه های در پسین توزیع بالای ابعاد و

در کرد. استفاده تقریبی یا عددی روش های از باید و نیست امکان پذیر

نمونه گیری بر مبتنی روش های است، شده پیشنهاد رویکرد سه مقاله، این

که ،[۱۵] (HⅯⅭ) مونت کارلو۲ همیلتونی الگوریتم مانند مونت کارلو

پارامتر فضای در مؤثری حرکت پسین لگاریتم مشتق از استفاده با

بدون نمونه گیری یعنی آن تطبیقی و پیشرفته نسخه می کنند؛ ایجاد

را حرکتی پارامترهای خودکار به طور که ،[۱۰] (NUTS) بازگشت۳

روش های نهایت در و ندارد مسیر طول دستی تعیین به نیاز و کرده تنظیم

به استنباط مسأله تبدیل با که ،[۱۸ ،۱] (VI) ۴ واریاسیونی استنباط

می کنند، عمل سریع تر بسیار محاسباتی نظر از بهینه سازی، مسأله یک

دقت است ممکن چندوجهی یا پیچیده توزیع های تقریب در هرچند

شبکه های کاربردهای روزافزون گسترش به توجه با باشند. داشته کمتری

عملکرد نظام مند ارزیابی استنباطی، الگوریتم های توسعه و بیزی عصبی

ضرورتی شبیه سازی شده یا واقعی غیرخطی شرایط در مختلف روش های

غیرخطی رگرسیون مدل یک پژوهش، این در لذا دارد. انکارناپذیر

سه مدل، این چارچوب در و می شود ارائه بیزی عصبی شبکه بر مبتنی

استنباط و بازگشت بدون نمونه گیری مونت کارلو، همیلتونی الگوریتم

روشن سازی مطالعه، این اصلی هدف می شود. پیاده سازی واریاسیونی

تجربی تحلیلی فراهم آوردن و روش ها این از یک هر ضعف و قوت نقاط

این به مقاله ساختار است. غیرخطی مسائل در مدل سازی بهبود برای

شبکه های و عصبی شبکه های مبانی دوم، بخش در که است صورت

غیرخطی رگرسیون مدل سوم، بخش در می شود. معرفی بیزی عصبی

شامل استفاده مورد استنباطی روش های ریاضی چارچوب و بیزی

می گردد. ارائه واریاسیونی استنباط و NUTS HⅯⅭ، الگوریتم های

روش ها عملکرد مقایسه و شبیه سازی مطالعات نتایج چهارم، بخش در

هزینه و باورپذیر بازه های پوشش پیش بینی، دقت معیارهای اساس بر

روی بر مدل عملکرد پنجم، بخش در سپس می شود. بررسی محاسباتی

پیشنهادهایی و جمع بندی نهایت، در و شده ارزیابی واقعی داده های

می شود. ارائه آینده پژوهش های برای

بیزی عصبی شبکه های ۲

مدل های مهم ترین از یکی (ANN) مصنوعی۵ عصبی شبکه های

مغز در اطلاعات پردازش سازوکار از الهام با که هستند ماشین یادگیری

نورون ها یا گره ها از مجموعه ای از شبکه ها این شده اند. طراحی انسان

نورون، هر می یابند. سازمان متوالی لایه های در که شده اند تشکیل

و وزن ها با آن ها ترکیب از پس و کرده دریافت را ورودی سیگنال های

لایه به فعال سازی تابع یک طریق از را خود خروجی متناظر، اریبی مقدار

قادر شبکه می شود باعث لایه ها این تکرار و ترکیب می کند. ارسال بعد

مانند گوناگون مسائل در و باشد داده ها از پیچیده الگوهای استخراج به

در باشد. داشته موفقی عملکرد الگو بازشناسی و پیش بینی طبقه بندی،

است. شده داده نشان کلاسیک عصبی شبکه یک کلی ساختار ۱ شکل

منتقل شبکه به را اولیه داده مقادیر که دارند قرار ورودی ها چپ، سمت در

لایه وارد اریبی ها، با جمع و وزن دهی از پس ورودی ها این می کنند.

روابط و ویژگی ها استخراج وظیفه پنهان لایه نورون های می شوند. پنهان
1Bayesian Neural Networks
2Hamiltonian Monte Carlo
3No-U-Turn Sampler
4Variational Inference
5Artificial Neural Networks
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پردازش شده سیگنال نهایت، در دارند. عهده بر را داده ها میان غیرخطی

گردد. پیش بینی نهایی دسته یا مقدار تا می شود منتقل خروجی لایه به

به عنوان را اریبی ها و وزن ها معمول به طور کلاسیک عصبی شبکه های

این که می شود موجب فرضی چنین می گیرند. نظر در قطعی مقادیر

دچار هستند، همراه نویز و عدم قطعیت با داده ها که شرایطی در مدل ها

با پراکندگی، دارای یا کوچک مجموعه داده های در به ویژه و شده خطا

برای اساسی انگیزه ای محدودیت، این شوند. مواجه بیش برازش پدیده ی

کرده فراهم بیزی عصبی شبکه های مانند پیشرفته تر رویکردهای توسعه ی

پیش بینی ها و پارامترها در عدم قطعیت گرفتن نظر در امکان که است

در که هستند رویکردی بیزی عصبی شبکه های می دهند. مدل به را

این برای اریبی ها، و وزن ها برای ثابت مقادیر از استفاده به جای آن

قادر مدل ترتیب، این به می شود. تعریف پیشین توزیع پارامترها

داده های در هنوز که بگیرد نظر در نیز را پارامترها از حالت هایی است

تعمیم توان افزایش موجب ویژگی این نداشته اند. وجود مشاهده شده

می شود. مختلف مجموعه داده های در بیش برازش احتمال کاهش و مدل

شبکه پارامترهای پسین توزیع برآورد بر اصلی تمرکز چارچوب، این در

شکل در می گردد. محاسبه و تعریف رسمی به صورت که دارد قرار

ورودی ها است. شده داده نمایش بیزی عصبی شبکه  یک ساختار ،۲

و شده اند مشخص زرد رنگ با که دارند قرار چپ سمت در (x۱, . . . , xn)

می رسند. y خروجی به آبی) (نقاط پنهان لایه ی چندین از عبور از پس

که است آن کلاسیک عصبی شبکه های با ساختار این اصلی تفاوت

با تصادفی متغیرهای به صورت ثابت، مقادیر به جای لایه هر وزن های

امکان امر این می شوند. مدل سازی N (µ, σ۲) نرمال پیشین توزیع

سمت در می آورد. فراهم یادگیری فرآیند در را عدم قطعیت مدل سازی

نسبت اولیه دانش بیانگر که شده داده نشان نرمال پیشین شکل، چپ

و لایه ها از داده ها عبور از پس داده هاست. مشاهده از پیش پارامترها به

توزیع مشاهده شده، داده های از استفاده با پارامترها توزیع به روزرسانی

شده به روز دانش بیانگر که می شود حاصل شکل راست سمت در پسین

شده داده نمایش جلو به رو انتقال مسیر شکل بالای در وزن هاست. از

را احتمالاتی وزن های و ورودی ها اساس بر خروجی محاسبه فرآیند که

پیش بینی مقدار تنها نه بیزی چارچوب این نهایت، در می دهد. نشان

نیز را برآوردها در عدم قطعیت کمی سازی امکان بلکه می کند فراهم را

دارد. همراه به طبیعی به طور

خروجی. لایه و پنهان لایه یک ورودی، لایه شامل (ANN) مصنوعی عصبی شبکه یک شماتیک نمای :۱ شکل

خروجی. و پنهان لایه های ورودی ها، با (BNN) بیزی عصبی شبکه یک شماتیک نمای :۲ شکل
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۴ و حسینی

مدل تعریف ۳

با پاسخ و ورودی متغیرهای میان غیرخطی رابطه  بخش این در

رویکرد می شود. مدل سازی بیزی عصبی شبکه های چارچوب از استفاده

نگاشت که به گونه ای دارد، قرار بیزی رگرسیون مبنای بر پیشنهادی

عصبی شبکه یک طریق از خروجی ها و ورودی ها میان غیرخطی

بر علاوه ساختار این می شود. مدل سازی تصادفی پارامترهای با

قطعیت عدم برآورد قابلیت پیچیده، روابط مدل سازی در انعطاف پذیری

داده های کنیم فرض .[۱۳] می سازد فراهم نیز را پیش بینی ها در

باشند، ورودی–پاسخ جفت n شامل D = {(xi, yi)}ni=۱ مشاهده شده

مدل است. متناظر پاسخ yi ∈ R و ویژگی ها بردار xi ∈ Rd آن در که

می شود، تعریف yi = f(xi;θ) + εi, i = ۱, . . . , n صورت به پایه

پارامترهای با بیزی عصبی شبکه خروجی f(xi;θ) تابع آن در که

ماتریس W(ℓ) آن در که است،  θ = {W(ℓ),b(ℓ)}Lℓ=۱ تصادفی

شبکه لایه های تعداد L و لایه همان اریبی بردار b(ℓ) ،ℓ لایه وزن های

لایه های نورون های میان ارتباط نحوه و شدت وزن ها است. عصبی

تنظیم و انتقال موجب اریبی ها که حالی در می کنند، تعیین را متوالی

پارامترها این بیزی، چارچوب در می شوند. نورون ها فعال سازی تابع

پیشین توزیع آن ها برای و شده مدل سازی تصادفی متغیرهای به صورت

با نرمال و مستقل تصادفی خطاهای εiها می شود. گرفته نظر در

عنوان به بیزی عصبی شبکه هستند. σ۲ ثابت واریانس و صفر میانگین

این در می شود. تعریف f : Rd → R نگاشت برای احتمالاتی مدل یک

توزیع صورت به معمولا شبکه پارامترهای بر پیشین توزیع چارچوب،

θ ∼ N (0, σ۲
θI). به صورت همانی کوواریانس و صفر میانگین با نرمال

شکل به کامل بیزی مدل و می شود گرفته نظر در

(yi | xi,θ) ∼ N
(
f(xi;θ), σ

۲), θ ∼ N (0, σ۲
θI),

p(θ | D) = p(D|θ) p(θ)
p(D)

, پارامترها پسین چگالی تابع می شود. بیان

پیشین توزیع p(θ) داده ها، درست نمایی تابع p(D | θ) آن در که است، 

است، داده ها حاشیه ای توزیع p(D) و پارامترها

p(D) =

∫
p(D | θ)p(θ) dθ.

p(D | θ) =
∏n

i=۱ ψ
(
yi | f(xi;θ), σ

۲) به صورت داده ها درستنمایی

واریانس و f(xi;θ) میانگین با نرمال چگالی تابع ψ آن در که می باشد،

تعریف عصبی شبکه یک توسط f(x;θ) تابع که آن جا از است. σ۲

نیست، محاسبه قابل تحلیلی به صورت p(θ | D) پسین توزیع و شده

تقریبی یا عددی روش های نیازمند و بوده غیرممکن دقیق استنباط

مبتنی رویکرد دو از پسین توزیع تقریب برای پژوهش، این در است.

نمونه گیری آن، تطبیقی نسخه ی و مونت کارلو (همیلتونی نمونه گیری بر

(استنباط بهینه سازی تقریب بر مبتنی رویکرد یک و بازگشت) بدون

یک تجربی، ارزیابی برای .[۱۱ ،۱۷] است، شده استفاده واریاسیونی)

شبکه پیشنهادی مدل و شد تولید غیرخطی ساختار با شبیه سازی مطالعه

مدل ها مقایسه شد. بررسی فوق الگوریتم سه از استفاده با بیزی عصبی

و باورمندی فواصل پوشش پیش بینی، دقت نظیر معیارهایی اساس بر

گرفت. انجام محاسباتی کارایی

همیلتونی مونت کارلوی الگوریتم ۱ .۳

پیچیده ای مدل های برای بیزی استنباط در اصلی چالش های از یکی

است، p(θ | D) پسین توزیع محاسبه بیزی، عصبی شبکه های مانند

و (وزن ها بیزی عصبی شبکه مدل پارامترهای شامل θ آن در که

مشاهده شده داده های مجموعه D = {(xi, yi)}ni=۱ و بوده اریبی ها)

فضای و ندارد بسته تحلیلی فرم غالباً توزیع این که آن جا از است.

از استفاده است، همراه پیچیده ساختاری و بالا ابعاد با نیز پارامترها

در است. اجتناب ناپذیر (ⅯⅭⅯⅭ) مارکوفی زنجیر بر مبتنی روش های

الگوریتم این دارد. ویژه ای جایگاه HⅯⅭ الگوریتم روش ها، این میان

پارامترها فضای در حرکت همیلتونی، مکانیک مفاهیم از الهام با

به بیشتری سرعت با بتوانند نمونه ها که می کند طراحی به گونه ای را

چون ساده تری روش های برخلاف یابند. دست بالا احتمال با نواحی

به منجر و دارند کوتاه برد تصادفی گام های که متروپولیس–هاستینگس

گرادیان از استفاده با HⅯⅭ می شوند، بالا همبستگی با نمونه های تولید

بدین ترتیب و می کند طی را هدفمند و پیوسته مسیرهایی پسین، لگاریتم

.[۱۵] می دهد به دست کم همبسته تری نمونه های و سریع تر همگرایی

به موسوم کمکی متغیر یک θj مدل پارامتر هر برای HⅯⅭ در

میانگین با نرمال توزیع یک از معمولا که می شود گرفته نظر در rj تکانه۶

(θ, r) متغیرهای ترکیب می شود. نمونه گیری M کوواریانس و صفر

برابر کل انرژی آن در که می کند ایجاد همیلتونی حالت فضای یک

جنبشی انرژی و U(θ) = −logp(θ | D) پتانسیل انرژی مجموع

کمک به دینامیک این شبیه سازی است. K(r) = ۱
۲r

⊤M−۱r

به طور که می کند فراهم را نمونه هایی تولید امکان لپ فراگ۷ انتگرال گیر

سپس حاصل، پیشنهادی نقطه ی می کنند. حفظ را کل انرژی تقریبی

صورت در و می شود ارزیابی متروپولیس پذیرش معیار از استفاده با
6momentum
7leapfrog integrator
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همیلتونی سیستم کل انرژی بنابراین می گردد. اضافه زنجیر به پذیرش

تعریف H(θ, r) = U(θ) +K(r) = −logp(θ | D) + ۱
۲r

⊤M−۱r

پسین) توزیع لگاریتم (منفی پتانسیل انرژی U(θ) آن در که می شود،

عددی روش از استفاده با الگوریتم است. جنبشی انرژی K(r) و

کل، انرژی تقریبی حفظ با و کرده گسسته سازی را حرکت مسیر لپ فراگ

متروپولیس احتمال با که می کند ایجاد (θ∗, r∗) پیشنهادی نقطه یک

شبکه مدل برای HⅯⅭ الگوریتم پیاده سازی در می شود. رد یا پذیرفته

بسیار پارامترهای برای ∇θlogp(θ | D) گرادیان محاسبه بیزی عصبی

به است. غیرعملی دستی به صورت لایه) چندین در (خصوصاً شبکه زیاد

محاسبه که شده استفاده Pyro یا PyTorch کتابخانه های از دلیل، همین

الگوریتم در همچنین می دهند. انجام را گرادیان ها خودکار و دقیق

در L لپ فراگ گام های تعداد و ϵ زمانی گام صحیح انتخاب HⅯⅭ،

و جابه جایی کاهش باعث کوچک گام است. حساس بسیار HⅯⅭ

اریبی ها و وزن ها برای شود. واگرایی به منجر است ممکن بزرگ گام

شده انتخاب یک واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع شبکه،

دقت لپ فراگ، الگوریتم اجرای در عددی پایداری حفظ به منظور است.

به نرمال سازی شده داده های از استفاده و ϵ تنظیم در مناسبی محاسباتی

مونت کارلوی الگوریتم پیاده سازی نحوه ،۱ الگوریتم است. شده گرفته کار

داده های ورودی ها، است. بیزی عصبی شبکه  مدل برای همیلتونی

این در و p(θ) پیشین توزیع ،f(x,θ) تابع ،D = {(xi, yi)}ni=۱

تعداد ،L = ۲۵ لپ فراگ گام های تعداد ،ϵ = ۰٫۰۲ زمانی گام مطالعه

نمونه هایی خروجی، هستند. M = I جرم ماتریس و N = ۳۰۰۰ نمونه

همیلتونی مونت کارلوی الگوریتم بود. خواهد p(θ | D) پسین توزیع از

در پسین توزیع های از نمونه گیری در مؤثر و پایه ای روش های از یکی

به عمل، در اما است. بیزی عصبی شبکه های مانند بالا ابعاد با مدل های

زمانی گام مانند پارامترهایی به HⅯⅭ الگوریتم بالای حساسیت دلیل

یعنی آن تطبیقی نسخه ی از استفاده ،L لپ فراگ گام های تعداد و ϵ

مقایسه برای مطالعه این در بنابراین، است. رایج تر NUTS الگوریتم

NUTS یعنی HⅯⅭ، بهینه شده نسخه ی از نمونه گیری، الگوریتم های

هستند، مشابه تئوری نظر از الگوریتم دو این است. شده استفاده نیز

بیشتری بهره وری حرکتی، پارامترهای خودکار انتخاب با NUTS اما

ویژه ای جایگاه توانسته NUTS الگوریتم .[۱۰] دارد واقعی مسائل در

عصبی شبکه های مانند پیچیده ای مدل های برای بیزی استنباط در

تعیین به نیاز حذف الگوریتم، این ویژگی مهم ترین کند. پیدا بیزی

گام های تعداد و ϵ زمانی گام یعنی HⅯⅭ حساس پارامترهای دستی

به صورت NUTS که می شود موجب قابلیت این است. L لپ فراگ

بهینه تر همگرایی نتیجه در و کند تنظیم را حرکت مسیر طول تطبیقی

در نماید. تولید HⅯⅭ به نسبت کمتر خودهمبستگی با نمونه هایی و

روش، این Stan و NumPyro ،Pyro مانند پایتون کتابخانه های برخی

این HⅯⅭ مانند .[۱۰] می شود پیاده سازی پیش فرض روش به عنوان

متکی (θ, r) حالت فضای در ذره یک حرکت شبیه سازی بر الگوریتم

تعیین خودکار به طور گام ها تعداد NUTS در که تفاوت این با است،

حالات از دودویی درخت یک ساخت طریق از فرآیند این می شود.

که می یابد ادامه زمانی تا آن گسترش و می گیرد انجام پارامتر مختلف

الگوریتم حالت این در برسد. (U−turn) بازگشت نقطه به حرکت مسیر

کند. جلوگیری غیرکارآمد نمونه های ایجاد از تا می کند متوقف را مسیر

پارامترها، دستی تنظیم به نیاز بدون است قادر NUTS ترتیب، بدین

همگرایی و نماید کنترل را پارامترها فضای در حرکت تطبیقی به طور

بیزی عصبی شبکه مدل در آورد. فراهم HⅯⅭ به نسبت سریع تری

شکل به پسین توزیع لگاریتم مطالعه، این در استفاده مورد

logp(θ | D) =

n∑
i=۱

log[ψ
(
yi | f(xi,θ), σ

۲)]− ۱
۲σ۲

θ

∥θ∥۲ + C,

و می دهد نشان را داده ها درست نمایی تابع اول بخش که می شود تعریف

اقلیدسی نرم ∥θ∥۲ آن در و است نرمال پیشین توزیع لگاریتم دوم بخش

∥θ∥۲ = θ⊤θ =
∑p

j=۱ θ
۲
j رابطه از که است پارامترها بردار مربع شده

افزوده شده نویز سطح با متناسب σ۲ = ۰٫۰۱ مقدار می آید. به دست

σ۲
θ = ۱ همچنین، شد. انتخاب شبیه سازی داده های تولید فرآیند در

شبکه پارامترهای برای متوسط پراکندگی با گاوسی پیشین یک به عنوان

از و گردد اعمال وزن ها بر ملایم منظم سازی نوعی تا شد گرفته نظر در

شبکه های برای الگوریتم این پیاده سازی در شود. جلوگیری بیش برازش

آنکه، نخست دارند. کلیدی نقش عملی ملاحظه چند بیزی، عصبی

گرادیان ها دستی محاسبه شبکه، در پارامترها زیاد تعداد وجود دلیل به

کتابخانه هایی در خودکار مشتق گیری قابلیت از رو این از است؛ غیرعملی

را ∇θlogp(θ | D) دقیق محاسبه امکان که شد استفاده Pyro مانند

نمونه صد چند همگرایی، و پایداری تضمین برای دوم، می سازد. فراهم

اطلاق مرحله ای به (گرم سازی می شوند، گرم سازی۸ مرحله صرف ابتدایی

پارامترهای اولیه، نمونه های حذف بر علاوه الگوریتم آن در که می شود

تنظیم تطبیقی به صورت هم را جرم ماتریس و ϵ گام طول مثل حرکتی

مدل برای NUTS الگوریتم پیاده سازی نحوه ،۲ الگوریتم می کند).

است. بیزی عصبی شبکه 
8warm-up
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۶ و حسینی

بیزی عصبی شبکه  برای HⅯⅭ استنباط ۱ الگوریتم

و L گام ها تعداد ،ϵ گام طول ،θ(۰) اولیه: دهی مقدار −

.M = I جرم ماتریس

:n = ۱ . . . N تکرار هر برای −

.r(n) ∼ N (0,M) تکانه: نمونه گیری .۱

.(θ, r)← (θ(n−۱), r(n)) وضعیت: مقداردهی .۲

تکانه: برای اول نیم گام .۳

r ← r + ϵ
۲∇θlogp(θ | D),

.p(θ | D) ∝ p(D | θ)p(θ) آن در که

:l = ۱ . . . L برای .۴

.θ ← θ + ϵM−۱r •

.r ← r + ϵ∇θlogp(θ | D) :l < L اگر •

تکانه: برای نهایی نیم گام .۵

r ← r + ϵ
۲∇θlogp(θ | D).

:(Hprop) نهایی و (Hinit) اولیه انرژی محاسبه .۶

H(θ, r) = −logp(θ | D) + ۱
۲r

⊤M−۱r.

احتمال: با پیشنهادی نمونه پذیرش .۷

α = min
(
۱, exp(Hinit −Hprop)

)
.

وضعیت: به روزرسانی .۸

θ(n) =


θ, α احتمال با

θ(n−۱), صورت این غیر در

نمونه گیری ادامه و M و ϵ تنظیم گرم سازی: مرحله در −

اصلی.

بیزی عصبی شبکه برای NUTS استنباط ۲ الگوریتم

اولیه جرم ماتریس ،ϵ گام طول ،θ(۰) اولیه: مقداردهی −

.M = I

:N تا n = ۱ برای −

r(n) ∼ N (0,M) تکانه: نمونه گیری .۱

(θ, r)← (θ(n−۱), r(n)) اولیه: مقداردهی .۲

گام های شبیه سازی با دودویی درخت ساخت .۳

به صورت عقب) و (جلو جهت دو در لپ فراگ

بازگشتی.

برقرار U−turn شرط که زمانی تا درخت گسترش .۴

شود:

برابر دو درخت گره های تعداد مرحله هر در •

می شود.

(U−turn): توقف شرط •

(θnew − θoⅼⅾ)
⊤rnew < ۰

حالات میان از θ∗ نمونه یک یکنواخت انتخاب .۵

درخت. در معتبر

متروپولیس: احتمال با پیشنهادی نمونه پذیرش .۶

α = min
(

۱, exp
(
H(θ(n−۱), r(n))−H(θ∗, r∗)

))
,

.H(θ, r) = U(θ) +K(r) آن در که

وضعیت: به روزرسانی .۷

θ(n) =


θ∗, α احتمال با

θ(n−۱), صورت این غیر در

M جرم ماتریس تطبیق و ϵ تنظیم گرم سازی: مرحله ی در −

نمونه گیری. کارایی بهبود برای
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HⅯⅭ الگوریتم در نمونه گیری مسیر شماتیک نمای :۳ شکل

NUTS الگوریتم در مسیر گسترش از نمایی :۴ شکل

نمایش NUTS و HⅯⅭ میان اصلی تفاوت ۴ و ۳ شکل های در

اما است، ثابت مسیر طول مرحله هر HⅯⅭ در است. شده داده

است. شده گرفته نظر در متفاوت لیپ فراگ انتگرال گیری گام های تعداد

ردیف و می دهند نشان را حالت فضای در حرکت مسیر بالا پنل های

می دهد. نمایش خطی زنجیر یک به صورت را متناظر حالات توالی پایین

حرکت های به می تواند گام ها تعداد یا گام اندازه نامناسب انتخاب

در دهد. کاهش را نمونه گیری کارایی و شود منجر بازگشت یا زائد

می یابد افزایش دوبرابرشدن قاعده ی با مسیر طول مرحله هر NUTS

خط چین مرز می شود. ساخته دودویی درخت یک همزمان به طور و

الگوریتم می دهد. نمایش را مرحله آن در پیشنهادی نقاط محدوده ی

نمونه ی و کرده متوقف را مسیر (U-turn) بازگشت تشخیص هنگام

تنظیم به نیاز بدون مسیر طول بدین ترتیب می کند؛ انتخاب را معتبر

کاربر HⅯⅭ، روش در یعنی می شود. تعیین تطبیقی به صورت دستی،

خیلی طول این اگر کند. مشخص را نمونه گیری مسیر طول ابتدا از باید

بیش اگر و نمی شود کاوش کامل به طور پارامترها فضای باشد، کوتاه

علاوه که می شود U-turn یا بازگشت دچار مسیر باشد، بلند حد از

در می دهد. کاهش را نمونه گیری کارایی محاسباتی، هزینه افزایش بر

با روش این می کند. برطرف را مشکل این NUTS الگوریتم مقابل،

اینکه محض به درختی، ساختار از استفاده و مسیر تطبیقی گسترش

NUTS ترتیب این به می کند. متوقف را مسیر شود محتمل بازگشت

و کارآمدتر نمونه گیری بلکه ندارد، مسیر طول دستی تنظیم به نیاز نه تنها

می آورد. فراهم پسین توزیع از پایدارتر

واریاسیونی استنباط روش ۴

تقریب در پرکاربرد رویکردهای از یکی (VI) واریاسیونی استنباط

مانند بالا، ابعاد با مدل هایی در به ویژه که است پیچیده پسین توزیع های

روش های که حالی در دارد. ویژه ای اهمیت بیزی، عصبی شبکه های

پسین توزیع از مستقیم به طور NUTS و HⅯⅭ نظیر نمونه گیری

یک با توزیع این که است آن اصلی ایده VI در می کنند، نمونه برداری
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۸ و حسینی

پارامترهای سپس و شود زده تقریب qϕ(θ) پارامتری و ساده تر توزیع

p(θ | واقعی پسین توزیع و q بین فاصله که شوند تنظیم به گونه ای ϕ

واگرایی فاصله، این اندازه گیری برای رایج معیار گردد. حداقل D)

واریاسیونی الگوریتم های اساس آن کمینه سازی که است ۹ لیبلر کولبک 

بیزی، عصبی شبکه های چارچوب در .[۱۸ ،۱] می دهد تشکیل را

پیشین آن ها برای که هستند اریبی ها و وزن ها شامل مدل پارامترهای

تقریب برای می شود. گرفته نظر در θ ∼ N
(
0, σ۲

θI
)

چندمتغیره نرمال

این در می شود. استفاده میانگین–میدان۱۰ تقریب از نیز پسین توزیع

مستقل توزیع های حاصل ضرب به صورت پسین تقریبی توزیع رهیافت،

.qϕ(θ) =
∏p

i=۱ qϕi(θi) یعنی می شود، فرض مدل پارامتر هر برای

میانگین با نرمال توزیع به صورت qϕi(θi) مؤلفه هر مطالعه، این در

بودن مثبت تضمین به منظور است، شده مدل سازی σ۲
i واریانس و µi

یک که می شود گرفته نظر در σi = log(۱ + exp(ρi)) معیار انحراف

این به توجه با نهایت در می شودو محسوب عددی پایدار و نرم نگاشت

کران از استفاده با VI در بهینه سازی است. ϕ = (µ,ρ) فرضیات

شکل به که می شود انجام (EⅬBO) شواهد۱۱ پایین

EⅬBO(ϕ) = Eqϕ(θ)[logp(D | θ)]−DKL(qϕ(θ) ∥ p(θ)) (۱)

توزیع دو بین کولبک–لایبلر واگرایی DKL(· ∥ ·) می شود. تعریف

واگرایی تعریف در توزیع دو جداکننده ∥ نماد و می دهد نشان را احتمالی

درست نمایی لگاریتم امیدریاضی بیانگر (۱) رابطه اول بخش است.

توزیع میان KⅬ واگرایی دوم بخش و است تقریب توزیع تحت داده ها

دارد بسته تحلیلی فرم حالت این در که می دهد نشان را پیشین و تقریب

ترفند طریق از اول جمله در امیدریاضی است. محاسبه قابل به راحتی و

ترفند، این در می شود. برآورد تصادفی گرادیان های و بازپارامتردهی۱۲

یادگیری قابل پارامترهای از قطعی تابعی به صورت θ تصادفی متغیر

بازنویسی θ = µ + σ ⊙ ϵ به صورت کمکی تصادفی متغیر یک و

مؤلفه به مؤلفه ضرب بیانگر ⊙ نماد و ϵ ∼ N (۰, I) آن در که می شود،

تصادفی وابستگی می شود باعث بازنویسی این است. بردارها بین ۱۳

پارامترهای به نسبت گرادیان محاسبه امکان و شده منتقل ϵ به مستقیماً

نحوه ۳ الگوریتم گردد. فراهم مشتق گیری قابل و پایدار به صورت σ و µ

است. بیزی عصبی شبکه  مدل برای VI الگوریتم پیاده سازی

بیزی عصبی شبکه  برای واریاسیونی استنباط ۳ الگوریتم

تقریبی: توزیع پارامترهای اولیه مقداردهی .۱

µ(۰), ρ(۰) به طوری که σ = log(۱ + exp(ρ))

:t = ۱ تا T برای .۲

معیارها: انحراف محاسبه −

σ(t) = log
(
۱ + exp(ρ(t−۱))

)
بازپارامتردهی: با مدل پارامترهای از نمونه گیری −

ϵ ∼ N (0, I), θ(t) = µ(t−۱) + σ(t) ⊙ ϵ

با (EⅬBO) شواهد پایین کران گرادیان محاسبه −

برابر: ∇ϕ L(ϕ) خودکار مشتق گیری از استفاده

∇ϕ

(
E
qϕ(θ)

[logp(D|θ)]−DKL(qϕ(θ) ∥ p(θ))
)

آدام: الگوریتم با پارامترها به روزرسانی −

ϕ(t) ← ϕ(t−۱) + η ·Aⅾaⅿ
(
∇ϕL(ϕ)

)
تقریبی پسین توزیع پارامترهای به عنوان ϕ(T ) بازگرداندن .۳

نهایی.

در واریاسیونی استنباط اجرای روند از شماتیک نمایی ۵ شکل در

ابتدا فرآیند، این در است. شده داده نمایش بیزی عصبی شبکه های

سپس و می شود گرفته نظر در مدل پارامترهای برای تقریبی توزیع یک

واقعی پسین توزیع به به تدریج توزیع این هدف، تابع بهینه سازی با

توزیع نزدیک شدن تدریجی روند ۶ شکل همچنین، می شود. نزدیک

می دهد. نشان متوالی مرحله چند در را هدف پسین توزیع به تقریبی

نمایش دهنده بیضی ها و هدف پسین بیانگر خاکستری هم تراز خطوط

بهینه سازی، فرآیند تکرار با هستند. مختلف مراحل در تقریبی توزیع

نزدیک بالاتر احتمال با ناحیه های به تدریجی به صورت تقریبی توزیع

می شود.
9Kullback-Leibler Divergence
10Mean-Field Approximation
11Evidence Lower Bound
12Reparameterization Trick
13Hadamard product
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۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۹اندیشه

بیزی. عصبی شبکه های در واریاسیونی استنباط روند شماتیک نمای :۵ شکل

متوالی. مرحله چند در واریاسیونی استنباط فرآیند :۶ شکل

غیرخطی رگرسیون اول:  شبیه سازی ۵

بیزی استنباط مختلف روش های عملکرد مقایسه و بررسی برای

شد. طراحی شبیه سازی مطالعه یک غیرخطی، روابط مدل سازی در

تولید نرمال نویز با سینوسی تابع یک اساس بر مصنوعی داده های

یکنواخت به صورت [−۳, ۳] بازه از ورودی ها که صورت این به گردیدند

رابطه مطابق خروجی ها و شدند نمونه گیری

yi = sin(xi) + εi, εi ∼ N (۰, ۰٫۰۱)

شکل شد. گرفته نظر در n = ۱۰۰ با برابر نمونه ها تعداد شدند. محاسبه

می دهد. نشان را واقعی تابع همراه به شده شبیه سازی داده های (الف)، ۷

از ناشی انحراف با را سینوسی ساختار داده ها می شود، دیده که همان طور

عدم قطعیت برآورد در بیزی روش های ارزیابی برای و می کنند دنبال نویز

عملکرد کنترل شده ارزیابی به منظور نخست، مطالعه در است. مناسب

فرم با کم بعد بیزی غیرخطی مدل یک از بیزی، استنباط الگوریتم های

f(x;θ) = θ۰ + θ۱ sin(θ۲x)

نمونه گیری، قابل پسین و غیرخطی ساختار داشتن دلیل به که شد استفاده

فراهم VI و NUTS HⅯⅭ، ⅯAP، اولیه مقایسه برای مناسبی بستر

به صورت ثابت، مقادیر به جای θ = (θ۰, θ۱, θ۲)
⊤ مدل، این در می کند.

مدل سازی θ ∼ N (۰, I۳) چندمتغیره نرمال پیشین توزیع با تصادفی

این شد. محاسبه (ⅯAP) پسینی۱۴ ماکسیمم برآورد ابتدا شدند.

احتمال بیشترین که برمی گرداند را پارامترها فضای از نقطه ای برآورد،

دارد: را پسین

θ̂MAP = argmax
θ

p(θ | D) = argmax
θ

(
p(D | θ) p(θ)

)
.

که دانست درست نمایی بیشینه برآورد از تعمیمی می توان را روش این

مطالعه این در می گیرد. نظر در نیز را پیشین دانش داده ها، بر علاوه

شد. استفاده ⅯAP نقطه ی یافتن برای (Ⅼ−BFGS) ۱۵ الگوریتم از

با است، شبه نیوتنی روش های کارآمدترین از یکی که الگوریتم این

هسین، ماتریس اطلاعات محدود ذخیره سازی و گرادیان از بهره گیری

اصلی مزیت می سازد. فراهم را بالا ابعاد با مسائل در بهینه سازی امکان

یک به به سرعت می تواند و است محاسبات سادگی و سرعت در ⅯAP

یک تنها که است این در آن محدودیت حال، این با شود. همگرا جواب
14Maximum A Posteriori
15Limited-memory Broyden Fletcher Goldfarb Shanno
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۱۰ و حسینی

عدم قطعیت نمایش به قادر و می دهد ارائه پسین توزیع از نقطه ای برآورد

برای اولیه مقداردهی به عنوان ⅯAP پژوهش، این در نیست. پارامتری

بعد مرحله ی در شد. گرفته کار به پیچیده تر نمونه گیری الگوریتم های

کامل تقریب برای NUTS الگوریتم سپس و HⅯⅭ الگوریتم از ابتدا

گرم سازی، گام ۵۰۰ از پس مطالعه، این در شد. استفاده پسین توزیع

دادند نشان نتایج گردید. استخراج پسین توزیع از نمونه ۳۰۰۰ تعداد

فواصل تولید و پسین توزیع ساختار دقیق بازنمایی به قادر NUTS که

ⅯAP با مقایسه در آن محاسباتی زمان هرچند است، معتبر باورمند

برای (VI) واریاسیونی استنباط روش نهایت، در است. بالاتر VI و

این در شد. گرفته به کار مقیاس پذیرتر و سریع تر تقریب به دستیابی

و شد مدل نرمال میانگین‑میدان صورت به q(θ) تقریبی توزیع رویکرد،

الگوریتم شد. برآورد EⅬBO بهینه سازی و بازپارامتردهی از استفاده با

EⅬBO بیشینه سازی برای تکرار ۳۰۰۰ و η = ۰٫۰۱ یادگیری نرخ با آدام

پسین به نزدیک توزیعی به به سرعت توانست VI روش شد. گرفته کار به

ارائه معقول عدم قطعیت نوارهای با همراه پیش بینی هایی و برسد واقعی

می دهند. نشان را روش سه هر از حاصل نتایج ۷ شکل  دهد.

sin(x) واقعی تابع نارنجی خط مشاهده شده، داده های آبی نقاط مختلف، رویکرد سه با بیزی عصبی شبکه پسین پیش بینی :۷ شکل

است. درصد ۹۵ باورمندی بازه سایه زده ناحیه می دهند. نشان را روش هر پیش بینی میانگین تیره آبی خطوط و

توانسته اند استفاده مورد روش سه هر که است آن بیانگر شکل این

پیش بینی خطوط کنند. بازسازی بالا دقت با را sin(x) واقعی تابع

در نیز عدم قطعیت نوارهای و شده منطبق هدف تابع بر تقریباً میانگین

فاصله ی نشان دهنده ی نوارها این هستند. مشابه بسیار روش ها تمامی

دو حدود معادل عملا که هستند پیش بینی برای درصد ۹۵ باورمند

مشاهده است. شده محاسبه پیش بینی میانگین حول معیار انحراف

گرفته اند، قرار بازه ها این درون مناسبی به طور واقعی داده های که می شود

در روش ها توانایی و بیزی برآوردهای اعتبار نشان دهنده ی امر این که

است. پیش بینی عدم قطعیت نمایش

ساختار با مسئله های در که است آن بیانگر نتایج همگرایی این

می توانند ⅯAP مانند تقریبی روش های حتی کافی، داده های و ساده

VI و NUTS و HⅯⅭ نظیر دقیق تر روش های به نزدیک عملکردی

است: عدم قطعیت ماهیت در اصلی تفاوت حال، این با باشند. داشته

پیش بینی بازه ایجاد برای مشاهده نویز از ضمنی به صورت ⅯAP

حالی در است، واقعی پارامتری عدم قطعیت فاقد و می کند استفاده

اعتماد قابلیت و داده ارائه پسین از کاملی برآورد NUTS و HⅯⅭ که

محاسباتی هزینه ی با نیز VI روش دارند. دقیق تحلیل های برای بالاتری

به دست آن ها به نزدیک برآوردهایی NUTS، و HⅯⅭ به نسبت کمتر

محسوب مناسبی انتخاب بزرگ مقیاس داده های برای بنابراین و داده

می شود.
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۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۱اندیشه

شبیه سازی داده های اساس بر بیزی عصبی شبکه برآورد در مختلف روش های عملکرد مقایسه :۱ جدول

(ثانیه) زمان (%۹۵) بازه پهنای میانگین (%۹۵) مشاهدات پوشش ⅯSE روش

۵۰٫۳۹ ۰٫۳۹۶۳ ۰٫۹۵ ۰٫۰۰۰۱۰ HⅯⅭ

۶۰٫۹۹ ۰٫۳۹۷۵ ۰٫۹۵ ۰٫۰۰۰۱۰ NUTS

۱۸٫۱۸ ۰٫۳۹۶۴ ۰٫۹۶ ۰٫۰۰۰۰۱ VI

هر که می دهد نشان (۱) جدول در شبیه سازی از به دست آمده نتایج

بسیار دقت با را هدف سینوسی تابع توانسته اند بررسی مورد روش سه

بسیار روش سه هر برای ⅯSE مقدار به طوری که کنند، مدل سازی بالا

هر برای باورمندی بازه های پوشش نظر از است. آمده به دست کوچک

پوشش با VI البته گرفته اند، قرار درصد ۹۵ سطح در تقریباً روش سه

ایجاد پهن تر کمی بازه های و کرده عمل محافظه کارانه تر اندکی درصد ۹۶

و هم به نزدیک بسیار روش ها همه برای بازه پهنای میانگین است. کرده

عدم قطعیت از آن ها برآوردهای می دهد نشان که است ۰٫۳۹۶ حدود در

زمان در اصلی تفاوت ندارد. یکدیگر با محسوسی تفاوت خروجی

می شود اجرا ثانیه از کسری در ⅯAP شده است. مشاهده محاسبات

به ترتیب NUTS و HⅯⅭ که حالی در است، روش سریع ترین عملا و

کرده برقرار مناسب تعادلی VI روش برده اند. زمان ثانیه ۶۱ و ۵۰ حدود

و دقت نظر از که حالی در است، رسیده نتیجه به ثانیه ۱۸ حدود در و

می توان بنابراین ندارد. NUTS و HⅯⅭ با چندانی اختلاف پوشش

معتبرترین NUTS و HⅯⅭ کوچک، داده های برای که گرفت نتیجه

کاربردهایی یا بزرگ مقیاس مسائل برای اما می دهند، ارائه را برآوردها

بالاتر سرعت به توجه با VI استنباط دارد، وجود زمانی محدودیت که

ⅯAP که حالی در است، کارآمد و عملی انتخابی قبول قابل دقت و

توصیه قابل پارامترها اولیه برآورد برای سریع روشی به عنوان بیشتر

است.

غیرخطی رگرسيون دوم: شبيه سازي ۶

ناهمسان واريانس

نويز شرايط در بيزی مدل سازي تأثير بررسي منظور به بخش اين در

ناهمسان واريانس ساختار با شبيه سازي مطالعه يك ورودي، به وابسته

گرفتند: قرار مقايسه مورد اصلي رهیافت دو شد. طراحي

با كه (ANN) كلاسيك عصبي شبكه يك :ANN−ⅯⅬE •

است. شده داده آموزش (ⅯⅬE) درست نمايي ماکسیمم برآورد

ثابت پارامترهاي صورت به اریبی ها و وزن ها رهیافت، اين در

در گاوسي (نويز مشاهده قطعيت عدم تنها و مي شوند گرفته ياد

مي شود. مدل خروجي)

براي آن در كه (BNN) بيزي عصبي شبكه يك :BNN−VI •

توزيع و شده تعريف گاوسي پيشين توزيع اریبی ها و وزن ها

برآورد (VI) وارياسيوني استنباط از استفاده با تقريباً پسين

عدم مشاهده، قطعيت عدم بر علاوه رهیافت اين مي شود.

مي گيرد. نظر در نيز را پارامتري قطعيت

شد. گرفته نظر در ناهمواریانس خطای با رگرسيون سناريوي يك

خروجي و شدند توليد يكنواخت صورت به [−۳, ۳] بازه از ورودي ها

رابطه براساس ها

yi = sin(xi) + σ(xi) εi, εi ∼ N (۰, ۱), σ(x) = ۰٫۱۰ + ۰٫۱۵|x|

شبکه چارچوب اول، مطالعه به نسبت مطالعه این در گرديد. محاسبه

شرطی معیار انحراف و میانگین برای خروجی دو با کامل تر بیزی عصبی

مدل سازی داده ها ناهمسان واریانس هم و میانگین هم تا شد گرفته به کار

[−۳, ۳] بازه در نقطه ۳۰۰ شامل نمايشي شبكه يك ارزيابي، براي شوند.

آن روي بر درصد ۹۵ اطمينان باند و پيش بيني ميانگين كه شد ساخته

گرديد. محاسبه

ورودي است. ۱→۲۰→۲۰→۲ معماري داراي طراحي شده شبكه

فعال سازي تابع و نورون ۲۰ با پنهان لايه دو و بوده بعدي يك شبكه

خروجي لايه شد. گرفته نظر در غيرخطي روابط استخراج براي tanh

معيار انحراف و µ(x) ميانگين ترتيب به كه است نورون دو شامل

و ميانگين همزمان مدل سازي امكان معماري اين برمي گردانند. را σ(x)

ناهمواریانس داده هاي تحليل براي و مي كند فراهم را مشروط واريانس

اریبی ها و وزن ها بيزي عصبي شبكه در مقابل، در است. ضروري

پيشين آن ها براي و شده گرفته نظر در تصادفي متغيرهاي صورت به

برآورد شامل مدل آموزش بنابراين، مي شود. تعريف استاندارد نرمال

به نيز شبكه خروجي و داده هاست اساس بر پارامترها اين پسين توزيع

ميانگين بر علاوه ترتيب، بدين مي شود. بيان احتمالي توزيع يك صورت
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۱۲ و حسینی

نيز پارامتري) قطعيت (عدم پارامترها از ناشي قطعيت عدم پيش بيني،

مي شود. گرفته نظر در

(الف) پنل در مي دهد. نشان را شبيه سازي اين نتايج ۸ شكل

نمايش ناهمواریانسی واقعي باند همراه به شده سازی شبیه داده هاي

مي دهد نشان را ⅯⅬE روش با ANN برازش (ب) پنل شده اند. داده

باندهاي اما مي كند، دنبال به خوبي را سينوسي تابع ميانگين اگرچه كه

واقعي پراكنش از كمتر پهنايي و بوده خوش بينانه عمدتاً آن پيش بيني

وارياسيوني استنباط با BNN نتايج (ج) پنل مقابل، در دارند. داده ها

باندها پارامتري، قطعيت عدم كردن لحاظ دليل به كه مي دهد نشان را

كه بزرگ |x| با نواحي در ويژه به هستند، واقع گرايانه تر و وسيع تر اندكي

مي يابد. افزايش واقعي نويز

ميانگين خطاي مقادير است. شده ارائه ۲ جدول در كمي تحليل

دقيق بازسازي به قادر روش دو هر مي دهد نشان (ⅯSE) مربعات

از است. كرده عمل دقيق تر اندكي BNN−VI اما هستند، واقعي تابع

را درصد ۹۵ سطح ANN−ⅯⅬE روش اطمينان، بازه هاي پوشش نظر

و اسمي سطح به نزديك تر پوششي BNN−VI كه حالي در كرده، حفظ

BNN−VI در باند پهناي ميانگين است. كرده فراهم پهن تر باندهاي

واقعي ناهمواریانسی واقع بينانه تر انعكاس نشانگر كه است بزرگ تر

است سريع تر ⅯⅬE روش محاسباتي، زمان نظر از مي باشد. داده ها

زماني هزينه VI با BNN كه حالي در مي برد، زمان ثانيه چند تنها و

كلاسيك روش اگرچه كه مي دهد نشان مقايسه اين دارد. بالاتري بسيار

كه تحليل هايي براي اما است، مناسب ساده و سريع كاربردهاي براي

با بيزي عصبي شبكه دارد، اهميت قطعيت عدم مدل سازي در دقت

ريپوي در نيز پياده سازي کدهاي بود. خواهد مناسب تري انتخاب VI

هستند. دسترس در BNNscode.ipynb GitHub عمومي

مصنوعی عصبی شبکه برازش (ب) واقعی، باند و داده (الف) شامل سناريو سه مقايسه (ناهمواریانسی): دوم شبيه سازي :۸ شکل

VI با بیزی عصبی شبکه برازش (ج) و ⅯⅬE با

ناهمسان واريانس گوسي رگرسيون سناريوي در روش دو عملكرد مقايسه :۲ جدول

(ثانيه) زمان (%۹۵) بازه پهناي ميانگين (%۹۵) مشاهدات پوشش ⅯSE روش

۱۲٫۸۴ ۱٫۱۲۴۳ ۰٫۹۵ ۰٫۰۱۰۶ ANN−ⅯⅬE

۱۱۳۶٫۴۰ ۱٫۳۵۶۷ ۰٫۹۷ ۰٫۰۰۹۳ BNN−VI

واقعی داده های روی بر مدل ارزیابی ۷

مجموعه عمل، در بیزی استنباط روش های عملکرد بررسی به منظور

شامل مجموعه داده این گرفت. قرار استفاده مورد Diabetes داده

فیزیولوژیک اطلاعات که است توضیحی متغیر ۱۰ و مشاهده ۴۴۲

یک پاسخ، متغیر می گیرد. دربر را دیابتی بیماران آزمایشگاهی و

متغیرهای است. دیابت بیماری پیشرفت میزان با مرتبط کمی شاخص

خون، فشار میانگین بدنی، توده شاخص جنسیت، سن، شامل توضیحی

https://github.com/fatihosseini1980-star/BNN-Simulation/blob/main/BNNscode.py
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۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۳اندیشه

سطح ،HDL به کل کلسترول نسبت ،HDL ،LDL کل، کلسترول

داده ها این هستند، خون قند سطح و سرم تری گلیسیرید لگاریتمی

اصلی نسخه و پایتون برنامه نویسی زبان در scikit-learn کتابخانه در

دارد. قرار دسترس در Stanford Diabetes Dataset پایگاه در داده ها

نرمال سازی پاسخ متغیر و ورودی متغیرهای مدل، آموزش از پیش

زمان های یابد. افزایش استنباطی الگوریتم های عددی پایداری تا شدند

روی بر الگوریتم هر کامل اجرای یک به مربوط جدول، در گزارش شده

و پارامترها استنباط مدل، آموزش فرآیند شامل و است داده مجموعه 

یکسان شرایط تحت آزمایش ها تمامی می باشد. پسین نمونه های تولید

میان مقایسه تا شدند انجام عصبی شبکه ثابت معماری با و محاسباتی

ماهیت به توجه با باشد. تفسیر قابل و منصفانه استنباطی روش های

پارامترها، اولیه مقداردهی و نمونه گیری بر مبتنی روش های تصادفی

مختلف اجراهای در خطا معیارهای مقادیر و اجرا زمان است ممکن

روش ها نسبی مقایسه و نتایج کلی روند اما باشند، داشته جزئی تغییرات

این در استفاده مورد بیزی عصبی شبکه معماری می ماند. باقی پایدار

پنهان لایه یک توضیحی، متغیر ۱۰ با ورودی لایه یک شامل مطالعه

تابع از پنهان لایه در بود. تک متغیره خروجی لایه یک و نورون ۳ با

غیرخطی روابط بتواند مدل تا شد استفاده tanh غیرخطی فعال ساز

و وزن ها برای همچنین بگیرد. یاد را پاسخ و ورودی متغیرهای میان

استنباط و شد گرفته نظر در نرمال پیشین توزیع های شبکه اریبی های

این انتخاب گرفت. انجام VI و HMC روش های طریق از پارامترها

هزینه و غیرخطی مدل سازی توان میان تعادل حفظ هدف با معماری

روش های به ویژه بیزی، الگوریتم های اجرای تا شد انجام محاسباتی

روش دو عملکرد بماند. باقی پایدار و امکان پذیر نمونه گیری، بر مبتنی

معیارهای شد. مقایسه VI واریاسیونی استنباط و HMC استنباطی

قدرمطلق میانگین ،RMSE خطا مربعات میانگین ریشه شامل ارزیابی

مشاهده ۳ جدول در که همان گونه بودند. اجرا زمان و MAE خطا

اندکی عملکرد پیش بینی خطای معیارهای نظر از HMC روش می شود،

روش در MAE و RMSE کمتر مقدار است. داشته VI روش از بهتر

از مستقیم تر نمونه گیری دلیل به روش، این که می دهد نشان HMC

پارامترهای قطعیت عدم از دقیق تری تقریب است توانسته پسین، توزیع

افزایش با دقت بهبود این حال، این با دهد. ارائه بیزی عصبی شبکه

به HMC اجرای زمان به طوری که است، بوده همراه محاسباتی هزینه

روش مقابل، در است. بوده واریاسیونی روش از بیشتر محسوسی طور

مناسب تری عملکرد اجرا زمان نظر از کمتر، اندکی دقت وجود با VI

توزیع کامل تر تقریب و بالاتر دقت که شرایطی در بنابراین، است. داشته

است مناسب تر HMC از استفاده باشد، داشته بیشتری اهمیت پسین

دارد، بیشتری اهمیت مقیاس پذیری و اجرا سرعت که کاربردهایی در اما

نرمال شده مقایسه ۹ شکل باشد. عملی تری گزینه می تواند VI روش

نظر از را VI و HMC رهیافت دو نسبی عملکرد ارزیابی، معیارهای

می دهد. نمایش شهودی به صورت محاسباتی هزینه و پیش بینی دقت

نرمال سازی از پس ارزیابی معیارهای ۹ شکل در است ذکر به لازم

مقیاس های با معیارهایی همزمان مقایسه امکان تا شده اند داده نمایش

همان بیشینه بر معیار هر مقدار فرایند، این در شود. فراهم متفاوت

قرار یک تا صفر بازه در نمودار مقادیر بنابراین است، شده تقسیم معیار

می شوند. استفاده روش ها عملکرد نسبی مقایسه برای صرفاً و دارند

مشاهده شده کلی الگوی که می دهد نشان واقعی داده از حاصل نتایج

است. برقرار نیز واقعی مجموعه داده یک در شبیه سازی شده مطالعه در

صورت در HMC مانند نمونه گیری بر مبتنی روش های کلی، طور به

داشته پسین توزیع تقریب در بیشتری دقت می توانند مناسب تنظیم

محاسباتی، هزینه کاهش با واریاسیونی روش های حالی که در باشند،

این می کنند. فراهم را بیزی عصبی شبکه مدل های سریع تر اجرای امکان

هدف با متناسب باید استنباطی روش انتخاب که می دهد نشان یافته ها

عدم به نسبت مسئله حساسیت میزان و محاسباتی محدودیت تحلیل،

میان روابط که کلاسیک خطی مدل های برخلاف شود. انجام قطعیت

است قادر بیزی عصبی شبکه می کنند، فرض خطی صورت به را متغیرها

شاخص مانند متغیرهایی میان موجود غیرخطی وابستگی های و الگوها

بیماری پیشرفت شدت با خون قند و کلسترول خون، فشار بدنی، توده

دهد. ارائه مناسبی عملکرد پاسخ مقادیر پیش بینی در و بگیرد یاد را

بیزی عصبی شبکه های که می دهد نشان نتایج کاربردی، دیدگاه از لذا

پزشکی داده های مانند داده هایی تحلیل برای مناسب ابزاری می توانند

پاسخ، مقدار پیش بینی بر علاوه زیرا باشند بیماری روند پیش بینی و

باعث ویژگی این می کنند. ارائه نیز را پیش بینی عدم قطعیت میزان

بلکه بزند، تخمین را بیماری پیشرفت تقریبی شدت نه تنها مدل می شود

نتیجه، در کند. مشخص نیز را پیش بینی هر به نسبت اطمینان میزان

پزشکی مسائل در می تواند بیزی غیرخطی رگرسیون مدل های از استفاده

عدم قطعیت که شرایطی در به ویژه داده، بر مبتنی تصمیم گیری های و

باشد. اتکا قابل و مفید دارد، اهمیت داده ها
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بیزی عصبی شبکه های با غیرخطی رگرسیون کریمی۱۴ و حسینی

Diabetes واقعی مجموعه داده روی بر VI و HMC روش های عملکرد مقایسه :۳ جدول

(ثانیه) اجرا زمان MAE RMSE روش

۸٫۴۳ ۴۱٫۶۱ ۵۲٫۳۹ HMC

۲٫۱۴ ۴۲٫۵۶ ۵۳٫۰۱ VI

معیارهای شکل، این در .Diabetes واقعی مجموعه داده روی بر VI و HMC روش های عملکرد نرمال شده مقایسه :۹ شکل

با معیارهای هم زمان مقایسه امکان تا شده اند داده نمایش نرمال سازی از پس اجرا زمان و R۲ تعیین ضریب ،MAE ،RMSE

شود. فراهم متفاوت مقیاس

نتیجه گیری و بحث

چارچوب در بیزی استنباط رویکرد سه ارزیابی به پژوهش این در

منظور این برای شد. پرداخته غیرخطی مدل های برای عصبی شبکه های

با غیرخطی رگرسیون نخست گردید، طراحی شبیه سازی مطالعه دو

در شد. بررسی ناهمواریانس غیرخطی رگرسیون سپس و ثابت واریانس

NUTS و HMC ،MAP روش سه هر که شد داده نشان نخست مطالعه

باندهای و کنند بازسازی بالا دقت با را هدف سینوسی تابع قادرند

MAP که بود این در اصلی تفاوت نمایند. ایجاد مشابهی پیش بینی

لحاظ را پارامتری عدم قطعیت و می کند فراهم نقطه ای برآورد یک تنها

تصویری NUTS به ویژه نمونه گیری، روش های که حالی در نمی کند،

(VI) واریاسیونی استنباط روش دادند. ارائه پسین از معتبرتر و کامل تر

نمونه گیری به نزدیک نتایجی توانست بهینه سازی، تقریب  وجود با نیز

بود. برخوردار بالاتر سرعت مزیت از حال عین در و کند ارائه

تا شد طراحی ناهمسان واریانس سناریوی دوم، شبیه سازی در

رهیافت حالت، این در شود. آزموده پیچیده تر شرایط در مدل ها توانایی

کرد، بازسازی به درستی را تابع میانگین گرچه ANN-MLE کلاسیک

واقعی پراکندگی از باریک تر و خوش بینانه آن پیش بینی باندهای اما

و پهن تر باندهایی توانست VI با بیزی عصبی شبکه مقابل، در بودند.

عدم قطعیت هم و مشاهده عدم قطعیت هم که دهد ارائه واقع گرایانه تر

بیشتر بسیار VI اجرای زمانی هزینه اگرچه دربرمی گیرد. را پارامتری

روش این که داد نشان بازه ها پوشش در بالاتر دقت اما بود، ⅯⅬE از

انتخاب دارد، ویژه اهمیت عدم قطعیت مدل سازی که کاربردهایی برای

می شود. محسوب مناسب تری

داده های با و ساده مسائل در که گرفت نتیجه می توان کلی به طور

می توانند MLE یا MAP مانند تقریبی و سریع روش های حتی کافی،

در یا پیچیده تر سناریوهای در اما دهند، ارائه قبول قابل برآوردهای

از استفاده دارد، اساسی نقشی عدم قطعیت که حساس کاربردهای

ضرورت VI یا و NUTS ،HMC همچون کامل تر بیزی رهیافت های

میان موازنه به مستقیم بستگی مناسب روش انتخاب می کند. پیدا

دارد. محاسباتی هزینه و تفسیرپذیری دقت،

آینده پژوهش های در می شود پیشنهاد مطالعه، این نتایج به توجه با

VI از استفاده مثال برای شود، پرداخته رویکردها این ترکیب و توسعه به

همیلتونی الگوریتم های از بهره گیری سپس و اولیه مقداردهی به عنوان
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۲ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۱۵اندیشه

به ارائه شده چارچوب تعمیم همچنین نمونه گیری. دقت بهبود برای

زمینه ای می تواند بیزی، فضایی رگرسیون به ویژه پیچیده تر، مدل های

فراهم فضایی و مکانی داده های در عدم قطعیت بررسی برای ارزشمند

در فراوانی کاربردهای نظری، اهمیت بر علاوه گسترشی چنین آورد.

خواهد منطقه ای اقتصاد و محیطی علوم اپیدمیولوژی، مانند حوزه هایی

داشت.

تشکر و تقدیر

ارزشمند رهنمودهای و دقیق نظرات با که می دارند تقدیم فرزانه ای داوران و گرامی دبیر محترم، سردبیر به را خود سپاس و تقدیر مراتب نویسندگان

قدردانی و تشکر صمیمانه نیز داشته اند همکاری پژوهش این انجام در که عزیزانی سایر از گردیدند. پژوهش این بیشتر هرچه غنای موجب خود،

می شود.
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Abstract
Modeling nonlinear data, due to the presence of complex relationships and latent structures, requires ap-

proaches that go beyond classical linear models. In this study, the Bayesian neural network framework is em-

ployed to evaluate the performance of different Bayesian inference methods for nonlinear modeling. Three

widely used approaches in this area, namely Hamiltonian Monte Carlo, the adaptive No-U-Turn Sampler, and

Variational Inference, are implemented and compared within a nonlinear regression framework. The analysis is

conducted using both simulated and real-world datasets, and the methods are evaluated based on predictive accu-

racy, quality of posterior approximation, and computational efficiency. The results indicate that sampling-based

methods provide more accurate approximations of the posterior distribution, particularly in terms of uncertainty

quantification, whereas variational inference, despite a slight reduction in accuracy, offers competitive perfor-

mance due to its high computational efficiency and rapid convergence. The contribution of this study lies in

providing a systematic comparative assessment of these three inference approaches within the Bayesian neural

network framework for nonlinear regression, together with a discussion of their practical strengths and limita-

tions.
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