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بیمه شرکت انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات
بهره نرخ های انتقال احتمال ماتریس با
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چکیده:
شرکت انفرادی مخاطره مدل مقاله، این در می شوند. مدل بندی آماری و ریاضی مدل های با دارند، که تصادفی ساختار لحاظ به بیمه شرکت های

متناهی باحالت انتقال احتمال ماتریس دارای بهره نرخ های که می شود فرض و گرفته شده نظر در زمانی دوره یک در متفاوت بهره نرخ های با بیمه

محاسبه شده اند. نامتناهی و متناهی زمان ورشکستگی احتمالات خسارت، اولین چگالی تابع روی شرطی احتمال از استفاده با باشند. شمارا و

در به دست آمده اند. سبک دم توزیع های برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال بالای کران های ریاضی، استقرای روش از استفاده با همچنین

کلاسیک انفرادی مخاطره مدل برای (٢٠٢٢) بازیاری در شده داده احتمالات با دم سنگین توزیع های برای ورشکستگی احتمالات عددی، مثال های

می دهند نشان نتایج می شوند. مقایسه لاندبرگ کران مقادیر با سبک دم توزیع های برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات نیز و شده مقایسه

شد. خواهند ورشکستگی احتمالات کاهش باعث متناهی باحالت انتقال احتمال ماتریس دارای بهره نرخ های وجود که

انفرادی. مخاطره مدل انتقال، احتمال ماتریس لاندبرگ، کران شرطی، احتمال ورشکستگی، احتمال کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تشکیل شده بیمه گذاران دیگری و بیمه گر یکی مهم، بسیار مؤلفه دو از بیمه

در که است بی تعادلی رفع و خسارت جبران متعهد بیمه گر است.

تمام می آید. وجود به بیمه گذار مالی وضع در بیمه مورد حادثه پی

آماري محاسبات اساس بر بیمه گذاران خسارت های جبران و هزینه ها

فعالیت تمام بیمه، شرکت های برقراری و تأسیس زمان از می باشد.

خطر کاهش آن ها اصلی هدف که بوده اقتصادی و مالی فعالیتی آن ها،

قوی مدیریت نیازمند همواره و است بیمه گذاران بین در آرامش ایجاد و

آن بتواند که است پارامترهایی مورد در دانش و اطلاعات داشتن و

مدل بندی دهد. حرکت جلو به درست اقتصادی مسیر در را شرکت

گریزناپذیر امری آماری و ریاضی مدل های از استفاده با بیمه شرکت های

بررسی ضمن بتوانند ریاضی دانان و آماردانان تا می شود باعث و بوده

ریاضی روش های از استفاده با مدل ها، آن در آماری توزیع های دقیق تر

کنند. محاسبه را ورشکستگی٢ احتمالات

ورشکستگی باعث زمانی، دوره ی هر در شرکت سرمایه شدن منفی

و بیمه گر به عنوان شرکت برای هم زیان و ضرر موجب و شده شرکت آن

لازم بنابراین شد؛ خواهد بیمه گذاران به عنوان خسارت دیده افراد برای هم
آماری٣ توزیع های نوع به توجه با شرکت ورشکستگی احتمالات تا است

تقریبی یا دقیق به طور خسارت ها تعداد فرآیند و خسارت۴ اندازه های

متخصصی افراد ایران مرکزی بیمه که است دلیل همین به شوند. محاسبه

یافتن به می توانند و دارند مالی مباحث و آمار ریاضیات، بر تسلط که را

درمی آورد. خود استخدام به کنند، کمک ریسک مدیریت روش های

برای را ورشکستگی احتمال زیادی نویسندگان نیز اخیر دهه های در

یا دقیق به طور مختلف روش های با بیمه شرکت مخاطره مدل های

بار نخستین ورشکستگی احتمالات مفاهیم کرده اند. محاسبه تقریبی

(١٩٣٠) کرامر ادامه در گرفت. قرار موردمطالعه (١٩٠٣) لاندبرگ توسط

از ،(١٩٩۶) دي وايلدر آورد. دست به ارتباط همین در را بیشتری نتایج

مخاطره فرآیند در ورشکستگی احتمال محاسبه برای آنالیزی روش هاي

زمان ورشکستگی احتمال ،(٢٠٠۵) همکاران و بورنکی کرد. استفاده
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بازیاری٢۶ ابوذر بیمه شرکت انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات

،(٢٠٠٩) همکاران و لی کردند. محاسبه تقریبی به طور را نامتناهی

کردند. محاسبه انفرادی۵ مخاطره مدل در را ورشکستگی احتمالات

در را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ،(٢٠١٠) همکاران و چوی

همکاران و یوئن کردند. محاسبه بیمه شرکت جمعی۶ مخاطره مدل

محاسبه را انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمال ،(٢٠١٣)

بازیاری آوردند. دست به نیز را ورشکستگی کسری احتمال تابع و

فرآیندهای از استفاده با را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ،(١٣٩۶)

احتمال از دقیقی ارزیابی آورد. دست به دیفرانسیل معادلات و تصادفی

و ایگناتو توسط عددی مثال های با همراه متناهی زمان ورشکستگی

احتمال ،(٢٠٠۴) کایشو و ایگناتو است. شده داده (٢٠٠١) همکاران

کردند. محاسبه آپل چندجمله ای اساس بر را متناهی زمان ورشکستگی

اندازه های آنکه فرض با را جمعی مخاطره مدل ،(٢٠٠۵) لی و لو

باشند، مارکوف فرآیند تأثیر تحت آن ها رخداد زمان های و خسارت

ورشکستگی احتمالات لاپلاس تبدیل از استفاده با و گرفتند نظر در

احتمال مجانبی رفتار ،(٢٠٠٩) سیایولس و لپوس کردند. محاسبه را

موردبررسی مخاطره مدل های از برخی در را متناهی زمان ورشکستگی

زمان ورشکستگی احتمال تقریب ،(٢٠١١) همکاران و یانگ دادند. قرار

نامساوی های کمک با زمان-پیوسته مخاطره مدل یک در را متناهی

تقریب ،(٢٠١٢) همکاران و وانگ همچنین آوردند. دست به احتمالی

محاسبه تعمیم یافته مخاطره مدل در را متناهی زمان ورشکستگی احتمال

ورشکستگی احتمال تعیین به ،(٢٠١٧) گبیزلی اگلو و اریلماز کردند.

شرطی احتمالات از استفاده با انفرادی مخاطره مدل در متناهی زمان

ورشکستگی احتمال تقریب ،(٢٠١٧) سیایولیس و برناکایت پرداختند.

با و مستقل خسارت اندازه های برای مخاطره مدل در متناهی زمان

،(٢٠١٧) همکاران و سانتانا کردند. محاسبه نمایی زیر توزیع های

با خسارت اندازه های برای را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

همکاران و دانگ کردند. محاسبه سنگین و سبک دم توزیع های

تبدیل از استفاده با را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ،(٢٠١٨)

به ،(٢٠٢١) همکاران و لی آوردند. دست به فوریه سری های و لاپلاس

روش با مخاطره مدل در متناهی زمان ورشکستگی احتمال محاسبه

ورشکستگی احتمال ،(١۴٠١a) بازیاری پرداختند. فوریه سری های

زنجیر از استفاده با بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل در را متناهی زمان

سبک دم توزیع های با خسارت اندازه های برای زمان-پیوسته مارکوف

ورشکستگی احتمال ،(١۴٠١b) بازیاری آورد. دست به سنگین٧ و

مدل نوع دو برای لاندبرگ کران از استفاده با را نامتناهی زمان

بازیاری کرد. محاسبه سبک دم توزیع با خسارت های دارای مخاطره

انفرادی مخاطره مدل در را مجانبی ورشکستگی احتمالات (٢٠٢٢)

احتمالات (٢٠٢٣a) بازیاری کرد. محاسبه دم سنگین توزیع های برای

محاسبه مارتینگل ها از استفاده با تجدید مخاطره مدل در را ورشکستگی

حاضر، مقاله در گرفتند. قرار موردبررسی عددی مثال های با نتایج و

مخاطره مدل در نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال برای نامساوی هایی

باحالت انتقال٨ احتمال ماتریس دارای بهره نرخ های حضور در انفرادی

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال با به دست آمده نتایج و ارائه متناهی

سبک دم توزیع دارای خسارت اندازه های برای کلاسیک مخاطره مدل در

خسارت اندازه های برای (٢٠٢٢) بازیاری توسط به دست آمده نتایج نیز و

ورشکستگی احتمالات محاسبه می شوند. مقایسه دم سنگین توزیع دارای

انتقال احتمال ماتریس از استفاده با بیمه شرکت مخاطره فرآیندهای در

انجام تحقیق و قرارگرفته موردمطالعه نویسندگان از کمی تعداد توسط

می باشد. نوآوری دارای و جدید کاملا حاضر مقاله در شده

احتمال ماتریس با بهره نرخ های از مفاهیمی ارائه به دوم، بخش در

ورشکستگی احتمالات تعریف و انفرادی مخاطره مدل بیان انتقال،

استفاده با سوم، بخش در است. پرداخته شده نامتناهی و متناهی زمان

ورشکستگی احتمالات برای برگشتی فرمول های شرطی، احتمالات از

با چهارم، بخش در می شوند. آورده دست به نامتناهی و متناهی زمان

زمان ورشکستگی احتمال بالای کران های استقراء، روش از استفاده

محاسبه سبک دم توزیع های با خسارت اندازه های برای نامتناهی

بالای کران های عددی، مثال های ارائه با پنجم، بخش در می شوند.

مشاهده و مقایسه یکدیگر با ورشکستگی احتمالات برای به دست آمده

کاهش باعث انتقال احتمال ماتریس با بهره نرخ های وجود که می شود

و بحث پایان در شد. خواهند ورشکستگی احتمالات بالای کران های

است. ارائه شده ششم بخش در نتیجه گیری

بهره نرخ های و انفرادی مخاطره مدل ٢

مارکوف زنجیر با

در متفاوت بهره های نرخ با انفرادی مخاطره مدل ابتدا بخش، این در

دارای بهره نرخ های آنکه فرض با سپس و معرفی شده زمانی دوره یک

می شوند. تعریف ورشکستگی احتمالات باشند، مارکوف زنجیر حالت

حق نوع نظر از بیمه شرکت های آماری و ریاضی ساختار به توجه با
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آماری توزیع و خسارت ها تعداد فرآیند بیمه گذاران، از دریافتی بیمه های٩

وجود آن ها ساختاربندی برای متفاوتی مخاطره مدل های خسارت ها،

به صورت انفرادی مخاطره فرآیند مقاله، این در دارد.

Rn = (١ + In)Rn−١ −Xn, n = ١, ٢, ٣, . . . (١)

سرمایه R٠ = u ≥ ٠ که می شود فرض مدل این در می شود، تعریف

خسارت های اندازه {Xn, n = ١, ٢, . . . } تصادفی متغیرهای اولیه١٠،

تصادفی متغیرهای از دنباله ای ،n تا n− ١ زمانی بازه در شده رخ داده

و هستند F (x) = P (X١ ≤ x) مشترک توزیع تابع با هم توزیع و

تصادفی متغیرهای از دنباله ای {In, n = ٠, ١, . . . } که می شود فرض

،In تصادفی متغیر باشند. {Xn, n = ١, ٢, . . . } از مستقل و

،Rn فرآیند بنابراین است؛ n زمان در بهره نرخ ،n = ١, ٢, . . .

با بیمه شرکت ذخیره فرآیند (١) رابطه در شده داده n = ١, ٢, . . .

،(٢٠٢٢) بازیاری همانند است. n زمان پایان در u ≥ ٠ اولیه سرمایه

به صورت n = ١, ٢, . . . برای (١) رابطه مخاطره فرآیند

Rn = u

n∏
i=١

(١ + Ii)−
n∑

i=١

(
Xi

n∏
k=i+١

(١ + Ik)
)
, (٢)

می شود. نوشته

ماتریس یک شامل {In, n = ٠, ١, . . . } بهره نرخ های دنباله کنید فرض

صورت این به باشد. شمارا و متناهی مقادیر مجموعه با انتقال احتمال

i٠, i١, . . . , im مقادیر ترتیب به In متغیر ،{n = ٠, ١, . . . ,m} برای که

زنجیر حالت فضای ،i٠, i١, . . . , im احتمالی مقادیر به کند. اختیار را

n زمان در فرآیند که وقتی می شود، گفته {In, n = ٠, ١, . . . } مارکوف

ثابت و مثبت احتمال با فرآیند این و In = is آنگاه باشد، is حالت در

و i٠, i١, . . . , in−١, is حالت های برای و رفت خواهد ik حالت به psk
تساوی ،s, k = ٠, ١, . . . ,m ،ik

P
(
In+١ = ik|In = is, In−١ = in−١, . . . , I١ = i١, I٠ = i٠

)
= P

(
In+١ = ik|In = is

)
= psk, (٣)

psk مقدار است. برقرار s = ٠, ١, . . . ,m و ∑m
t=٠ psk = ١ آن در که

تمام شامل که ماتریسی گویند. ik حالت به is حالت از انتقال احتمال را

با مقاله این در و می گویند انتقال احتمال ماتریس را است مقادیر این

انتقال احتمال ماتریس هر مقادیر مجموعه می شود. داده نشان P نماد

در که است احتمالی اتفاقات از دنباله یک توصیف برای تصادفی مدلی

این چون دارد. بستگی قبلی اتفاق حالت به فقط اتفاق هر احتمال آن

آن حالت پیش بینی به طورکلی می کند تغییر تصادفی به صورت ماتریس

است. غیرممکن آینده در خاص نقطه ای در

و متناهی زمان ورشکستگی احتمالات ٢. ١
نامتناهی

مخاطره مدل در آنگاه باشد، is حالت در n زمان در فرآیند کنید فرض

زمان ورشکستگی احتمالات ،u ≥ ٠ ثابت اولیه سرمایه برای (١)

از: عبارت اند ترتیب به نامتناهی و متناهی

ψn(u, is) = P
( n∪
t=١

(Rt < ٠)|I٠ = is
)
, (۴)

و

ψ(u, is) = P
( ∞∪
t=١

(Rt < ٠)|I٠ = is
)
. (۵)

نامساوی همواره s ثابت مقدار هر برای که است بدیهی بنابراین

ψ١(u, is) ≤ ψ٢(u, is) ≤ ψ٣(u, is) ≤ . . . ,

احتمال با نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال nافزایش با و بوده برقرار

limn→∞ ψn(u, is) = یعنی می شود، برابر متناهی زمان ورشکستگی

اول بخش در ،٢٠٢٣a بازیاری، به اثبات دیدن (برای است ψ(u, is)

شود). رجوع

به (١) مخاطره مدل آنگاه باشد، In = ٠ ،n = ٠, ١, . . . هر برای اگر

انفرادی کلاسیک مخاطره مدل

Rn = u−
n∑

k=١

Xk, n = ١, ٢, ٣, . . . (۶)

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ψ(u) کنید فرض شد. خواهد تبدیل

صورت این در باشد، (۶) مدل

ψ(u) = P
( ∞∪
n=١

( n∑
k=١

Xk > u
))
.

در ورشکستگی احتمالات تقریبی یا دقیق محاسبه به زیادی نویسندگان

به می توان جمله آن از که پرداختند انفرادی مخاطره مختلف مدل های

کرد. اشاره (٢٠٢٣b ) بازیاری و (٢٠١٨) همکاران و لیو

اولین تصادفی متغیر X١ و خسارت اولین رخداد زمان T١ کنید فرض

و آسموسن باشد، برقرار E(X١ − T١) < ٠ شرط اگر باشد، خسارت

سبک دم توزیع با خسارت  اندازه های برای که داد نشان (٢٠١٠) آلبرچر

نامساوی u ≥ ٠ هر و

ψ(u) ≤ e−R٠u, (٧)
9Peremium incomes
10Initial reserve



بازیاری٢٨ ابوذر بیمه شرکت انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات

رابطه از و بوده یکتا و مثبت ثابت مقدار R٠ آن در که است، برقرار

E
(
eR٠(X١−١)) = ١, (٨)

به باشد، In ≥ ٠ ،n = ٠, ١, . . . هر برای اگر همچنین می آید. دست به

ψ(u, is) ≤ ψ(u) نامساوی که است بدیهی شرطی احتمال وجود دلیل

احتمال ماتریس دارای بهره نرخ های وجود به عبارتی دیگر است. برقرار

شد خواهند ورشکستگی احتمالات کاهش باعث متناهی باحالت انتقال

می شود؛ دیده هم پنجم بخش در عددی مثال های در نیز موضوع این و

برقرار ψ(u, is) ≤ e−R٠u نامساوی ،(٧) نامساوی به توجه با بنابراین

می باشد.

مخاطره مدل آنگاه باشد، n = ٢ و i = ١ اگر خاص، حالتی به عنوان

به صورت (٢)

R٢ = u

٢∏
i=١

(١ + Ii)−
٢∑

i=١

(
Xi(١ + I٢)

)
= u(١ + I١)(١ + I٢)− (١ + I٢)

٢∑
i=١

Xi

= (١ + I٢)
(
u(١ + I١)−

٢∑
i=١

Xi

)
,

به دست آمده فرآیند ذخیره مقدار (١+ I٢) ≥ ٠ و I١ ≥ ٠ چون می باشد.

ورشکستگی احتمال بنابراین است، بیشتر (۶) رابطه فرآیند مقدار از

بود. خواهد کمتر آن

احتمالات برای برگشتی فرمول های ٣

ورشکستگی

برای برگشتی فرمول های شرطی احتمالات از استفاده با بخش، این در

دم توزیع های برای نامتناهی و متناهی زمان ورشکستگی احتمالات

می شوند. آورده دست به دم سنگین یا سبک

برای (٢) رابطه در شده داده مخاطره مدل کنید فرض .٣. ١ قضیۀ

هر برای آنگاه باشد. برقرار u ≥ ٠ اولیه سرمایه و n = ١, ٢, . . .

دم سنگین) یا سبک دم (توزیع خسارت اندازه های آماری توزیع نوع

از: است عبارت متناهی زمان ورشکستگی احتمال

ψn+١(u, is) =

m∑
k=٠

psk
(
F̄
(
u(١ + ik)

)
+

∫ u(١+ik)

−∞
ψn(u(١ + ik)− x, ik)dF (x),(٩)

آن در که

ψ١(u, is) =

m∑
k=٠

pskF̄
(
u(١ + ik)

)
, (١٠)

از: است عبارت نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال نیز و بوده

ψ(u, is) =

m∑
k=٠

psk
(
F̄
(
u(١ + ik)

)
+

∫ u(١+ik)

−∞
ψ(u(١ + ik − v, ik)

)
dF (v).(١١)

ik حالت در زمان اولین در فرآیند و X١ = x کنید فرض اثبات.

تساوی ،(١) مخاطره مدل به بنا آنگاه باشد، I١ = ik یعنی باشد،

آنگاه ،x > u(١+ ik) اگر بنابراین است؛ برقرار R١ = u(١+ ik)−x

P
(
R١ < ٠|X١ = x, I١ = ik, I٠ = is

)
= ١,

تساوی ،x > u(١ + ik) که x مقادیر تمام برای و

P
( n+١∪

t=١

(Rt < ٠)|X١ = x, I١ = ik, I٠ = is
)
= ١,

آنگاه ،٠ ≤ u(١ + ik) ≤ x اگر همچنین است. برقرار

P
(
R١ < ٠|X١ = x, I١ = ik, I٠ = is

)
= ٠,

حالت این در و بوده

P
( n+١∪

t=١

(Rt < ٠)|X١ = x, I١ = ik, I٠ = is
)

= P
( n+١∪

t=٢

(Rt < ٠)|X١ = x, I١ = ik, I٠ = is
)

= P
( n+١∪

t=٢

( t∏
i=١

(١ + Ii)−
t∑

i=٢

Xi

t∏
k=i+١

(١ + Ik) < ٠
)
|I١ = ik

)
= ψn(R١, ik) = ψn(u(١ + ik), ik).

داشت: خواهیم ،(۴) رابطه به توجه با بنابراین

ψn+١(u, is) = P
( n+١∪

t=١

(Rt < ٠)|I٠ = is
)

=

m∑
k=٠

psk
(
F̄
(
u(١ + ik)

)
+

∫ u(١+ik)

−∞
ψn(u(١ + ik)− x, ik)dF (x)

)
.

(١٢)

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال آنگاه n → ∞ اگر (١٢) رابطه در

با ،(١٠) رابطه محاسبه برای همچنین می آید. دست به (١١) رابطه در

داریم: I٠ = is روی کردن شرطی

ψ١(u, is) = P
(
X١ > u(١ + I١)|I١ = is

)
=

m∑
k=٠

pskF̄
(
u(١ + ik)

)
, (١٣)
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می شود. کامل اثبات و

ورشکستگی احتمالات عددی مثال ارائه با پنجم بخش در

مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات با ١ قضیه در به دست آمده

لاگ و پارتو توزیع های برای (٢٠٢٢) بازیاری در کلاسیک انفرادی

می شوند. مقایسه دم سنگین توزیع های به عنوان نرمال١١

ورشکستگی احتمال بالای کران های ۴

نامتناهی زمان

احتمال بالای کران های استقراء روش از استفاده با بخش، این در

می شوند. محاسبه سبک دم توزیع های برای نامتناهی زمان ورشکستگی

متغیرهای از دنباله ای {Xn, n = ١, ٢, . . . } کنید فرض .١ .۴ قضیۀ

هر برای آنگاه باشند. F (x) مشترک توزیع تابع با هم توزیع و تصادفی

نامساوی ،x ≥ ٠

F̄ (x) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١
e−R٠x,

می باشد. برقرار

تساوی به صورت F̄ (x) تابع اثبات.

F̄ (x) =
(∫∞

x
eR٠wdF (w)

eR٠xF̄ (x)

)−١
e−R٠x

∫ ∞

x

eR٠wdF (w),

نامساوی به توجه با و می شود نوشته

F̄ (x) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١
e−R٠w

∫ ∞

x

eR٠wdF (w)

≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١
e−R٠x

∫ ∞

−∞
eR٠wdF (w)

=
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١
e−R٠x,

می شود. اثبات قضیه

باشند. سبک دم توزیع دارای خسارت اندازه های کنید فرض .٢ .۴ قضیۀ

تساوی u ≥ ٠ و (٨) رابطه در شده داده R٠ > ٠ برای آنگاه

ψ(u, is) =
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
, (١۴)

است. برقرار

بالایی کران استقراء روش کمک با ابتدا قضیه، این اثبات برای اثبات.

با می شود. محاسبه ψn(u, is) متناهی زمان ورشکستگی احتمال برای

در ψ١(u, is) مقدار u ≥ ٠ هر برای ،(٣) به تساوی بنا و ٢ قضیه توجه

نامساوی

ψ١(u, is) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١
m∑

k=٠

pske
−R٠u(١+ik)

=
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١
E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
,

نامساوی is ≥ ٠ و u ≥ ٠ هر برای کنید فرض می کند. صدق

ψn(u, is) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
, (١۵)

نیز ψn+١(u, is) برای نامساوی که می شود ثابت حال باشد. برقرار

نامساوی x ≤ u(١+ik) برای ،(١۵) نامساوی به توجه با است. برقرار

ψn(u(١ + ik)− x, is) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
≤

(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠wdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×e−R٠

(
u(١+ik)−x

)
, (١۶)

خواهیم ،(١۶) نامساوی و (٩) به تساوی بنا آنگاه می آید. دست به

داشت:

ψn+١(u, is) ≤
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠xdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×
m∑

k=٠

pske
−R٠u(١+ik)

=
(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠xdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١

×E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
.

دست به (١۴) رابطه آنگاه ،n → ∞ اگر (١۵) نامساوی در بنابراین

می شود. اثبات قضیه و می آید

آنگاه باشد، u ≥ ٠ و R٠ > ٠ ،(٨) رابطه در کنید فرض .٣ .۴ قضیۀ

نامساوی

(
inf
k≥٠

∫∞
k
eR٠xdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١
E
(
e−R٠u(١+I١)|I٠ = is

)
≤ e−R٠x, (١٧)

زمان ورشکستگی احتمال بالای کران به عبارت دیگر است؛ برقرار

است. لاندبرگ کران مساوی یا کمتر ٣ قضیه در به دست آمده نامتناهی
11Pareto and Log-normal distributions



بازیاری٣٠ ابوذر بیمه شرکت انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات

نامساوی ،t ≥ ٠ هر برای چون اثبات.

∫∞
k
eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)
≥
eR٠k

∫∞
k
dF (w)

eR٠kF̄ (k)
= ١,

در و ٠ ≤
(
infk≥٠

∫∞
k eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١ ≤ ١ بنابراین است، برقرار

شد. خواهد بدیهی کاملا (١٧) در شده داده نامساوی نتیجه

مساوی بهره نرخ های (١) انفرادی مخاطره مدل در اگر که شود توجه

آنگاه باشد، In = ٠ ،n = ٠, ١, . . . هر برای یعنی باشند، )صفر
infk≥٠

∫∞
k eR٠xdF (x)

eR٠kF̄ (k)

)−١
e−R٠u به ٣ قضیه در شده داده بالای کران

پس ٠ ≤
(
infk≥٠

∫∞
k eR٠wdF (w)

eR٠kF̄ (k)

)−١ ≤ ١ چون و تبدیل شده

می آید. دست به (١٧) نامساوی

عددی مثال های ۵

١ مثال در ارائه شده اند. نتایج بیان برای عددی مثال های بخش، این در

ورشکستگی احتمالات با ١ قضیه در به دست آمده ورشکستگی احتمالات

بازیاری در دم سنگین توزیع های با کلاسیک انفرادی مخاطره مدل برای

می شوند. مقایسه (٢٠٢٢)

توزیع های به عنوان نرمال لاگ و پارتو توزیع های مثال، این در .١ مثال

کنید فرض گرفته شده اند. نظر در خسارت اندازه های تصادفی متغیرهای

خسارت اندازه تصادفی متغیرهای ،(١) رابطه انفرادی مخاطره فرآیند در

حالت ٣ دارای فرآیند و بوده Pareto(٣, ۵) پارتو دم سنگین توزیع دارای

ماتریس همچنین باشد. i٢ = ٨ و i١ = ۶ ،i٠ = ۵ مقادیر با i٠, i١, i٢

به صورت انتقال احتمال

P =


٠/۴ ٠/۵ ٠/١

٠/١۵ ٠/٧ ٠/١۵

٠/٢ ٠/۴ ٠/۴

 , (١٨)

دارای مخاطره مدل که حالتی برای ورشکستگی احتمالات باشد.

بدون مخاطره مدل که وقتی برای نیز و (١٨) انتقال احتمال ماتریس

فرمول های به توجه با محاسبه شده اند. باشد، انتقال احتمال ماتریس

ورشکستگی احتمالات مقادیر (٢٠٢٢) بازیاری در شده داده (١٠) و (٩)

زمان های در اولیه سرمایه مختلف مقادیر برای نامتناهی و متناهی زمان

در ورشکستگی احتمالات از برخی مقادیر همچنین و محاسبه متفاوت

جداول در نتایج و محاسبه ١ قضیه به توجه با نامتناهی و متناهی زمان

ارائه شده اند. ٢ و ١

توزیع دارای خسارت اندازه تصادفی متغیرهای وقتی که همچنین

فرآیند مجدداً نیز و بوده Log−normal(٢, ٠/۵) نرمال لاگ دم سنگین

همچنین باشد. i٢ = ۴ و i١ = ٣ ،i٠ = ٢ مقادیر با حالت ٣ همان دارای

به صورت انتقال احتمال ماتریس

P =


٠/٣ ٠/۵ ٠/٢

٠/۴ ٠/٢ ٠/۴

٠/٢ ٠/۵ ٠/٣

 , (١٩)

٣ جداول در نتایج و محاسبه شده ورشکستگی احتمالات مقادیر باشد،

که است این می شود استنباط نتایج از آنچه داده شده اند. گزارش ۴ و

و اولیه سرمایه از مقدار هر برای و دم سنگین توزیع نوع دو هر برای

ماتریس های با فرآیند برای ورشکستگی احتمال مقدار شده، داده زمان

این که است وقتی از کمتر ،(١٩) و (١٨) در شده داده انتقال احتمال

نشده  اند. گرفته نظر در مخاطره فرآیند در انتقال ماتریس های

Pareto(٣, ۵) پارتو توزیع برای متناهی زمان ورشکستگی احتمال .١ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٢٠ ١٠ ۵ ٣ ١ n

٠/١۵۴ ٠/٢٨٢ ٠/٣۵١ ٠/۴٨۵ ٠/۶٢٧ انتقال احتمال ماتریس با ورشکستگی احتمال

٠/٢٧۵ ٠/٣٨٢ ٠/۴١١ ٠/۵٧٩ ٠/۶٨۶ انتقال احتمال ماتریس بدون ورشکستگی احتمال

Pareto(٣, ۵) پارتو توزیع برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال .٢ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٠/٣٠۵ ٠/٣٩٢ ٠/۴۶٠ ٠/۵٣١ ٠/٧۵۴ انتقال احتمال ماتریس با ورشکستگی احتمال

٠/٣٣٨ ٠/۴٣۵ ٠/۵٠٢ ٠/۶٢٢ ٠/٨٢٩ انتقال احتمال ماتریس بدون ورشکستگی احتمال
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Log − normal(٢, ٠/۵) پارتو توزیع برای متناهی زمان ورشکستگی احتمال .٣ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٢٠ ١٠ ۵ ٣ ١ n

٠/٠۶٧ ٠/١٨٩ ٠/٣١١ ٠/۴٧٣ ٠/۵٨۶ انتقال احتمال ماتریس با ورشکستگی احتمال

٠/١٧۵ ٠/٢٧٩ ٠/٣٨۶ ٠/۵۴١ ٠/۶٢٠ انتقال احتمال ماتریس بدون ورشکستگی احتمال

Log − normal(٢, ٠/۵) پارتو توزیع برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال .۴ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٠/١٩۵ ٠/٢٨٧ ٠/۴٠۶ ٠/۵٢۵ ٠/۶٣٩ انتقال احتمال ماتریس با ورشکستگی احتمال

٠/٢۴٠ ٠/٣٣٧ ٠/۴٧٢ ٠/۵٨٢ ٠/۶٩۵ انتقال احتمال ماتریس بدون ورشکستگی احتمال

ورشکستگی احتمالات برای به دست آمده بالای کران های ،٢ مثال در

کران مقادیر با سبک دم توزیع دارای خسارت اندازه برای نامتناهی زمان

می شوند. مقایسه لاندبرگ

تصادفی متغیرهای برای نمایی توزیع نوع دو مثال، این در .٢ مثال

به دست آمده بالای کران های است. گرفته شده نظر در خسارت اندازه

توزیع دارای خسارت های با نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال برای

در کنید فرض ابتدا می شوند. مقایسه لاندبرگ کران مقادیر با سبک دم

دارای خسارت اندازه تصادفی متغیرهای ،(١) انفرادی مخاطره فرآیند

با i٠, i١, iحالت٢ ٣ دارای فرآیند و بوده E(٣) نمایی سبک دم توزیع

داده انتقال احتمال ماتریس با i٢ = ٨ و i١ = ۶ ،i٠ = ۵ مقادیر

زمان ورشکستگی احتمال بالای کران های از برخی باشد. (١٨) در شده

انتقال احتمال ماتریس دارای مخاطره مدل که حالتی برای نامتناهی

ماتریس بدون مخاطره مدل برای لاندبرگ بالای کران های نیز و (١٨)

محاسبه شده اند. n = ٢٠٠ برای (٧) نامساوی طبق انتقال احتمال

بالای کران می آید. دست به R٠ = ٠/٠۴٧۵١ مقدار (٨) رابطه طبق

از استفاده با ψ(u, i٣) و ψ(u, i٢) ،ψ(u, i١) ورشکستگی احتمالات

نتایج و به دست آمده اند اولیه سرمایه مختلف مقادیر برای (١۴) نامساوی

شده اند. آورده ۵ جدول در

E(٣) نمایی توزیع برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال .۵ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٠/١٨٨ ٠/٢۶٢ ٠/٣٣٠ ٠/٣٨١ ٠/۴٣۵ ψ(u, i١) بالای کران

٠/٢٢۴ ٠/٣١۵ ٠/٣٩٢ ٠/۴۴۶ ٠/۴٨۴ ψ(u, i٢) بالای کران

٠/٢٩۵ ٠/٣۴٨ ٠/۴٢٣ ٠/۴٧٧ ٠/۵٢۶ ψ(u, i٣) بالای کران

٠/٣٣٢ ٠/٣۶۵ ٠/۴٨١ ٠/۵٩۴ ٠/٧٢٧ لاندبرگ کران

دم توزیع دارای خسارت اندازه تصادفی متغیرهای وقتی همچنین

حالت ٣ همان دارای فرآیند مجدداً نیز و بوده E(١٠) نمایی سبک

همچنین باشد. i٢ = ۴ و i١ = ٣ ،i٠ = ٢ مقادیر با i٠, i١, i٢
برخی باشد. (١٩) در شده داده به صورت انتقال احتمال ماتریس

حالتی برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال بالای کران های از

کران های نیز و (١٩) انتقال احتمال ماتریس دارای مخاطره مدل که

طبق انتقال احتمال ماتریس بدون مخاطره مدل برای لاندبرگ بالای

طبق توزیع، این برای محاسبه شده اند. n = ٢٠٠ برای (٧) نامساوی

بالای کران های می آید. دست به R٠ = ٠/٠٩۵٣۶ مقدار (٨) رابطه

۶ جدول در نتایج و محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات

داده شده اند. گزارش



بازیاری٣٢ ابوذر بیمه شرکت انفرادی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمالات

E(١٠) نمایی توزیع برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال .۶ جدول

٣٠ ٢۵ ٢٠ ١٠ ٠ u

٠/٢٧۶ ٠/٣١۵ ٠/٣٨٢ ٠/۴٣٠ ٠/۵۵۴ ψ(u, i١) بالای کران

٠/٣۴٢ ٠/۴٢۵ ٠/۴٧۶ ٠/۵١۴ ٠/۵٨٠ ψ(u, i٢) بالای کران

٠/۴١٣ ٠/۴٧٠ ٠/۵٣٧ ٠/۵٨۵ ٠/۶٣٣ ψ(u, i٣) بالای کران

٠/۴٣٨ ٠/۴٨۵ ٠/۶٢٢ ٠/٧۶۴ ١ لاندبرگ کران

نوع دو هر برای که است این می شود استنباط ۶ و ۵ جداول از آنچه

احتمالات بالای کران های اولیه، سرمایه از مقدار هر برای و نمایی توزیع

هستند. لاندبرگ کران از کمتر نامتناهی زمان ورشکستگی

نتیجه گیری و بحث ۶

تعیین بر علاوه بیمه شرکت یک ورشکستگی احتمالات محاسبه برای

اهمیت دارای خسارت اندازه های آماری توزیع دانستن مدل، نوع

احتمالات این تقریبی یا دقیق محاسبه برای مختلفی روش های است.

مدل حاضر، مقاله در است. شده پیشنهاد نویسندگان از برخی توسط

دوره یک در متفاوت بهره نرخ های با بیمه شرکت انفرادی مخاطره

گرفته نظر در متناهی باحالت انتقال احتمال ماتریس دارای و زمانی

نامتناهی و متناهی زمان ورشکستگی احتمالات ،١ قضیه در شد.

بالای کران های استقراء روش از استفاده با ،٣ قضیه در گردید. محاسبه

محاسبه سبک دم توزیع های برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

ورشکستگی احتمال بالای کران که شد داده نشان ،۴ قضیه در شدند.

لاندبرگ کران مساوی یا کمتر ٣ قضیه در به دست آمده نامتناهی زمان

قرار موردبررسی عددی مثال های با به دست آمده نتایج همچنین است.

توزیع های به عنوان نرمال لاگ و پارتو توزیع های ،١ مثال در گرفتند.

احتمالات و شد گرفته نظر در خسارت اندازه متغیرهای برای دم سنگین

در به دست آمده احتمالات با نامتناهی و متناهی زمان ورشکستگی

شدند. مقایسه کلاسیک انفرادی مخاطره مدل برای (٢٠٢٢) بازیاری

توزیع نوع دو برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات همچنین

مقایسه لاندبرگ کران مقادیر با سبک دم توزیع های به عنوان نمایی

منجر مقاله این در ارائه شده روش مدل، فرضیات به توجه با شدند.

گردید نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات برای کران هایی یافتن به

هستند. کوچک تر لاندبرگ کران از که

تشکر و تقدیر ٧

می کند. قدردانی و تشکر مقاله، بهبود در ارزشمندشان نظرات خاطر به محترم داوران و نشریه محترم سردبیر از نویسنده 
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Ruin Probabilities in the Insurance Individual Risk Model
with Probability Transition Matrix of Interest Rate

Abouzar Bazyari1

Abstract:

Insurance companies are modeled with mathematical and statistical models in terms of their random structure. In this paper,

the individual risk model of insurance company with different interest rates in a period of time is considered and assumed that

the interest rates have the probability transition matrix with finite and countable state. The finite and infinite time ruin prob-

abilities are computed using the conditional probability on the first claim of density function. Moreover, the upper bounds

for the infinite time ruin probability are obtained using the mathematical induction. In the numerical examples, the ruin

probabilities for heavy tailed distributions are compared with the obtained probabilities in Bazyari (2022) for the classical

individual risk model and also, the infinite time ruin probabilities for light tailed distributions are compared with Lundberg’s

inequality. The results show that the existence of interest rate with probability transition matrix and having finite state leads

to decrease the ruin probabilities.

Keywords: Conditional probability, Lundberg inequality, Pareto distribution, Probability transition matrix, Ruin probabil-

ity.
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