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مارشال-اولکین وایبول تعمیم یافته توزیع های خانواده برای بیزی استنباط

٣ کاشانی معمار زهرا ،٢ طارمی بهرام ،١ پور فارسی سنجری ناهید

١۴٠٢/٠۵/١٣ دریافت: تاریخ

١۴٠٣/١٠/٢٣ پذیرش: تاریخ

چکیده:
همکاران و سانتوز-نتو می آید. دست به دیگر توزیع های به پارامتر یک کردن اضافه با که کردند معرفی را توزیع ها از خانواده ای اولکین و مارشال 

قرارگرفته، موردمطالعه وایبول تعمیم یافته پارتو و ریلی توزیع دو مقاله این در دادند. انجام را وایبول تعمیم یافته توزیع های خانواده روی مطالعه

و لگاریتم در خطا مربع لاینکس، آنتروپی، خطا، مربع ازجمله مختلف زیان های تابع تحت بیزی استنباط و گشتاورها مانند گوناگون مطالب

قرارگرفته اند. موردمطالعه توزیع دو این برای مونت کارلو مارکوف زنجیره روش همچنین داده ایم. قرار موردبحث را اصلاح شده لاینکس

مونت کارلو مارکوف زنجیره روش پارتو، توزیع ریلی، توزیع مخاطره، تابع زیان، تابع بقا، تابع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

یک دادن قرار برای را مهمی روش ١٩٩٧ سال در اولکین و مارشال

ترتیب بدین و آوردند دست به پایه مدل یک به اضافی شکل پارامتر

دامنه یک اولکین و مارشال تبدیل کردند. تعریف تعمیم یافته توزیع یک

هندسی ویژگی های گردید. شامل را پایه توزیع برحسب رفتارها از وسیع

پارامتر مقدار به بستگی تولیدشده جدید توزیع با متناسب استنتاجی و

دارد. اضافی

آنگاه باشد، اولکین مارشال- توزیع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض

می شود: داده زیر به صورت آن بقا تابع

F̄ (x) =
δḠ(x)

١ − δ̄Ḡ(x)
, x ∈ X ⊆ R, δ > ٠ (١)

توزیع بقا تابع Ḡ(x) و (F̄ (x) = ١−F (x)) می باشد بقا تابع F̄ (x) که

است. δ > ٠ که δ̄ = ١− δ همچنین ،(Ḡ(x) = ١−G(x)) است پایه

خانواده است. F̄ (x) = Ḡ(x) آنگاه δ = ١ اگر که است واضح

احتمال چگالی تابع دارای (١) اولکین مارشال توزیع های

f(x; δ) =
δg(x)

{١ − δ̄Ḡ(x)}٢
, x ∈ X ⊆ R, δ > ٠

نرخ تابع همچنین است. پایه توزیع احتمال چگالی تابع g(x) که است

است: زیر به صورت مخاطره

τ(x; δ) =
g(x)

Ḡ(x)[١ − δ̄Ḡ(x)]
, x ∈ X ⊆ R, δ > ٠

داده های برای آماری مدل بندی در اساسی نقش یک وایبول توزیع

به طور مدل این دارد. زیست شناسی مطالعات و مهندسی اعتمادپذیری،

بعد چندی می شود، گرفته بکار مخاطره نرخ های توضیح برای مفید خیلی

مورداستفاده کاربردی رشته  از بسیاری در وایبول مدل تعمیم یافته فرم

شد ارائه [٣] توسط که تعمیم یافته وایبول توزیع های کلاس گرفت. قرار

تعمیم یافته وایبول تابع دارد. فراوانی کاربرد زندگی زمان مدل های در

است: (٢) رابطه به صورت

G(x;α, ξ) = ١ − exp[−αH(x; ξ)], x ∈ D ⊆ R+, α > ٠ (٢)

بستگی ξ پارامتر به که است افزایشی منفی غیر تابع یک H(x; ξ) که

است: (٣) به صورت توزیع این با متناظر چگالی تابع دارد.

g(x;α, ξ) = αexp[−αH(x; ξ)]h(x; ξ) (٣)

گوناگون ;H(xهای ξ) است. x برحسب H(x; ξ) مشتق h(x; ξ) که

مثال: برای می دهند. ارائه را مهمی مدل های

می شود. منجر (١٠ نوع (بر ریلی توزیع به H(x; ξ) = x٢ الف)

می دهد. نتیجه را پارتو توزیع H(x; ξ) = log(x/k) ب)

توزیع های کلاس ترکیب با توزیع ها از جدید خانواده یک ما مقاله، این در

پارتو و ریلی توزیع های برای تعمیم یافته وایبول و مارشال-اولکین

آن ها برای بیزی استنباط و آماری استنباط و می گیرند قرار موردمطالعه

می گیرند. قرار موردبحث
(nsanjari@alzahra.ac.ir مسئول: (نویسنده تهران الزهرا، دانشگاه ریاضی، دانشکده آمار، ١گروه

شیراز شیراز، دانشگاه علوم، دانشکده آمار، ٢بخش

تهران الزهرا، دانشگاه ریاضی، دانشکده آمار، ٣گروه
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وایبول اولکین مارشال توزیع های خانواده ١. ١
تعمیم یافته

به صورت توزیع ها جدید خانواده توزیع تابع

F (x; δ, α, ξ) =
δ(١ − exp[−αH(x; ξ)])

١ − δ̄exp[−αH(x; ξ)]
(۴)

جدید توزیع این بقا تابع (۴) معادله از استفاده با δ > ٠ و α > ٠ که

است: زیر به صورت

F̄ (x; δ, α, ξ) =
δexp[−αH(x; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(x; ξ)]
(۵)

است (۶) معادله به صورت مخاطره نرخ تابع

τ(x; δ, α, ξ) =
αh(x; ξ)

١ − δ̄exp[−αH(x; ξ)]
(۶)

می باشد زیر شرح به آن احتمال چگالی تابع همچنین

f(x; δ, α, ξ) =
δαh(x; ξ)exp[−αH(x; ξ)]

{١ − δ̄exp[−αH(x; ξ)]}٢
(٧)

است: شده آورده (١) جدول در خاص توزیع های برای H(x; ξ) که

H(x; ξ) خاص توزیع های برای .١ جدول

ξ H(x; ξ) توزیع

- x٢ ریلی

k log(x/k) پارتو

- x نمایی

(λ, β) exp[(λx)β ]− ١ توانی نمایی

c log(١ + xc) ١٢ نوع بور

γ xγ وایبول

(γ, λ) xγexp(λx) اصلاح شده وایبول

(λ, β) λ[exp(λx)β − ١] تعمیم یافته وایبول

γ αγ−١xγ شده نمایی وایبول

چگالی تابع فرم برای بسط هایی ١. ٢

دوجمله ای بسط یک ،|z| < ١ و α مثبت حقیقی هر ازای به که می دانیم

داشت خواهیم تعمیم یافته

(١ − z)α =

∞∑
k=٠

(a)k
k!

zk (٨)

و (a)k = Γ(a + k)/Γ(a) = a(a + ١)...(a + k − ١) آن در که

و ٠ ≤ δ ≤ ١ برای بالا رابطه به کارگیری با می باشد. گاما تابع Γ(٠)

داریم: (٧) رابطه مخرج در جایگذاری

{١ − δ̄exp[−αH(x; ξ)]}٢ =

∞∑
j=٠

(j + ١)δ̄jexp[−αjH(x; ξ)] (٩)

بنابراین

f(x; δ, α, ξ) =

∞∑
j=٠

ηj g(x; (j + ١)α, ξ) (١٠)

چگالی تابع g(x; (j + ١)α, ξ) و ηj = δδ̄j آن در که می آید دست به

می دهد. نشان را ξ و (j + ١)α پارامترهای با تعمیم یافته وایبول توزیع

داریم: δ > ١ ازای به صورت این غیر در

داریم: بنابراین ١)|؛ − ١
δ
)[١ − exp(−αH(x; ξ))]| < ١

f(x; δ, α, ξ) =
g(x;α, ξ)

δ{(١ − ١
δ
)[١ − exp(−αH(x; ξ))]}٢

(١١)

خواهیم (١١) رابطه در (٨) بسط کاربردن به بار دو با حالت، این در

داشت:

f(x; δ, α, ξ) =

∞∑
j=٠

νj g(x; (j + ١)α, ξ)

.νj = νj(δ) =
(−١)j

δ(j+١)!

∑∞
k=j(k + ١)!(١ − ١/δ)k آن در که

می تواند تعمیم یافته وایبول اولکین مارشال خانواده چگالی تابع بنابراین

بیان تعمیم یافته وایبول توزیع از نامتناهی خطی ترکیب یک به صورت

شود.

که f(x; δ, α, ξ) =
∑∞

j=٠ wj g(x; (j + ١)α, ξ) داریم: نهایت در

wj =

 ηj ٠ < δ < ٠

νj δ > ١
(١٢)

آمده اند. بالا عبارت های در νj و ηj و

گشتاوری برآورد ١. ٣

تصادفی متغیر یک نشان دهنده ی Yj ∼ EW ((j+ ١)α, ξ) کنید فرض

چگالی تابع g(y, (j + ١)α, ξ) که باشد تعمیم یافته وایبول توزیع با

باشد. آن با متناظر

می آید: دست به زیر به صورت تصادفی متغیر ام n گشتاور

E(Xn) =

∞∑
j=٠

wj E(Y n
j ) (١٣)

ترتیب به X تصادفی متغیر ناقص گشتاور امین k و گشتاور مولد تابع

است: زیر

MX(t) = E(etx) =

∞∑
j=٠

wj Mj(t),

Tk(z) = E(etx) =

∞∑
j=٠

wj T
(j)
k (t)
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زیر عبارت و Yj گشتاور مولد تابع MX(t) آن در که

T
(j)
k (z) =

∫ z

−∞
xk g(x; (j + ١)α, ξ) dx

می شود. حاصل تعمیم یافته وایبول اولکین مارشال توزیع از مستقیماً

برآورد ۴ .١

اولکین مارشال پارامترهای برآورد برای عمومی روند یک بخش این در

کنید فرض می دهیم. ارائه تایی n نمونه یک از تعمیم یافته وایبول

باشد. X تصادفی متغیر از تایی n نمونه یک x١, x٢, . . . , xn

θ = (δ, α, ξ⊤)⊤ پارامتری بردار برای نمایی درست لگاریتم تابع

است: زیر به صورت

ℓ(θ) = nlog(δα) +
∑n

i=١ log[h(xi; ξ)] − α
∑n

i=١ H(xi; ξ) −

٢
∑n

i=١ log{١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

U(θ) = بردار مؤلفه های بالا، درستنمایی لگاریتم تابع از استفاده با

می شوند: حاصل زیر به صورت (Uδ, Uα, U
⊤
ξ )⊤

Uδ(θ) =
∂ℓ(θ)

∂δ
=

n

δ
− ٢

n∑
i=١

exp[−αH(xi; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

Uα(θ) =
∂ℓ(θ)

∂α
=

n

α
−

n∑
i=١

H(xi; ξ)

− ٢δ̄
n∑

i=١

H(xi; ξ) exp[−αH(xi; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

Uξk (θ) =
∂ℓ(θ)

∂ξk
=

n∑
i=١

١
h(xi; ξ)

∂h(xi; ξ)

∂ξk
− α

n∑
i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk

− ٢δ̄α
n∑

i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk

exp[−αH(xi; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

اولکین مارشال خانواده برای شده افراز اطلاعات ماتریس نهایت، در و

از است عبارت تعمیم یافته وایبول

J(θ) = −



Uδδ Uδα | U⊤
δξ

Uαδ Uαα | U⊤
αξ

−− −− −− −−

Uξδ Uξα | U⊤
ξξ



هستند. زیر به صورت آن اعضای که

Uδδ(θ) = −nδ−٢,

Uδα(θ) = ٢
n∑

i=١

[H(xi; ξ)exp[−αH(xi; ξ)]

{١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]}٢
,

Uδξ(θ) = ٢α
n∑

i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk

exp[−αH(xi; ξ)]

{١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]}٢
,

Uαα(θ) = − n

α٢ + ٢δ̄
n∑

i=١

H(xi; ξ)
٢ exp[−αH(xi; ξ)]

{١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]}٢
,

Uαξ(θ) = −٢δ̄
n∑

i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk

exp[−αH(xi; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

[١ −
n∑

i=١

αH(xi; ξ)

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

]
+

n∑
i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk
,

Uξkξj (θ) =

n∑
i=١

١
h(xi; ξ)

∗
[
∂٢h(xi; ξ)

∂ξkξj
− ١

h(xi; ξ)

∂h(xi; ξ)

∂ξk

∂h(xi; ξ)

∂ξj

]
− α

n∑
i=١

∂٢h(xi; ξ)

∂ξkξj

− ٢δ̄α
n∑

i=١

exp[−αH(xi; ξ)]

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

∗
[
∂٢H(xi; ξ)

∂ξkξj
− ∂H(xi; ξ)

∂ξk

αH(xi; ξ)

١ − δ̄exp[−αH(xi; ξ)]

]
.

نشان می توان باشد، برقرار استاندارد منظم شرایط هنگامی که

چندمتغیره نرمال توزیع به √
n([α̂, δ̂, ξ̂]⊤ − [α, δ, ξ]⊤)که داد

K([α, δ, ξ]) و است ξ بعد p که می کند ,K([α,٠)٢+Npمیل δ, ξ])−١)

حدی عبارت آن برای که است اطلاعات ماتریس ریاضی امید

است.[١] برقرار limn→∞Jn([α, δ, ξ]) = K([α, δ, ξ])

اولکین مارشال توزیع برای اطمینان ناحیه های مطلب این اساس بر

نظر از δ اینکه بررسی برای است. قابل دسترس تعمیم یافته وایبول

در H٠ : δ = ١ آزمون برای به عبارت دیگر است یک از متفاوت آماری

می کنیم؛ استفاده LR = ٢l(θ̂)− l(θ̃) آماره از ما H١ : δ ̸= ١ مقابل

بیشینه برآورد θ̃ و است H١ تحت θ درستنمایی بیشینه برآورد θ̂ که

است. X٢
١ توزیع ،LR حدی توزیع است. H٠ تحت درستنمایی

بیزی استنباط ۵ .١

مونت کارلو مارکوف زنجیره و لیندلی برآورد دو بیزی برآورد برای

است. قرارگرفته مورداستفاده
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لیندلی برآورد

می توان را
∫
w(θ)eL(θ)dθ∫
ν(θ)eL(θ)dθ

انتگرال دو نسبت که داد نشان لیندلی برآورد

قسمت و o(n−٢) مرتبه از حذف شده قسمت که زد تقریب طوری

قسمت این در باشد. o(n−١) می شود، استفاده تقریب برای که اصلی

درستنمایی تابع لگاریتم L(θ) و پارامتر θ = (θ١, · · · , θm) انتگرالی

نمونه یک x١, · · · , xn و است L(θ) =
∑

logp(xi|θ) به صورت

که ،ν(θ) = π(θ) می دهیم قرار است. p(·|θ) چگالی از تصادفی

نرمال نسبت کسر مخرج بنابراین است.[۵] θ پیشین چگالی تابع π(θ)

به طوری W (θ) = u(θ)π(θ) و است بیزی نظریه در انتگرال کننده

می شود. E(u((θ)|x١, · · · , xn) به تبدیل انتگرال نسبت که است

می شود تبدیل انتگرال نسبت ρ((θ)) = logπ((θ)) دادن قرار با

به صورت لیندلی توسط جدید انتگرال نسبت
∫
u(θ)eL(θ)+ρ(θ)dθ∫

eL(θ)+ρ(θ)dθ
به

شد، زده تخمین û + ١
٢

∑
(ûij + ٢ûiρ̂i)σ̂ij + ١

٢

∑
L̂ijkûlσ̂ij σ̂kl

و هستند o(n−١) بخش ها بقیه و است o(١) اول بخش

û = u(θ̂) ĝi = gi(θ̂) =
∂g

∂θi
|θ=θ̂

ĝij = gij(θ̂) =
∂٢g

∂θi∂θj
|θ=θ̂

ĝijk = gijk(θ̂) =
∂٣g

∂θi∂θj∂θk
|θ=θ̂

از σ̂ij و θ درستنمایی بیشینه برآورد θ̂ = (θ̂١, θ̂٢, · · · , θ̂m) آن در که

بنابراین می آید؛ دست به (σ̂ij) = (−L̂ij) ماتریسی رابطه

I(x) = E(u(θ)|X = x) =

∫
u(θ)eL(θ)+ρ(θ)dθ∫

eL(θ)+ρ(θ)dθ
(١۴)

بنابراین هستند، مستقل θ١, · · · , θm معادله این در اما

σ̂θ١θ٢ = · · · = σ̂θm−١θm=٠

زیر معادله به برآورد این ، [۵] لیندلی مقاله ٢٢٧ صفحه از استفاده با و

می یابد: کاهش

û+
١
٢

∑
(ûii + ٢ûiρ̂i)σ̂ii +

١
٢

∑
L̂iikûkσ̂iiσ̂kk (١۵)

گوناگون تصادفی متغیر m برای ریاضی امید این لیندلی تقریب اساس بر

: است زیر شرح به

m = ٢ :

I(x) = u(θ̂١, θ̂٢)

+
١
٢

[
(ûθ١θ١ + ٢ûθ١ ρ̂θ١)σ̂θ١θ٢ + (ûθ٢θ٢ + ٢ûθ٢ ρ̂θ٢)σ̂θ٢θ٢)

]
+

١
٢

[
ûθ١(L̂θ١θ١θ١ σ̂θ١θ١ σ̂θ١θ١ + L̂θ٢θ٢θ١ σ̂θ١,θ١ σ̂θ٢θ٢)

+ ûθ٢(L̂θ١θ١θ٢ σ̂θ١θ١ σ̂θ٢θ٢ + L̂θ٢θ٢θ٢ σ̂θ٢,θ٢ σ̂θ٢θ٢)

]
m = ٣ :

I(x) = u(θ̂١, θ̂٢, θ̂٣)

+
١
٢

[
(ûθ١θ١ + ٢ûθ١ ρ̂θ١)σ̂θ١θ٢ + (ûθ٢,θ٢ + ٢ûθ٢ ρ̂θ٢)σ̂θ٢θ٢

+ (ûθ٣θ٣ + ٢ûθ٣ ρ̂θ٣)σ̂θ٣,θ٣

]
+

١
٢

[
ûθ١(L̂θ١θ١θ١ σ̂θ١θ١ σ̂θ١θ١

+ L̂θ٢θ٢θ١ σ̂θ١,θ١ σ̂θ٢θ٢) + L̂θ٣θ٣θ١ σ̂θ٣θ٣ σ̂θ١θ١)

+ ûθ٢(L̂θ١θ١θ٢ σ̂θ١θ١ σ̂θ٢θ٢ + L̂θ٢θ٢θ٢ σ̂θ٢,θ٢ σ̂θ٢θ٢

+ L̂θ٣θ٣θ٢ σ̂θ٣θ٣ σ̂θ٢θ٢) + ûθ٣(L̂θ١θ١θ٣ σ̂θ١θ١ σ̂θ٣θ٣

+ L̂θ٢θ٢θ٣ σ̂θ٢,θ٢ σ̂θ٣θ٣ + L̂θ٣θ٣θ٣ σ̂θ٣,θ٣ σ̂θ٣θ٣)

]

مونت کارلو مارکوف زنجیره روش

همیشه پسین توزیع محاسبه شد، مشاهده بیزی استنباط در که همان گونه

خاطر به بیزی آماره کسر مخرج موارد از بسیاری در و نیست ساده

اگر حتی نیست؛ قابل محاسبه تحلیلی روش با محاسباتی پیچیدگی

میانگین مانند پسین مقادیر از بسیاری باشد قابل محاسبه پسین توزیع

ریاضی امیدهای محاسبه به طورکلی شود. محاسبه نمی تواند واریانس و

محاسبه یا و پسین توزیع محاسبه قبیل از متنوعی مشکلات با پسین

است روبرو متناظر انتگرال

E(g(Θ)|y) =
∫

g(Θ) π(Θ|y)dΘ

میان در دارند. وجود مارکوف زنجیره تولید برای متعددی الگوریتم های

– متروپلیس نمونه گیری الگوریتم و گیبس الگوریتم الگوریتم ها این

قابل قبول اند. بیزی استنباط در بیشتر هستینگس

گیبس نمونه گیری الگوریتم

دیگر اینکه به شرط پارامترها پسین گوناگون توزیع های گیبس الگوریتم

بکار باشند، پسین توزیع گرفتن نمونه برای مورداستفاده پارامترها
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است: زیر به صورت مرحله سه در الگوریتم این می گیرد.

بگیرید. نظر در را Θ(٠) = (Θ
(٠)
١ ,Θ

(٠)
٢ , · · · ,Θ(٠)

m ) اولیه مقدار .١

Θ١,Θ٢, · · · ,Θm (t)ام، مرحله اساس بر t)ام + ١) مرحله در .٢

می شود: محاسبه زیر اساس بر

θ
(t+١)
١ ∼ P (θ١|θ(t)٢ , · · · , θ(t)m ;x)

θ
(t+١)
٢ ∼ P (θ٢|θ(t)١ , θ

(t)
٣ , · · · , θ(t)m ;x)

.

.

.

θ(t+١)
m ∼ P (θm|θ(t)١ , θ

(t)
٢ , · · · , θ(t)m−١;x)

دهید. ادامه مانایی توزیع به رسیدن تا را دوم مرحله .٣

متروپلیس-هستینگس الگوریتم

باشند نداشته مشخصی شکل پسین، شرطی توزیع های هنگامی که

می گیرد. قرار مورداستفاده نمونه برای متروپلیس-هیستینگز الگوریتم

به وسیله مشاهدات و است پذیرش و رد ساختار دارای الگوریتم این

یک اساس بر پسین توزیع ممکن نمونه های به عنوان پیشنهادی توزیع

می پذیرد؛ معینی احتمال با را آن ها و می کند ارزیابی احتمالی قاعده

که است پیشنهادی توزیع به نیاز الگوریتم این از استفاده برای بنابراین

یکی می گذارد. تأثیر الگوریتم همگرایی سرعت و دقت بر آن انتخاب

پسین توزیع برای آن که است این الگوریتم این مطلوب ویژگی های از

است: زیر شرح به الگوریتم این مراحل است. متناسب

بگیرید. نظر در را Θ(٠) = (Θ
(٠)
١ ,Θ

(٠)
٢ , · · · ,Θ(٠)

m ) اولیه مقدار

اساس بر Θ١,Θ٢, · · · ,Θm (t)ام، مرحله اساس بر (١+t)ام مرحله در

می شود: محاسبه زیر

q(θ∗١ , · · · , θ∗m|θ(t)١ , · · · , θ(t)m ) طراحی شده توزیع از استفاده با الف)

کنید. تولید را (θ∗١ , · · · , θ∗m) مقادیر

کنید. محاسبه زیر رابطه اساس بر را هستینگس نسبت ب)

H=
L(θ∗١ ,··· ,θ∗m|x)P (θ∗١ ,··· ,θ∗m)q(θ

(t)
١ ,··· ,θ(t)m |θ∗١ ,··· ,θ∗m)

L(θ
(t)
١ ,··· ,θ(t)m |x)P (θ

(t)
١ ,··· ,θ(t)m )q(θ∗١ ,··· ,θ∗m|θ(t)١ ,··· ,θ(t)m )

توزیع از نمونه یک سپس کنید، محاسبه را ũ = min(H, ١) مقدار

به طوری که: کنید، تولید U نام به همگن (θ
(t+١)
١ , · · · , θ(t+١)

m ) = (θ∗١ , · · · , θ∗m) if ũ ≤ U

(θ
(t+١)
١ , · · · , θ(t+١)

m ) = (θ
(t)
١ , · · · , θ(t)m ) if ũ ≥ U

خود مانای توزیع به مارکوف زنجیره تا کنید تکرار را دوم مرحله ج)

برسد.

P (·) است، احتمال تابع L(·|x) بالا رابطه در که باشید داشته توجه

است. پیشنهادی توزیع q(θ(t)١ , · · · , θ(t)m |θ∗١ , · · · , θ∗m) و پسین توزیع

نمونه تولید برای متروپلیس-هستینگس الگوریتم پیاده سازی به منظور

توزیع و گاما توزیع بین ارتباط به توجه با شرطی تمام توزیع های از

نظر در نمایی را الگوریتم ها از هریک پیشنهادی توزیع می توان نمایی،

توزیع پارامترهای الگوریتم، این گام های به توجه با بنابراین گرفت؛

(t)ام مرحله ی در پذیرفته شده نمونه به +t)ام ١) مرحله ی در پیشنهادی

از δ∗ نمونه ابتدا t)ام، + ١) مرحله ی در به عنوان مثال دارد. بستگی

امید مرحله این در بنابراین می گردد؛ استخراج exp(δ(t)) نمایی توزیع
١

(δ(t))٢ و ١
δ(t)

با برابر ترتیب به پیشنهادی توزیع واریانس و ریاضی

بود. خواهد

آن ها از تا M و شود تکرار بار N زنجیره این اگر اساس این بر

داشت: خواهیم شود، گرفته نظر در شده سوخته متغیرهای به عنوان

E(g(Θ)|y) =
∫

g(Θ) π(Θ|y)dΘ =
١

N −M

N∑
i=M+١

g(Θi)

زیان تابع های

شده آورده زیر در که کرده ایم بررسی را زیان تابع پنج ما مقاله این در

است:

خطا مربع زیان تابع الف)

Ls = k(θ̂ − θ)٢

از: است عبارت آن بیز برآورد و

θ̂s = E(θ|x) =
∫

θπ(θ|x)dθ

آنتروپی زیان تابع ب)

LE =
θ̂

θ
− ln

θ̂

θ
− ١

از: است عبارت آن بیز برآورد و

θ̂E =
١

E( ١
θ
|x)

لاینکس زیان تابع ج)

LL = e(θ̂−θ) − (θ̂ − θ)− ١

از: است عبارت آن بیز برآورد و

θ̂L = −lnE(e−θ|x)
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اصلاح شده لاینکس زیان تابع د)

LmL = e(
θ̂
θ
−١) − (

θ̂

θ
− ١)− ١

از: است عبارت آن بیز برآورد و

E(
١
θ
e

θ̂mL
θ |x) = expE(

١
θ
|x)

لگاریتمی خطای مربع زیان تابع هـ)

Lsl = (lnθ̂ − lnθ)٢

از: است عبارت آن بیز برآورد و

θ̂sl = eE(lnθ|x)

خاص توزیع دو

ریلی اولکین مارشال توزیع خانواده ٢

تابع می شود، ختم ریلی توزیع به که h(x; ξ) = ٢x و H(x; ξ) = x٢

به صورت آن توزیع

F (x; δ, α) =
١ − exp[−αx٢]

١ − δ̄exp[−αx٢]
(١۶)

جدید توزیع این بقا تابع (١۶) معادله از استفاده با δ > ٠ و α > ٠ که

است: زیر به صورت

F̄ (x; δ, α) =
δexp[−αx٢]

١ − δ̄exp[−αx٢]
(١٧)

است (١٨) معادله به صورت مخاطره نرخ تابع

τ(x; δ, α) =
٢αx

١ − δ̄exp[−αx٢]
(١٨)

می باشد زیر شرح به آن احتمال چگالی تابع همچنین

f(x; δ, α) =
٢δαxexp[−αx٢]

{١ − δ̄exp[−αx٢]}٢
(١٩)

گشتاوری برآورد ٢. ١

دست به زیر به صورت ریلی اولکین مارشال توزیع برای گشتاور امین k

می آید:

Tk(z) =

∞∑
j=٠

wjT
(j)
k (t) =

∞∑
j=٠

wj

∫ z

−∞
xk g(x; (j + ١)α, ξ) dx

=

∞∑
j=٠

wj

∫ z

−∞
xk ٢αx(j + ١)exp(−αx٢(j + ١))dx

می دانیم

wj =

 ηj ٠ < δ < ٠

νj δ > ١

می آید: دست به زیر به صورت توزیع گشتاور اولین بنابراین

=



∑∞
j=٠ δδ̄

j
∫∞

٠ x٢αx(j + ١)exp(−αx٢(j + ١))dx ٠ < δ < ٠∑∞
j=٠

(−١)j

δ(j+١)!

∑∞
k=j(k + ١)!(١ − ١/δ)k δ > ١

×
∫∞

٠ x٢٢α(j + ١)exp(−αx٢(j + ١))dx

=



∑∞
j=٠ δδ̄

j
√

π

٢
√

α(j+١)
٠ < δ < ٠∑∞

j=٠
(−١)j

δ
(١ − ١/δ)j

√
π

٢
√

α(j+١)
δ > ١

ازای به ریلی اولکین مارشال توزیع اول گشتاورهای عددی مقادیر و

است. شده آورده دست به ٣ و ٢ جداول در مختلف δهای

به ریلی اولکین مارشال توزیع اول گشتاور مقادیر جدول .٢ جدول

٠ < δ < ٠ ازای
δ

α ٠٫٠۵ ٠٫١ ٠٫٣ ٠٫۵ ٠٫٨ ٠٫٩٨

٠٫١ ١٫١٠۴٩٠۵ ٠٫٨٠٠۴۶١ ٠٫۴٧۵٨٧٨١ ٠٫٣٧٧۵۶٧٣ ٠٫٣٠٧٧۵٩٢ ٠٫٢٨٢۶٠٧۵

٠٫٩ ٣٫٣١۴٧١۴ ٢٫۴٠١٣٨۴ ١٫۴٢٧۶٣۴ ١٫١٣٢٧٠٢ ٠٫٩٢٣٢٧٧۶ ٠٫٨۴٧٨٢٢۴

٢ ۴٫٩۴١٢٨۴ ٣٫۵٧٩٧٧٢ ٢٫١٢٨١٩١ ١٫۶٨٨۵٣٢ ١٫٣٧۶٣۴١ ١٫٢۶٣٨۵٩

۵ ۴٫٩۴١٢٨۴ ۵٫۶۶٠١١۶ ٣٫٣۶۴٩۶۶ ٢٫۶۶٩٨٠۴ ٢٫۶۶٩٨٠۴ ١٫٩٩٨٣٣٧

٢٠ ١۵٫۶٢۵٧١ ١١٫٣٢٠٢٣ ۶٫٧٢٩٩٣٢ ۵٫٣٣٩۶٠٨ ۴٫٣۵٢٣٧٢ ٣٫٩٩۶۶٧٣

٢٠٠ ۴٩٫۴١٢٨۴ ٣۵٫٧٩٧٧٢ ٢١٫٢٨١٩١ ١۶٫٨٨۵٣٢ ١٣٫٧۶٣۴١ ١٢٫۶٣٨۵٩

به ریلی اولکین مارشال توزیع اول گشتاور مقادیر جدول .٣ جدول

δ > ٠ ازای
δ

α ١٫۵ ٢ ۴ ٧ ٨ ١٠

٠٫٠٠۵ ۶٫٨٠٢٧٠٣ ۴٫۶٨۴٢٩ ٢٫٠٩٢١١٣ ١٫١۴۴٢٠ ٠٫٩٩۴١٢ ٠٫٧٨٧۵٣

٠٫٣ ٠٫٨٧٨٢٢ ٠٫۶٠۴٧٣ ٠٫٢٧٠٠٩ ٠٫١۴٧٧١ ٠٫١٢٨٣۴ ٠٫١٠١۶٧

٠٫٩ ٠٫۵٠٧٠۴٣۶ ٠٫٣۴٩١۴۶٣ ٠٫١۵۵٩٣۶٩ ٠٫٠٨۵٢٨۴ ٠٫٠۵٨۶٩٩ ٠٫٠۵٨۶٩٩

٢ ٠٫٣۴٠١٣ ٠٫٢٣۴٢١ ٠٫١٠۴۶ ٠٫٠۵٧٢١ ٠٫٠۴٩٧ ٠٫٠٣٩٣٧

١٠٠ ٠٫٠۴٨١ ٠٫٠٣٣١٢ ٠٫٠١۴٧٩٣ ٠٫٠٠٨٠٩ ٠٫٠٠٧٠٢٩ ٠٫٠٠۵۵۶٨
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اطمینان فاصله ٢. ٢

باشد. X تصادفی متغیر از تایی n نمونه یک x١, x٢, . . . , xn کنید فرض

به صورت θ = (δ, α)⊤ پارامتری بردار برای نمایی درست لگاریتم تابع

است: زیر

ℓ(θ) = nlog(٢δα) +
n∑

i=١

logx − α
n∑

i=١

x
٢ − ٢

n∑
i=١

log{١ − δ̄exp(−αx
٢
)}

U(θ) = بردار مؤلفه های بالا، درستنمایی لگاریتم تابع از استفاده با

می شوند: حاصل زیر به صورت (Uδ, Uα)
⊤

Uδ(θ) =
∂ℓ(θ)

∂δ
=

n

δ
− ٢

n∑
i=١

exp(−αx٢)

١ − δ̄exp(−αx٢)

Uα(θ) =
∂ℓ(θ)

∂α
=

n

α
−

n∑
i=١

x٢ − ٢δ̄
n∑

i=١

x٢ exp(−αx٢)

١ − δ̄exp(−αx٢)

ساده ای کار صریح راه حل یک نداشتن دلیل به بالا معادلات کردن حل

به بسته به صورت را درستنمایی بیشینه برآورد نمی تواند چون نیست،

معادلات حل از استفاده با عددی به صورت باید آن محاسبه آورد، دست

با ما ازاین رو شود. انجام دارد بستگی اولیه نقاط به که تکرارشونده

به را برآوردها تصادفی، داده های و R برنامه نویسی زبان از استفاده

می آوریم. دست

پارامترها درستنمایی بیشینه برآورد عددی مقادیر .۴ جدول
−loglik MLE پارامترها

٧٠٫٢٩٣٣۶ ۴٫۵٩٠۶٨٩ δ̂

٧٠٫٢٩٣٣۶ ٢٫٨٨٧٠۵٩ α̂

به راحتی که دوم جزئی مشتقات دارای افرازشده اطلاعات ماتریس

افراز اطلاعات ماتریس نهایت، در و آورد؛ دست به را آن ها می توان

از است عبارت شده

J(θ) = −

Uδδ Uδα

Uαδ Uαα


↓(δ=δ̂,α=α̂)

هستند. زیر به صورت آن اعضای که

Uδδ(θ) = −nδ−٢

Uδα(θ) = ٢
n∑

i=١

x٢exp(−αx٢)

{١ − δ̄exp(−αx٢)}٢

Uαα(θ) = − n

α٢ + ٢δ̄
n∑

i=١

x۴ exp(−αx٢)

{١ − δ̄exp(−αx٢)}٢

بیشینه برآورد برای [V̂ ] کوواریانس واریانس مجانبی ماتریس بنابراین،

دست به J(θ) شده افراز اطلاعات ماتریس کردن معکوس با درستنمایی

می آید.

[V̂ ] = J−١(θ) = −

 v̂ar(δ) cov(δ, α)

cov(α, δ) v̂ar(α)


↓(δ,α)

نشان می توان باشد، برقرار استاندارد منظم شرایط هنگامی که

چندمتغیره نرمال توزیع به √
n([α̂, δ̂]⊤ − [α, δ]⊤) که داد

ماتریس ریاضی امید K([α, δ]) و می کند ,K([α,٠)N٢میل δ])−١)

است.[١] برقرار زیر حدی عبارت آن برای که است اطلاعات

limn→∞Jn([α, δ]) = K([α, δ])

است. قابل دسترس توزیع برای اطمینان ناحیه های مطلب این اساس بر

به صورت δ و α پارامترهای برای ١)١٠٠ − η)٪ اطمینان فاصله )سپس
α± Z η

٢

√
v̂ar(α)

)
,

(
δ ± Z η

٢

√
v̂ar(δ)

)
است. استاندارد نرمال Z η

٢
که می شود، داده

برای پارامتری اطمینان فاصله برآورد عددی مقادیر .۵ جدول

ریلی اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع از تولیدشده تصادفی داده های

به دست آمده مقادیر

Uδδ −۴٫٧۴۵٠٨٨

Uαδ ۵٫٢٣٨٠١١

v̂ar(δ) ٠٫٢۶۶۶٢

v̂ar(α) ٠٫٠۴۵٨۵

cov(δ, α) ٠٫٠۵٠۶١

پارامترها اطمینان فاصله

δ (٣٫۵٧٨, ۵٫۴٠٢٠)

α (٢٫۴۶٧۶, ٣٫٣٠۶۴)

است یک از متفاوت آماری نظر از δ پارامتر اینکه بررسی برای

ما H١ : δ ̸= ١ مقابل در H٠ : δ = ١ آزمون برای به عبارت دیگر

بیشینه برآورد δ̂ که می کنیم؛ استفاده LR = ٢{l(δ̂) − l(δ̃)} آماره از

H٠ تحت درستنمایی بیشینه برآورد δ̃ و است H١ تحت δ درستنمایی

است. آزادی درجه یک با χ٢ توزیع حدی، H٠توزیع فرض تحت است.

درجه یک χ٢ توزیع ١٠٠(١−α)٪ چندک از LR آزمون آماره مقدار اگر

می کنیم. رد را H٠ فرض شود، بزرگ تر آزادی

است یک از متفاوت آماری نظر از α پارامتر اینکه بررسی برای

ما H١ : α ̸= ٠ مقابل در H٠ : α = ٠ آزمون برای به عبارت دیگر

بیشینه برآورد α̂ که می کنیم؛ استفاده LR = ٢{l(α̂)− l(α̃)} آماره از

مقید درستنمایی بیشینه برآورد α̃ و است H١ تحت α نامقید درستنمایی
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اگر است. نرمال توزیع حدی، H٠توزیع فرض تحت است. H٠ تحت

بزرگ تر نرمال توزیع ١)١٠٠ − α)٪ چندک از LR آزمون آماره مقدار

می کنیم. رد را H٠ فرض شود،

تعمیم یافته توزیع برای بیزی استنباط ٢. ٣
ریلی اولکین مارشال

مربع زیان توابع تحت را مجهول پارامترهای از بیز برآورد بخش، این در

لگاریتمی خطی مربع آنتروپی، زیان تابع لاینکس، زیان تابع خطا،

که است این بر فرض می کنیم. دریافت را اصلاح شده لاینکس و

پیروی گاما پیشین توزیع های از و هستند مستقل α و δ پارامترهای

می کنند.

π١(δ) ∝ δb١−١e−b٢δ

π٢(α) ∝ αb١−٣e−b۴α

فرض منفی غیر و معلوم b۴ و b٣ ،b٢ ،b١ ابرپارامترهای تمام اینجا در

برابر δ و α برای پیشین توأم توزیع است. شده

π(δ, δ) ∝ δb١−١e−b٢δαb١−٣e−b۴α

است به دست آمده زیر به صورت پسین توأم تابع بنابراین

π(δ, α|x) ∝ δn+b١−١αn+b١−٣ ∏n
i=١ xie

−b٢δe−α{
∑n

i=٢ x٢+b۴}

×
∏n

i=١}١ − δ̂exp(−αx٢)}−٢ (٢٠)

دست به زیرا است غیرممکن بالا عبارت تحلیلی محاسبه که است واضح

دشوار بسیار پارامتر هر برای پسین توزیع های برای بسته فرم های آوردن

روش دارد. وجود انتگرال ها این حل برای مختلفی روش های است.

لیندلی تقریب روش کردیم استفاده انتگرال این تقریب برای که اولی

داریم گفتیم ۵ .١ بخش در که همان طور است.

I(x) = E
(
u(δ, α)|X = x

)
=

∫
δ

∫
α
u(δ, α)eL(x|δ,α)+ρ(δ,α)dθdα∫

δ

∫
α
eL(x|δ,α)+ρ(δ,α)dθdα

ترتیب به ρ(δ, α) و L(δ, α) و است α و θ از تابعی u(δ, α) که

است؛ α و δ توأم پیشین توزیع لگاریتم و درستنمایی لگاریتم تابع

با: است برابر معادله این کاهش یافته که

I(x) = u(δ̂, α̂) +
١
٢

[
(ûδδ + ٢ûδρ̂δ)σ̂δδ + (ûαα + ٢ûαρ̂α)σ̂αα)

]
+

١
٢

[
ûδ(L̂δδδσ̂δδσ̂δδ + L̂ααδσ̂δδσ̂αα)

+ ûα(L̂δδασ̂δδσ̂αα + L̂ααασ̂αασ̂αα)

]

: درحالی که

uij =
∂٢u(δ, α)

∂δi∂αj
, Lij =

∂i+ju(δ, α)

∂δi∂αj
i, j = ٠, ١, ٢, ٣, i+j = ٣

ρij =
∂ρ(δ, α)

∂δi∂αj
, ρ = lnπ(δ, α),

σij =

σ١١ σ١٢

σ٢١ σ٢٢

 = −

L٠٢ L١١

L١١ L٢٠


−١

L١١ = ٢
n∑

i=n

x٢exp(−αx٢)

{١ − δ̄exp(−αx٢)}٢
, L٢٠ = −nδ−٢,

L٠٢ = − n

α٢ + ٢δ̄
n∑

i=n

x۴exp(−αx٢)

{١ − δ̄exp(−αx٢)}٢
,

D =
١

L٠٢L٢٠ − L١١L١١
, σ١١ = DL٢٠, σ٢٢ = DL٠٢,

σ١٢ = DL١١, L٣٠ =
٢n
δ٣ , L١٢ = L٢١,

L٠٣ =
٢n
α٣ + δ̄

n∑
i=n

٢x۶exp(−αx٢){١ − δ̄exp(−αx٢)}
{١ − δ̄ − exp(−αx٢)}٣

,

ρ = (b١ − ١)lnδ + (b٣ − ١)lnα− b٢δ − b۴α,

p١ =
∂ρ

∂δ
=

b١ − ١
δ

− b٢, ρ٢ =
∂ρ

∂α
=

b٣ − ١
α

− b۴

توابع تحت پارامترها بیزی برآورد آمد، دست به بالا در که مقادیری برای

لاینکس و لگاریتمی خطی مربع لاینکس، آنتروپی، خطا، مربع زیان

پارامتر برآورد α̂ و δ̂ به طوری که است. آمده (۶) جدول در اصلاح شده

است. α و δ

استفاده با بیزی اطمینان بازه تشکیل برای پارامترها بیزی برآورد

است. ذکرشده شبیه سازی مطالعات در و محاسبه R نرم افزار از

مونت کارلو مارکوف زنجیره روش ۴ .٢

خطا مربع زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂S(δ, α) = E[u(δ, α)|x] =
∫
δ

∫
α

u(δ, α)π∗(δ, α|x)dαdδ

آنتروپی زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂G(δ, α) =
[
E[u(δ, α)−a|x]

]− ١
a

=

(∫
δ

∫
α

[u(δ, α)]−aπ∗(δ, α|x)dαdδ
)− ١

a

لاینکس زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂L(δ, α) = −١
a
ln
[
E[e−au(δ,α)|x]

]
= −١

a
ln

(∫
δ

∫
α

e−au(δ,α)π∗(δ, α|x)dαdδ
)
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اصلاح شده لاینکس زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂mL(δ, α) = exp
[
E[u(δ, α)−a|x]

]
= exp

(∫
δ

∫
α

[u(δ, α)]−aπ∗(δ, α|x)dαdδ
)

خطا مربع لگاریتم زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂SL(δ, α) = exp
[
E[ln(u(δ, α))−a|x]

]
= exp

(∫
δ

∫
α

[ln(u(δ, α))]−aπ∗(δ, α|x)dαdδ
)

لیندلی روش به مختلف زیان های تابع تحت بیز برآوردهای .۶ جدول

بیز برآورد پارامتر زیان تابع

δ̂ + ρ̂δσ̂δδ +
١
٢ [σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα)] δ

خطا مربع
α̂+ ρ̂ασ̂αα + ١

٢ [σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα)] α

δ̂[١ + ( ١
δ̂٢ − ١

δ̂
ρ̂δ)σ̂δδ − ١

٢δ̂
σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα)]

−١ δ
آنتروپی

α̂[١ + ( ١
α̂٢ − ١

α̂
ρ̂α)σ̂αα − ١

٢α̂ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα)]
−١ α

δ̂ − ln{١ + [( ١
٢ − ρ̂δ)σδδ − ١

٢ σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα]} δ
لاینکس

α̂− ln{١ + [( ١
٢ − ρ̂α)σαα − ١

٢ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα]} α

δ̂exp

[
σ̂δδ

٢δ̂

(
− ١

δ̂
+ ٢ρ̂δ + (L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα)

)]
δ

لگاریتمی خطای مربع
α̂exp

[
σ̂αα
٢α̂

(
− ١

α̂
+ ٢ρ̂α + (L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα)

)]
α

δ̂

[
١ +

( c(c+١)
٢δ̂٢ − c

δ̂
ρ̂
)
σ̂δδ − c

٢δ̂
σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα)

]− ١
c

δ
اصلاح شده لاینکس

α̂

[
١ +

( c(c+١)
٢α̂٢ − c

α̂
ρ̂
)
σ̂αα − c

٢α̂ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα)

]− ١
c

α

بنابراین است؛ دشوار بسیار تحلیل به صورت بالا معادلات محاسبه

از نمونه هایی کردیم. استفاده را مونت کارلو مارکوف زنجیره روش

روش اصلی هدف می زنیم. تقریب را بالا معادلات و می کنیم تولید ٢٠

است. بالا انتگرال های تقریبی مقدار محاسبه مارکوف زنجیره مونت کارلو

پارامترهای پسین کامل شرطی توزیع از باید گیبس الگوریتم طبق

توزیع مدل پارامترهای پسین کامل شرطی توزیع کرد؛ استفاده مختلف

می آید: دست به زیر به صورت

π∗
١ (δ|other) ∝ δn+b١−١e−b٢δ

n∏
i=١

{١ − δ̄exp(−αx٢
i)}−٢ (٢١)

π∗
٢ (α|other)∝αn+b١−٢e

−α{
∑n

i=١ x٢
i
b۴} ∏n

i=١}١−δ̄exp(−αx٢
i)}

−٢ (٢٢)

است: زیر شرح به الگوریتم این مراحل

بگیرید. نظر در را Θ(٠) =
(
δ(٠), α(٠)

)
اولیه مقدار .١

می دهیم. قرار i = ١ .٢

تولید را (δ∗, α∗) مقادیر ٢٢ و ٢١ طراحی شده توزیع از استفاده با .٣

کنید.

مقادیر و i = ١, ٢, ٣, ..., N برای را ٢ مرحله در .۴

می کنیم. تکرار (δ(٢), α(١)), · · · , (δ(N), α(N))

داشت: خواهیم اساس این بر

E(u(δ, α)|y) =
∫

u(δ, α) π(δ, α|y)dδdα =
١
N

N∑
i=١

u(δj , αj)

(٧) جدول در مختلف زیان توابع اساس بر پارامترها برآورد نتیجه، در

است: خلاصه شده

زنجیره روش به مختلف زیان های تابع تحت بیز برآوردهای .٧ جدول

مونت کارلو مارکوف
برآورد

δ̂S = ١
N

∑N
i=١ δ

(i)

خطا مربع
δ̂S = ١

N

∑N
i=١ δ

(i)

δ̂E = N∑N
i=١

١
δ(i) آنتروپی

α̂E = N∑N
i=١

١
α(i)

δ̂L = −ln
{∑N

i=١ exp(−δ(i))

N

}
لاینکس

α̂L = −ln
{∑N

i=١ exp(−α(i))

N

}
δ̂mL =

(
١
N

∑N
i=١(δ

(i))−
١
c

)− ١
c

اصلاح شده لاینکس
α̂mL =

(
١
N

∑N
i=١(α

(i))−
١
c

)− ١
c

δ̂SL = exp
(

١
N

∑N
i=١ δ

(i)
)

لگاریتمی خطای مربع
α̂SL = exp

(
١
N

∑N
i=١ α

(i)
)
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پارتو اولکین مارشال توزیع ٣

می شود، ختم پارتو توزیع به که h(x; ξ) = ١/x و H(x; ξ) = log(x/k)

به صورت آن توزیع تابع

F (x; δ, α, k) =
١ − exp[−αlog(x

k
)]

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

(٢٣)

این بقا تابع (٢٣) معادله از استفاده با k > ٠ و δ > ٠ ، α > ٠ که

است: زیر به صورت جدید توزیع

F̄ (x; δ, α, k) =
δexp[−αlog(x

k
)]

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

(٢۴)

است (٢۵) معادله به صورت مخاطره نرخ تابع

τ(x; δ, α, k) =
α/x

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

(٢۵)

می باشد زیر شرح به آن احتمال چگالی تابع همچنین

f(x; δ, α, k) =
δα/xexp[−αlog(x

k
)]

{١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]}٢

(٢۶)

گشتاوری برآورد ٣. ١

دست به زیر به صورت پارتو اولکین مارشال توزیع برای گشتاور امین k

می آید:

Tk(z) =

∞∑
j=٠

wjT
(j)
k (t) =

∞∑
j=٠

wj

∫ z

−∞
xk g(x; (j + ١)α, ξ) dx

=

∞∑
j=٠

wj

∫ z

−∞
xk α/x(j + ١)exp

(
− α(j + ١)log(x

k
)
)
dx

می دانیم

wj =

 ηj ٠ < δ < ٠

νj δ > ١

می آید: دست به زیر به صورت توزیع گشتاور اولین بنابراین

=



∑∞
j=٠ δδ̄

j
∫∞

٠ α(j + ١)exp(−α(j + ١)log(x
k
))dx ٠ < δ < ٠∑∞

j=٠
(−١)j

δ(j+١)!

∑∞
k=j(k + ١)!(١ − ١/δ)k δ > ١

×
∫ z

٠ α(j + ١)exp(−α(j + ١)log(x
k
))dx

=


∑∞

j=٠ δδ̄
jα(j + ١) z(

z
k
)−α(j+١)

١−α(j+١) ٠ < δ < ٠∑∞
j=٠

(−١)j

δ
(١ − ١/δ)jα(j + ١)−z( z

k
)−α(j+١)

١−α(j+١) δ > ١

ازای به پارتو اولکین مارشال توزیع اول گشتاورهای عددی مقادیر و

است. شده آورده دست به (٩) و (٨) جداول در مختلف δهای

به پارتو اولکین مارشال توزیع اول گشتاور مقادیر جدول .٨ جدول

٠ < δ < ٠ ازای
δ

α ٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵ ٠٫٨

٠٫٣٣ ۶٫٩٣٨ ١١٫٩٣١ ١۴٫٢١۶ ١۴٫٢٩٣ ١٢٫٧١٢ ٣٫٨۴٢

٠٫۴٧ ٠٫٢١٢ ١٫۴۴٣ ٢٫۴٧٠ ٣٫٢٣٣ ٣٫۶٩۶ ٣٫٠٨٩

٠٫٩۵ ٠٫٧۵٠ ٢٫۶۴٨ ۴٫۶٠۴ ۶٫۵٩٧ ٨٫۶١٨ ١۴٫٨٠٢

٠٫٩٩ ٨٫٧۶۶ ١٨٫۶٧٢ ٢٨٫۶٣٢ ٣٨٫۶٢۶ ۴٨٫۶۴۶ ٧٨٫٨١

٠٫٩٩٩ ٩٨٫٧۶ ١٩٨٫۶٧ ٢٩٨٫۶٣ ٣٩٨٫۶٣ ۴٩٨٫۶۵ ٧٩٨٫٨٢

پارامترها درستنمایی بیشینه برآورد عددی مقادیر .١٠ جدول
−loglik MLE پارامترها

٢٠۴٫٠٢٨ ٠٫٩۴٠٨ δ̂

٢٠۴٫٠٢٨ ۴٫۶٧۵١ α̂

٢٠۴٫٠٢٨ ٣٫۶٧٧۴ k̂

به پارتو اولکین مارشال توزیع اول گشتاور مقادیر جدول .٩ جدول

δ > ٠ ازای
δ

α ١٫۵ ٢ ۴ ٧ ٨ ١٠

٠٫٣ ٠٫٧۴٧ ١٫٢۴٠ ١٫۵۶٩ ١٫٢١٧ ١٫١١٧ ٠٫٩۵٣

٠٫۶ ٢٫١٩٩ ٢٫٠۴٣ ١٫٢٩٣ ٠٫٨٠٢ ٠٫٧١٠ ٠٫۵٧٨

٠٫٨ ٣٫١۵٩ ٢٫۵١۴ ١٫٣۵٠ ٠٫٧٩١ ٠٫۶٩۵ ٠٫۵۵٩

٠٫٩ ۶٫۴٠٨ ۴٫٩٢٣ ٢٫۵٣۵ ١٫۴۶۴ ١٫٢٨٣ ١٫٠٢٩

٠٫٩٩ ۶۶٫٣۶ ۴٩٫٨٧ ٢۵٫٠٠ ١۴٫٢٩ ١٢٫۵١ ١٠٫٠١

اطمینان فاصله ٣. ٢

باشد. X تصادفی متغیر از تایی n نمونه یک x١, x٢, . . . , xn کنید فرض

θ = (δ, α, k)⊤ پارامتری بردار برای نمایی درست لگاریتم تابع

است: زیر به صورت

ℓ(θ) = nlog(δα) +

n∑
i=١

log
١
x
− α

n∑
i=١

log(
x

k
)

− ٢
n∑

i=١

log{١ − δ̄exp[−αlog
x

k
]}
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U(θ) = بردار مؤلفه های بالا، درستنمایی لگاریتم تابع از استفاده با

می شوند: حاصل زیر به صورت (Uδ, Uα, U
⊤
k )⊤

Uδ(θ) =
∂ℓ(θ)

∂δ
=

n

δ
− ٢

n∑
i=١

exp(−αlog x
k
)

١ − δ̄exp(−αlog x
k
)

Uα(θ) =
∂ℓ(θ)

∂α
=

n

α
−

n∑
i=١

log
x

k
− ٢δ̄

n∑
i=١

log x
k
exp(−αlog x

k
)

١ − δ̄exp(−αlog x
k
)

Uk(θ) =
∂ℓ(θ)

∂k
= α

n∑
i=١

١
k
+ ٢δ̄α

n∑
i=١

١
k

lexp(−αlog x
k
)

١ − δ̄exp(−αlog x
k
)

ساده ای کار صریح راه حل یک نداشتن دلیل به بالا معادلات کردن حل

به بسته به صورت را درستنمایی بیشینه برآورد نمی تواند چون نیست،

معادلات حل از استفاده با عددی به صورت باید آن محاسبه آورد، دست

ما ازاین رو شود. انجام دارد بستگی اولیه نقاط به که تکرارشونده

از تولیدشده تصادفی داده های و R برنامه نویسی زبان از استفاده با

می آوریم. دست به را برآوردها پارتو، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع

به راحتی که دوم جزئی مشتقات دارای افرازشده اطلاعات ماتریس

افراز اطلاعات ماتریس نهایت، در و آورد؛ دست به را آن ها می توان

از است عبارت شده

J(θ) = −



Uδδ Uδα | U⊤
δk

Uαδ Uαα | U⊤
αk

−− −− −− −−

Ukδ Ukα | U⊤
kk


(↓δ=δ̂,α=α̂,k=k̂)

هستند. زیر به صورت آن اعضای که

Uδδ(θ) = −nδ−٢

Uδα(θ) = ٢
n∑

i=١

log(x
k
)exp[−αlog(x

k
)]

{١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]}٢

Uδk(θ) = −٢α
n∑

i=١

١
k

exp[−αlog(x
k
)]

{١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]}٢

Uαα(θ) = − n

α٢ + ٢δ̄
n∑

i=١

[log(x
k
)]٢ exp[−αlog(x

k
)]

{١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]}٢

Uαk(θ) = ٢δ̄
n∑

i=١

١
k

exp[−αlog(x
k
)]

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

×
[

١ −
n∑

i=١

αlog(x
k
)

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

]
−

n∑
i=١

١
k

Ukk(θ) =

n∑
i=١

١
x
+ α

n∑
i=١

١
k٢ − ٢δ̄α

n∑
i=١

exp[−αlog(x
k
)]

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)][ ١

k٢ − ١
k

exp[−αlog(x
k
)]

١ − δ̄exp[−αlog(x
k
)]

]
بیشینه برآورد برای [V̂ ] کوواریانس واریانس مجانبی ماتریس بنابراین،

دست به J(θ) شده افراز اطلاعات ماتریس کردن معکوس با درستنمایی

می آید.

[V̂ ] = J−١(θ) = −


v̂ar(δ) cov(δ, α) cov(δ, k)

cov(α, δ) v̂ar(α) cov(α, k)

cov(k, δ) cov(k, α) v̂ar(k)


↓(δ̂,α̂,k̂)

نشان می توان باشد، برقرار استاندارد منظم شرایط هنگامی که

چندمتغیره نرمال توزیع به √
n([δ̂, α̂, k̂]⊤ − [δ, α, k]⊤) که داد

ریاضی امید K([δ, α, k]) و می کند ,K([α,٠)N٢میل δ, k])−١)

است.[١] برقرار زیر حدی عبارت آن برای که است اطلاعات ماتریس

limn→∞Jn([δ], α, k) = K([δ, α, k])

است. قابل دسترس توزیع برای اطمینان ناحیه های مطلب این اساس بر

به صورت δ و α پارامترهای برای ١)١٠٠ − η)٪ اطمینان فاصله )سپس
δ̂±Z η

٢

√
v̂ar(δ)

)
,

(
α̂±Z η

٢

√
v̂ar(α)

)
,

(
k̂±Z η

٢

√
v̂ar(k)

)
است. استاندارد نرمال Z η

٢
که می شود، داده

برای پارامتری اطمینان فاصله برآورد عددی مقادیر .١١ جدول

پارتو اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع از تولیدشده تصادفی داده های

به دست آمده مقادیر اطمینان فاصله پارامترها

−١١٢٫٩۶٣٢ Uδδ

(٠٫٨٢١, ١٫٠۵٩) δ

−١٫٧٨٩ Uαδ

−٣٣٫۶٨٨ U⊤
δk

٠٫٠٠٣٧ v̂ar(δ)

٠٫٠٠٠٠۵٢ cov(δ, α)

−٠٫٠٠٠٢٠٨ cov(δ, k)

−٧٫٠۶٨ Uαα

(۴٫۵۶۴, ۴٫٧٨۵٩) α
٢٧٩۵٫٠٢۵ U⊤

αk

٠٫٠٠٣٢ v̂ar(α)

٠٫٠٠١٢ cov(α, k)

١٠٩٫۶٣ Ukk

(٣٫۶۶۶, ٣٫۶٨٨) k
٠٫٠٠٠٠٣١ v̂ar(k)

٠٫٠٠٠٧٨ cov(k, δ)

−٠٫٠٠٠٣۴ cov(kk)

است یک از متفاوت آماری نظر از δ پارامتر اینکه بررسی برای .١

H١ : δ ̸= ١ مقابل در H٠ : δ = ١ آزمون برای به عبارت دیگر

δ̂ که می کنیم؛ استفاده LR = ٢{l(δ̂) − l(δ̃)} آماره از ما

بیشینه برآورد δ̃ و است H١ تحت δ درستنمایی بیشینه برآورد



همکاران۴۶ و پور فارسی سنجری ناهید اولکین مارشال وایبول توزیع های خانواده برای بیزی استنباط

توزیع حدی، H٠توزیع فرض تحت است. H٠ تحت درستنمایی

از LR آزمون آماره مقدار اگر است. آزادی درجه یک با χ٢

شود، بزرگ تر آزادی درجه یک χ٢ توزیع ١)١٠٠ − α)٪ چندک

می کنیم. رد را H٠ فرض

است یک از متفاوت آماری نظر از α پارامتر اینکه بررسی برای .٢

H١ : α ̸= ٠ مقابل در H٠ : α = ٠ آزمون برای به عبارت دیگر

α̂ که می کنیم؛ استفاده LR = ٢{l(α̂) − l(α̃)} آماره از ما

برآورد α̃ و است H١ تحت α نامقید درستنمایی بیشینه برآورد

H٠توزیع فرض تحت است. H٠ تحت مقید درستنمایی بیشینه

چندک از LR آزمون آماره مقدار اگر است. نرمال توزیع حدی،

می کنیم. رد را H٠ فرض شود، بزرگ تر نرمال توزیع ١٠٠(١−α)٪

است یک از متفاوت آماری نظر از k پارامتر اینکه بررسی برای .٣

H١ : k ̸= ١ مقابل در H٠ : k = ١ آزمون برای به عبارت دیگر

k̂ که می کنیم؛ استفاده LR = ٢{l(k̂) − l(k̃)} آماره از ما

بیشینه برآورد k̃ و است H١ تحت k درستنمایی بیشینه برآورد

توزیع حدی، H٠توزیع فرض تحت است. H٠ تحت درستنمایی

از LR آزمون آماره مقدار اگر است. آزادی درجه یک با χ٢

شود، بزرگ تر آزادی درجه یک χ٢ توزیع ١)١٠٠ − α)٪ چندک

می کنیم. رد را H٠ فرض

تعمیم یافته توزیع برای بیزی استنباط ٣. ٣
پارتو اولکین مارشال

مربع زیان توابع تحت را مجهول پارامترهای از بیز برآورد بخش، این در

لگاریتمی خطی مربع آنتروپی، زیان تابع لاینکس، زیان تابع خطا،

که است این بر فرض می کنیم. دریافت را اصلاح شده لاینکس و

پیروی گاما پیشین توزیع های از و هستند مستقل k و α ،δ پارامترهای

می کنند.

π١(δ) ∝ δb١−١e−b٢δ

π٢(α) ∝ αb١−٣e−b۴α

π٣(k) ∝ kb۵−١e−b۶k

منفی غیر و معلوم b۶ و b۵ ،b۴ ،b٣ ،b٢ ،b١ ابرپارامترهای تمام اینجا در

برابر δ و α برای پیشین توأم توزیع است. شده فرض

π(δ, δ) ∝ δb١−١e−b٢δαb١−٣e−b۴αkb۵−١e−b۶k

است به دست آمده زیر به صورت پسین توأم تابع بنابراین

π(δ, α, k|x) ∝ δn+b١−١αn+b١−٢kb۵−١e−α{
∑n

i=٢ log(xi)+b۴}−b۶k

n∏
i=١

(
١
xi

{١ − δ̂exp(−αlog(xi/k)
)
}−٢

دست به زیرا است غیرممکن بالا عبارت تحلیلی محاسبه که است واضح

دشوار بسیار پارامتر هر برای پسین توزیع های برای بسته فرم های آوردن

روش دارد. وجود انتگرال ها این حل برای مختلفی روش های است.

لیندلی تقریب روش کردیم استفاده انتگرال این تقریب برای که اولی

داریم گفتیم ۵ .١ بخش در که همان طور است.

I(x) = E
(
u(δ, α, k)|X = x

)
=

∫
δ

∫
α

∫
k
u(δ, α, k)eL(x|δ,α,k)+ρ(δ,α,k)dθdαdk∫

δ

∫
α

∫
k
eL(x|δ,α,k)+ρ(δ,α,k)dθdαdk

به ρ(δ, α, k) و L(δ, α, k) و است k و α ،θ از تابعی u(δ, α, k) که

k و α ،δ توأم پیشین توزیع لگاریتم و درستنمایی لگاریتم تابع ترتیب

m = ٣ برای لیندلی تقریب اساس بر معادله این کاهش یافته که است؛

با: است برابر

I(x) = u(δ̂, α̂, k̂) +
١
٢

[
(ûδδ + ٢ûδρ̂δ)σ̂δδ + (ûαα + ٢ûαρ̂α)σ̂αα)

+ (ûkk + ٢ûkρ̂k)σ̂kk

]
+

١
٢

[
ûδ(L̂δδδσ̂δδσ̂δδ + L̂ααδσ̂δδσ̂αα + L̂kkδ

σ̂δδσ̂kk) + ûα(L̂δδασ̂δδσ̂αα + L̂ααασ̂αασ̂αα + L̂kkασ̂αασ̂kk)

+ ûk(L̂δδkσ̂δδσ̂kk + L̂ααkσ̂αασ̂kk + L̂kkkσ̂kkσ̂kk)

]
: درحالی که

σij=



σ١١ σ١٢ σ١٣

σ٢١ σ٢٢ σ٢٣

σ٣١ σ٣٢ σ٣٣


=−L−١

ij ,i,j=δ,α,k

L١١=−nδ−٢,L٢٢=− n
α٢ +٢δ̂

∑n
i=n

[log( x
k

)]٢exp(−αlog( x
k

))

{١−δ̄exp[−αlog( x
k

)]}٢ ,

D=L١١L٢
٢٣−L١١L٢٢L٣٣+L٢

١٣L٢٢,

σ١١=
L٢٢L٣٣−L٢

٢٣
D

, σ٢٢=
L١١L٣٣−L٢

١٣
D

, σ٣٣=
L١١L٢٢

D
,

σ١٢=σ٢١=
L١١L١٣

D
, σ١٣=σ٣١=

L١٣L٢٢
D

, σ٢٣=σ٣٢=
−L١١L٢٣

D
,

L٣٣=
∑n

i=n
١
x
+α

∑n
i=n

١
k٢ −٢δ̄α

∑n
i=n

exp(−αlog( x
k

))

١−δ̄exp(−αlog( x
k

))

×
[

١
k٢ − ١

k

αlog( x
k

)

١−δ̄−exp(−αlog( x
k

))

]
,

L٢−=١٣α
∑n

i=n
١
k

exp(−αlog( x
k

))

{١−δ̄exp[−αlog( x
k

)]}٢ ,
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L٢=٢٣δ̂
∑n

i=n
١
k

exp(−αlog( x
k

))

١−δ̄exp[−αlog( x
k

)]

[
١−

∑n
i=n

αlog( x
k

)

١−δ̄exp[−αlog( x
k

)]

]
−

∑n
i=n

١
k
, ρ=(b١−١)lnδ+(b١−٣)lnα+(b۵−١)lnk−b٢δ−b۴α−b۶k,

p١=
∂ρ
∂δ

=
b١−١

δ
−b٢, ρ٢=

∂ρ
∂α

=
b١−٣
α

−b۴,

ρ٣=
∂ρ
∂k

=
b۵−١

k
−b۶

به بالا در که مقادیری برای است. به دست آمده R برنامه با L̂ijkها باقی

آنتروپی، خطا، مربع زیان توابع تحت پارامترها بیزی برآورد آمد، دست

(١٢) جدول در اصلاح شده لاینکس و لگاریتمی خطی مربع لاینکس،

است. k و α ،δ پارامتر برآورد k̂ و α̂ ،δ̂ به طوری که است. آمده

لیندلی روش به مختلف زیان های تابع تحت بیز برآوردهای .١٢ جدول

بیز برآورد پارامتر زیان تابع

δ̂ + ρ̂δσ̂δδ +
١
٢ [σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα) + L̂kkδσ̂kk] δ

خطا +α̂مربع ρ̂ασ̂αα + ١
٢ [σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα) + L̂kkασ̂kk] α

k̂ + ρ̂kσ̂kk + ١
٢ [σ̂kk(L̂δδkσ̂δδ + L̂ααkσ̂αα) + L̂kkkσ̂kk] k

δ̂[١ + ( ١
δ̂٢ − ١

δ̂
ρ̂δ)σ̂δδ − ١

٢δ̂
σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα + L̂kkασ̂kk)]

−١ δ

١]α̂آنتروپی + ( ١
α̂٢ − ١

α̂
ρ̂α)σ̂αα − ١

٢α̂ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα + L̂kkασ̂kk)]
−١ α

k̂[١ + ( ١
k̂٢ − ١

k̂
ρ̂k)σ̂kk − ١

٢k̂
σ̂kk(L̂δδkσ̂δδ + L̂ααkσ̂ααL̂kkkσ̂kk)]

−١ k

δ̂ − ln{١ + [( ١
٢ − ρ̂δ)σδδ − ١

٢ σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα + L̂kkδσ̂kk]} δ

−α̂لاینکس ln{١ + [( ١
٢ − ρ̂α)σαα − ١

٢ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα + L̂kkασ̂kk]} α

k̂ − ln{١ + [( ١
٢ − ρ̂k)σkk − ١

٢ σ̂kk(L̂δδkσ̂δδ + L̂ααkσ̂αα + L̂kkkσ̂kk]} k

δ̂exp

[
σ̂δδ

٢δ̂

(
− ١

δ̂
+ ٢ρ̂δ + (L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂αα + L̂kkδσ̂kk)

)]
δ

لگاریتمی خطای α̂expمربع

[
σ̂αα
٢α̂

(
− ١

α̂
+ ٢ρ̂α + (L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂αα + L̂kkασ̂kk)

)]
α

k̂exp

[
σ̂kk

٢k̂

(
− ١

k̂
+ ٢ρ̂α + (L̂δδkσ̂δδ + L̂ααkσ̂αα + L̂kkkσ̂kk)

)]
k

δ̂

[
١ +

( c(c+١)
٢δ̂٢ − c

δ̂
ρ̂
)
σ̂δδ − c

٢δ̂
σ̂δδ(L̂δδδσ̂δδ + L̂ααδσ̂ααL̂kkδσ̂kk)

]− ١
c

δ

اصلاح شده لاینکس
α̂

[
١ +

( c(c+١)
٢α̂٢ − c

α̂
ρ̂
)
σ̂αα − c

٢α̂ σ̂αα(L̂δδασ̂δδ + L̂ααασ̂ααL̂kkασ̂kk)

]− ١
c

α

k̂

[
١ +

( c(c+١)
٢k̂٢ − c

k̂
ρ̂
)
σ̂kk − c

٢k̂
σ̂kk(L̂δδkσ̂δδ + L̂ααkσ̂αα + L̂kkkσ̂kk)

]− ١
c

k

استفاده با بیزی اطمینان بازه تشکیل برای پارامترها بیزی برآورد

است. ذکرشده شبیه سازی مطالعات در و محاسبه R نرم افزار از

مونت کارلو مارکوف زنجیره روش ۴ .٣

خطا مربع زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂S(δ, α, k) = E[u(δ, α, k)|x]

=

∫
δ

∫
α

∫
k

u(δ, α, k)π∗(δ, α, k|x)dk dα dδ

آنتروپی زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂G(δ, α, k) =
[
E[u(δ, α, k)−a|x]

]− ١
a

=

(∫
δ

∫
α

∫
k

[u(δ, α, k)]−aπ∗(δ, α, k|x)dk dα dδ

)− ١
a

لاینکس زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂L(δ, α, k) = −١
a
ln
[
E[e−au(δ,α,k)|x]

]
= −١

a
ln

(∫
δ

∫
α

∫
k

e−au(δ,α,k)π∗(δ, α, k|x)dk dα dδ

)
اصلاح شده لاینکس زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂mL(δ, α, k) = exp
[
E[u(δ, α, k)−a|x]

]
= exp

(∫
δ

∫
α

∫
k

[u(δ, α, k)]−aπ∗(δ, α, k|x)dk dα dδ

)
خطا مربع لگاریتم زیان تابع تحت بیز برآورد

uB̂SL(δ, α, k) = exp
[
E[ln(u(δ, α, k))−a|x]

]
= exp

(∫
δ

∫
α

∫
k

[ln(u(δ, α, k))]−aπ∗(δ, α, k|x)dk dα dδ

)
بنابراین است؛ دشوار بسیار تحلیل به صورت بالا معادلات محاسبه

تابع از نمونه هایی کردیم. استفاده را مونت کارلو مارکوف زنجیره روش
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می زنیم. تقریب را بالا معادلات و می کنیم تولید پسین توأم چگالی

تقریبی مقدار محاسبه مارکوف زنجیره مونت کارلو روش اصلی هدف

است. بالا انتگرال های

پارامترهای پسین کامل شرطی توزیع از باید گیبس الگوریتم طبق

توزیع مدل پارامترهای پسین کامل شرطی توزیع کرد؛ استفاده مختلف

می آید: دست به زیر به صورت پارتو اولکین مارشال تعمیم یافته

π∗
١ (δ|other) ∝ δn+b١−١e−b٢δ

n∏
i=١

{١ − δ̄exp(−αlog(
xi

k
))}−٢ (٢٧)

π∗
٢ (α|other) ∝ αn+b١−٣e−α{

∑n
i=١ log(

xi
k

)+b۴}

n∏
i=١

{١ − δ̄exp(−αlog(
xi

k
))}−٢ (٢٨)

π∗
٣ (k|other) ∝ kb۵−١e−α

∑n
i=١ log(

xi
k

)−b۶k

n∏
i=١

{١ − δ̄exp(−αlog(
xi

k
))}−٢ (٢٩)

است: زیر شرح به الگوریتم این مراحل

بگیرید. نظر در را Θ(٠) =
(
δ(٠), α(٠), k(٠)

)
اولیه مقدار .١

می دهیم. قرار i = ١ .٢

مقادیر (٢٩) و (٢٨) ،(٢٧) طراحی شده توزیع از استفاده با .٣

کنید. تولید را (δ∗, α∗, k∗)

مقادیر و i = ١, ٢, ٣, ..., N برای را ٢ مرحله .۴

می کنیم. تکرار (δ(١), α(١), k(١)), · · · , (δ(N), α(N), k(N))

داشت: خواهیم اساس این بر

E(u(δ, α, k)|y) =
∫

u(δ, α, k) π(δ, α, k|y)dδdαdk

=
١
N

N∑
i=١

u(δj , αj , kj)

(١٣) جدول در مختلف زیان توابع اساس بر پارامترها برآورد نتیجه، در

است: خلاصه شده

روش به مختلف زیان های تابع تحت بیز برآوردهای .١٣ جدول

مونت کارلو مارکوف زنجیره
برآورد

δ̂S = ١
N

∑N
i=١ δ

(i)

خطا δ̂Sمربع = ١
N

∑N
i=١ δ

(i)

k̂S = ١
N

∑N
i=١ k

(i)

δ̂E = N∑N
i=١

١
δ(i)

α̂Eآنتروپی = N∑N
i=١

١
α(i)

k̂E = N∑N
i=١

١
k(i)

δ̂L = −ln
{∑N

i=١ exp(−δ(i))

N

}
α̂Lلاینکس = −ln

{∑N
i=١ exp(−α(i))

N

}
k̂L = −ln

{∑N
i=١ exp(−k(i))

N

}
δ̂mL =

(
١
N

∑N
i=١(δ

(i))−
١
c

)− ١
c

اصلاح شده α̂mLلاینکس =
(

١
N

∑N
i=١(α

(i))−
١
c

)− ١
c

k̂mL =
(

١
N

∑N
i=١(k

(i))−
١
c

)− ١
c

δ̂SL = exp
(

١
N

∑N
i=١ δ

(i)
)

لگاریتمی خطای α̂SLمربع = exp
(

١
N

∑N
i=١ α

(i)
)

α̂SL = exp
(

١
N

∑N
i=١ α

(i)
)

شبیه سازی مطالعات

بیزی روش های اعمال برای شبیه سازی مطالعه یک بخش، این در

مختلف زیان توابع اساس بر لیندلی و مونت کارلو مارکوف زنجیره

ابرپارامترهای انتخاب بیزی، رویکرد در ازآنجایی که است. شده انجام

مختلف مقادیر بررسی برای بنابراین دارد، زیادی اهمیت پسین توزیع

آگاهانه نا و اطلاعاتی زمینه های پس از نهایی، نتایج روی بر ابرپارامترها

ابرپارامترها پیشین، اطلاعاتی پس زمینه های مورد در می شود. استفاده

مقدار با برابر پیشین توزیع های میانگین که می شوند تنظیم طوری

از دسته دو می توان بیشتر بررسی برای باشد. مدل پارامترهای حدسی

در و کم پسین ها واریانس اول حالت در که گرفت نظر در را ابرپارامترها

فرض آگاه ناخود حالت در اما است؛ زیاد پسین ها واریانس دوم حالت

مقدار و نبود دسترس در ابرپارامترها مورد در اطلاعاتی هیچ که بود این بر

توزیع برای شبیه سازی، مطالعه این در شد. گرفته نظر در صفر آن ها

δ = α = ٢ به صورت مدل پارامترهای ریلی اولکین مارشال تعمیم یافته

به صورت مدل پارامترهای پارتو اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای و

اطلاعاتی پیشینه های مورد در است. گرفته شده نظر در δ = α = k = ٢

ریلی اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع ابرپارامترهای کم، واریانس با
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تعمیم یافته توزیع ابرپارامترهای و b٢ = b۴ = ٢ ،b١ = b٣ = ۴ به صورت

نظر در b٢ = b۴ = b۶ = ٢ ،b١ = b٣ = b۵ = ۴ پارتو اولکین مارشال

به پیشین توزیع های واریانس و میانگین نتیجه در و است گرفته شده

زیاد، واریانس با اطلاعاتی توزیع های مورد در اما است؛ ١ و ٢ ترتیب

b٢ = b۴ = b۶ = ٠٫٢ ،b١ = b٣ = b۵ = ٠٫۴ به صورت ابرپارامترها

به ٢ قبل مانند پسین ها میانگین حالت این در می شوند، گرفته نظر در

١٠ با برابر و پیشین حالت از بزرگ تر آن ها واریانس اما می آید؛ دست

است.

از ۵٠ و ٣٠ ،n = ٢٠ اندازه های با شبیه سازی شده نمونه ١٠٠٠ ادامه، در

برآوردهای و تولید پارتو و ریلی اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع های

نهایت در و آمد دست به مختلف زیان توابع و روش دو هر اساس بر بیزی

است. گزارش شده مربوطه جداول در آن ها میانگین خطای مجذورهای

برای مونت کارلو مارکوف زنجیره روش اجرای برای که باشید داشته توجه

همگرایی به دستیابی برای و پارامترها از بیزی برآورد آوردن دست به

توزیع های به تولیدشده مارکوف زنجیره همگرایی همچنین و پارامترها

برای اولیه تکرار ١٠٠٠ و می شود تکرار بار ۴٠٠٠ زنجیره این آن، ثابت

الگوریتم پیاده سازی به منظور می شود. گرفته نادیده برآوردها محاسبه

با شرطی تمام توزیع های از نمونه تولید برای متروپلیس-هستینگس

پیشنهادی توزیع می توان نمایی، توزیع و گاما توزیع بین ارتباط به توجه

امید مرحله این در بنابراین گرفت؛ نظر در نمایی را الگوریتم ها از یک هر
١

٢(δ(t))
و ١

δ(t)
با برابر ترتیب به پیشنهادی توزیع واریانس و ریاضی

(٢١) شرطی تمام پسین توزیع از (t+١) نمونه ی تولید برای بود. خواهد

می شود: عمل زیر به صورت متروپلیس-هستینگس الگوریتم اساس بر
δ∗ ∼ exp

(
δ(t)

)
.١

H =
π∗

١
(
δ∗|α(t)

)
∗dexp

(
δ(t)|δ∗

)
π∗

١
(
δ(t)|α(t)

)
∗dexp

(
δ∗|δ(t)

) .٢

ũ ∼ uniform(٠, ١) .٣

if(ũ ≤ H)
{
δ(t+١) = δ∗

}
else

{
δ(t+١) = δ(t)

}
.۴

(t+١) نمونه ی تولید برای مشابه، به طور δ(t+١) نمونه ی تولید از پس و

متروپلیس- الگوریتم اساس بر (٢٢) شرطی تمام پسین توزیع از

می شود: عمل زیر به صورت هستینگس
α∗ ∼ exp

(
α(t)

)
.١

H =
π∗

٢
(
α∗|δ(t+١)

)
∗dexp

(
α(t)|α∗

)
π∗

٢
(
α(t)|δ(t+١)

)
∗dexp

(
α∗|α(t)

) .٢

ũ ∼ uniform(٠, ١) .٣

if(ũ ≤ H)
{
α(t+١) = α∗

}
else

{
α(t+١) = α(t)

}
.۴

در y پارامتر با نمایی چگالی تابع مقدار dexp(x | y) منظور آن در که

است. x نقطه
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کم واریانس با پیشین حالت ریلی، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١۴ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

α δ α δ

٢٫٠٠۶۶٣ ٢٫١٩۶٨١ ٠٫٨۵۶۶٣ ١٫٠٩٨۵۶ خطا مربع

٢٠

٢٫٠١٢٩٧ ٢٫٣۴٧٠۶ ٠٫٩۶١۵۴ ١٫٢٨۵۴١ آنتروپی

٢٫٠٣٩۴۴ ٢٫٣۵٠۶١ ٠٫٩۶٢٢٣ ١٫٣٢٠٨٩ لاینکس

٢٫٠٣٩۴۴ ٣٫٢٧٢٩٧ ٠٫٩٨٢۵٨٧ ٢٫٣٠١۵٢ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠٧٨ ٢٫۴٩٠۴۴٠ ٠٫٨۶۴۵٨ ١٫٣۶١۵۴ اصلاح شده لاینکس

٢٫٠٠۴۴٢ ٢٫١٣٢٣۶ ٠٫٠٨۴۴٠٢ ١٫٠٠۵۶٢ خطا مربع

٣٠

٢٫٠٠٨۶٣ ٢٫٢٢٠۶٣۶ ٠٫٨٨٢۵۴ ١٫١۵۴۵۶ آنتروپی

٢٫٠٠٨۶٣ ٢٫٢٢١۵٣ ٠٫٨٨٢۵۴ ١٫١۵٢٣۵ لاینکس

٢٫٠٢۶٢١ ٢٫٧٨۴٩۵ ٠٫٩٢۵۵۶ ١٫۵۶٢٨۴ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠۵٢ ٢٫٣٣٠۴۴ ٠٫٨۵٨٨٢ ١٫٠۵٠۵ اصلاح شده لاینکس

٢٫٠٠٢۶۵ ٢٫٠٧٨٩٢ ١٫٠٠٠١٣ ١٫٠٣۶۴١ خطا مربع

۵٠

٢٫٠٠۵١۶ ٢٫١٢۶٠۴ ٠٫٨٢٠٣۴ ١٫٠۶٣۵٢ آنتروپی

٢٫٠٠۵١۶ ٢٫١٢۶٢٠ ٠٫٨٢٠٣۴ ١٫٠۶٣۵٢ لاینکس

٢٫٠١۵۶٧ ٢٫۴٣۶۶٩ ١٫٠٢١۵۶ ١٫٢١٣١۴ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠٣١١ ٢٫١٩۶٧٨ ٠٫٧٩١٢۵ ١٫٠۶۴۵١ اصلاح شده لاینکس
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زیاد واریانس با پیشین حالت ریلی، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١۵ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

α δ α δ

۴٫١٣٣۶٧ ۴٫۵٢۵۴٢ ١٫٧۶۴۶٧ ٢٫٢۶٣٠۴ خطا مربع

٢٠

۴٫١۴۶٧٢ ۴٫٨٣۴٩۵ ١٫٩٨٠٧٨ ٢٫۶۴٧٩۴ آنتروپی

۴٫١۴۶٧٢ ۴٫٨۴٢٢۵ ١٫٩٨٢١٩ ٢٫٧٢١٠٣ لاینکس

۴٫٢٠١٢۴ ۶٫٧۴٢٣٢ ٢٫٠٢۴١٢ ۴٫٧۴١١۴ لگاریتمی خطای مربع

۴٫١٣۶٠٧ ۵٫١٣٠٣ ١٫٧٨١٠٣ ٢٫٨٠۴٧٨ اصلاح شده لاینکس

۴٫١٢٩١٢ ۴٫٣٩٢۶٨ ١٫٧٣٨۶٩ ٢٫٠٧١۵٧ خطا مربع

٣٠

۴٫١٣٧٧٨ ۴٫۵٧۴۵١ ١٫٨١٨٠۴ ٢٫٣٧٨۴ آنتروپی

۴٫١٣٧٧٨ ۴٫۵٧۴۵١ ۴٫۵٧۴۵١ ٢٫٣٧٣٨۵ لاینکس

۴٫١٧٣٩٩ ۵٫٧٣٧٠٠ ١٫٩٠۶۶۶ ٣٫٢١٩۴۵ لگاریتمی خطای مربع

۴٫١٣٠٧٢ ۴٫٨٠٠٧١ ١٫٧۶٩١٧ ٢٫١۶۴٠٣ اصلاح شده لاینکس

۴٫١٢۵۴۶ ۴٫٢٨٢۵٩ ٢٫٠۶٠٢٧ ٢٫١٣۵٠١ خطا مربع

۵٠

۴٫١٣٠۶۴ ۴٫٣٧٩۶۴ ١٫۶٨٩٩ ٢٫١٩٠٨۵ آنتروپی

۴٫١٣٠۶۴ ۴٫٣٧٩٩٩ ١٫۶٨٩٩ ٢٫١٩٠٨۵ لاینکس

۴٫١۵٢٢٩ ۵٫٠١٩۵٩ ٢٫١٠۴۴٢ ٢٫۴٩٩٠٧ لگاریتمی خطای مربع

۴٫١٢۶۴٢ ۴٫۵٢۵٣٧ ١٫۶٢٩٩٧ ٢٫١٩٢٨٩ اصلاح شده لاینکس

آگاهی نا پیشین حالت ریلی، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١۶ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

α δ α δ

۵٫٧٣٨٩٨ ۶٫٢٨٢٨٧ ٢٫۴۴٩٩٨ ٣٫١۴١٨٩ خطا مربع

٢٠

۵٫٧۵٧١ ۶٫٧١٢۶ ٢٫٧۵٠٠٢ ٣٫۶٧۶٢٧ آنتروپی

۵٫٧۵٧١ ۶٫٧٢٢٧۴ ٢٫٧۵١٩٨ ٣٫٧٧٧٧۴ لاینکس

۵٫٨٣٢٧٩ ٩٫٣۶٠٧ ٢٫٨١٠١٩ ۶٫۵٨٢٣۶ لگاریتمی خطای مربع

۵٫٧۴٢٣١٩ ٧٫١٢٢۶۵ ٢٫۴٧٢٧ ٣٫٨٩۴٠٢ اصلاح شده لاینکس

۵٫٧٣٢۶۶ ۶٫٠٩٨۵٧ ٢٫۴١٣٩١ ٢٫٨٧۶٠٧ خطا مربع

٣٠

۵٫٧۴۴۶٨ ۶٫٣۵١٠١ ٢٫۵٢۴٠٧ ٣٫٣٠٢٠۵ آنتروپی

۵٫٧۴۴۶٨ ۶٫٣۵٣۵٩ ٢٫۵٢۴٠٧ ٣٫٢٩۵٧٣ لاینکس

۵٫٧٩۴٩۶ ٧٫٩۶۴٩۶ ٢٫۶۴٧١١ ۴٫۴۶٩٧٢ لگاریتمی خطای مربع

۵٫٧٣۴٨٩ ۶٫۶۶۵٠۶ ٢٫۴۵۶٢٣ ٣٫٠٠۴۴٣ اصلاح شده لاینکس

۵٫٧٢٧۵٩ ۵٫٩۴۵٧٣ ٢٫٨۶٠٣٧ ٢٫٩۶۴١۴ خطا مربع

۵٠

۵٫٧٣۴٧ ۶٫٠٨٠۴٧ ٢٫٣۴۶١٧ ٣٫٠۴١۶٧ آنتروپی

۵٫٧٣۴٧ ۶٫٠٨٠٩۵ ٢٫٣۴۶١٧ ٣٫٠۴١۶٧ لاینکس

۵٫٧۶۴٨٣ ۶٫٩۶٨٩۵ ٢٫٩٢١۶٧ ٣٫۴۶٩۵٩ لگاریتمی خطای مربع

۵٫٧٢٨٩١ ۶٫٢٨٢٨٠ ٢٫٢۶٢٩٧ ٣٫٠۴۴۵٠ اصلاح شده لاینکس



همکاران۵٢ و پور فارسی سنجری ناهید اولکین مارشال وایبول توزیع های خانواده برای بیزی استنباط

کم واریانس با پیشین حالت پارتو، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١٧ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

k α δ k α δ

٢٫٠٠٠۴٨ ١٫٩٩٨٧ ١٫٩٩٩١٩ ٠٫٩٨٩۵٢ ٠٫۵١٣۵١ ٠٫٩٨٩٨٨ خطا مربع

٢٠

٢٫٠٠٠٩۶ ١٫٩٩٧٣٨ ١٫٩٠۴٧۶ ١٫٠٠٨۴۴ ٠٫۵١٢١۴۴ ٠٫٨٧۵۴۵ آنتروپی

٢٫٠٠٠٩۶ ٢٫٠٠٩٧٩ ٢٫٢١٧٠٧ ١٫٠٠٠٠٨ ٠٫٩٢۵١٢ ١٫٠٩٢١٣ لاینکس

٢٫٠٠٢٩٠۶ ٢٫٠٢۶۴٧ ١٫٨٠٨٢٣ ١٫٠٠١٣١ ٠٫٩۵۵١٧ ٠٫٧٢١۴٨ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠٠۴٧٣ ١٫٩٩۴۶٣ ٢٫٢٧٧٩۶ ١٫٠٠٠٣٢ ٠٫۴۶٢۵۶ ١٫٠٩۵٢۵ اصلاح شده لاینکس

٢٫٠٠٠٠۵ ١٫٩٩٩٨ ١٫٩٩٩٩٠ ٠٫٨۴٧۴۵ ٠٫۶٨۴۴٠ ٠٫٩٨۵۴۵ خطا مربع

٣٠

٢٫٠٠٠١١۴ ١٫٩٩٩۶١ ١٫٩٣۵۴٨ ٠٫٨۵۴١٣ ٠٫۴١٢۵۴۶ ٠٫٨۵٢٧٨ آنتروپی

٢٫٠٠٠١١ ١٫٩٩٩۶١ ١٫٩٣۵۴۶ ٠٫٨۵۴١٣ ٠٫۴۵۵۴۶ ٠٫٨۵۴۵۶ لاینکس

٢٫٠٠٠٣۴ ١٫٩٩٨٨۴ ١٫٨٧٠٨٣ ٠٫٨٧١۵٨ ٠٫٣٢۵۴٨ ٠٫٧۴۵٢٨ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠٠٠۵ ١٫٩٩٩٨٠ ٢٫١٩٩٣۴ ٠٫٨٨٩۴۵ ٠٫۶٨١٣۵ ١٫٠٨۵٢۴ اصلاح شده لاینکس

٢٫٠٠٠٠١ ١٫٩٩٩٩٣ ١٫٩٩٩٩۶ ٠٫٨٢١۴۶ ٠٫٨٨٧۴۵ ١٫٠۴٨۵٧ خطا مربع

۵٠

٢٫٠٠٠٠٣ ١٫٩٩٩٩٣ ١٫٩٩٩٩۶ ٠٫٨٧٣۵١ ٠٫٨٩۵۴٢ ١٫٠٣٨۵۴ آنتروپی

٢٫٠٠٠٠٣ ١٫٩٩٩٨۶ ١٫٩۶٠٧٧ ٠٫٨٧٣۵١ ٠٫٨٩۵۴٢ ١٫٠٣۴۵۴ لاینکس

٢٫٠٠٠١١ ١٫٩٩٩۵٨ ١٫٩٢١۵٠ ٠٫٨۶١٣١۶ ٠٫٩۵١٣٢ ١٫٠٠۴۵٨ لگاریتمی خطای مربع

٢٫٠٠٠٠۵ ١٫٩٩٩٩٣ ٢٫١١٩٧٣ ٠٫٨۵٣٧۵ ٠٫٩٩٧۴١ ١٫٨۵٢١۴ اصلاح شده لاینکس

زیاد واریانس با پیشین حالت پارتو، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١٨ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

k α δ k α δ

٣٫٠٨٠٧۴ ٣٫٠٧٨٠٠ ٣٫٠٧٨٧۶ ١٫۵٢٣٨۶ ٠٫٧٩٠٨١ ١٫۵٢۴۴٢ خطا مربع

٢٠

٣٫٠٨١۴٩ ٣٫٠٧۵٩٧ ٢٫٩٣٣٣۴ ١٫۵۴١٣ ٠٫٧٨٨٧٠٢ ١٫٣۴٨٢٠ آنتروپی

٣٫٠٨١۴٩ ٣٫٠٩۵٠٧ ٣٫۴١۴٢٩ ١٫۵۴٠١٢ ١٫۴٢۴۶٩ ١٫۶٨١٨٨ لاینکس

٣٫٠٨۴۴٧ ٣٫١٢٠٧٧ ٢٫٧٨۴۶٨ ١٫۵۴٢٠٢ ١٫۴٧٠٩٧ ١٫١١١٠٩ لگاریتمی خطای مربع

٣٫٠٨٠٧٢٨ ٣٫٠٧١٧٣٨ ٣٫۵٠٨٠٧١ ١٫۵۴٠۴٩۴ ٠٫٧١٢٣۵٣ ١٫۶٨۶۶٩٧ اصلاح شده لاینکس

٣٫٠٨٠٠٨٨ ٣٫٠٧٩٧٠٣ ٣٫٠٧٩٨۵۵ ١٫٣٠۵٠٧۶ ١٫٠۵٣٩٧٨ ١٫۵١٧۵٩۶ خطا مربع

٣٠

٣٫٠٨٠١٧۶ ٣٫٠٧٩۴٠۴ ٢٫٩٨٠۶۴۵ ١٫٣١۵٣۶٩ ٠٫۶٣۵٣٢١ ١٫٣١٣٢٩۵ آنتروپی

٣٫٠٨٠١٧۶ ٣٫٠٧٩۴٠۴ ٢٫٩٨٠۶١ ١٫٣١۵٣۶ ٠٫٧٠١۴١ ١٫٣١۶٠٣ لاینکس

٣٫٠٨٠۵٢۵ ٣٫٠٧٨٢١۵ ٢٫٨٨١٠٩١ ١٫٣۴٢٢۴٧ ٠٫۵٠١٢۵٢ ١٫١۴٧٧۴۵ لگاریتمی خطای مربع

٣٫٠٨٠٠٨٨ ٣٫٠٧٩٧٠۶ ٢٫٣٨۶٩٨۴ ١٫٣۶٩٧۵۶ ٠٫٠۴٩٢٨۵ ١٫۶٧١٢٧ اصلاح شده لاینکس

٣٫٠٨٠٠٢٩ ٣٫٠٧٩٨٩۴ ٣٫٠٧٩٩۴٣ ١٫٢۶۵٠۵۶ ١٫٣۶۶۶٧۶ ١٫۶١۴٧٩٩ خطا مربع

۵٠

٣٫٠٨٠٠۵٩ ٣٫٠٧٩٧٨٧ ٣٫٠١٩۶٠٧ ١٫٣۴۵٢١۵ ١٫٣٧٨٩۵۵ ١٫۵٩٩٣۵۵ آنتروپی

٣٫٠٨٠٠۵٩ ٣٫٠٧٩٧٨٧ ٣٫٠١٩۶ ١٫٣۴۵٢١۵ ١٫٣٧٨٩۵۵ ١٫۵٩٣٨٧٢ لاینکس

٣٫٠٨٠١٧۶ ٣٫٠٧٩٣۶۴ ٢٫٩۵٩١٢١ ١٫٣٢۶۴٢٧ ١٫۴۶۵٠٣٩ ١٫۵۴٧٠۵۶ لگاریتمی خطای مربع

٣٫٠٨٠٠٨٨ ٣٫٠٧٩٨٩۵ ٣٫٢۶۴٣٩٧ ١٫٣١۴٧٨١ ١٫۵٣۶٠١۴ ٢٫٨۵٢٣٠۵ اصلاح شده لاینکس



۵۴ -٣۵ ص ،۵۶ پیاپی شماره ،١۴٠٢ زمستان و پاییز دو، شماره ،٢٨ سال آماری، ۵٣اندیشه

آگاهی نا پیشین حالت پارتو، اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع برای خطا مربعات میانگین .١٩ جدول

لیندلی مونت کارلو مارکوف زنجیره زیان تابع
n نمونه تعداد

k α δ k α δ

۴٫٧۴۴٣۴۶ ۴٫٧۴٠١٢٢ ۴٫٧۴١٣ ٢٫٣۴۶٧۴٧ ١٫٢١٧٨۶ ٢٫٣۴٧۶٢١ خطا مربع

٢٠

۴٫٧۴۵۴٩٨ ۴٫٧٣٧٠٠٣ ۴٫۵١٧٣۴٨ ٢٫٣٧٣۶٠٢ ١٫٢١۴۶٠١ ٢٫٠٧۶٢٣١ آنتروپی

۴٫٧۴۵۴٩٨ ۴٫٧۶۶۴٢ ۵٫٢۵٨٠١٧ ٢٫٣٧١٧٩٩ ٢٫١٩۴٠٣٢ ٢٫۵٩٠١ لاینکس

۴٫٧۵٠٠٩٢ ۴٫٨٠۵٩٩۴ ۴٫٢٨٨۴١٨ ٢٫٣٧۴٧١١ ٢٫٢۶۵٢٩۴ ١٫٧١١٠٨٢ لگاریتمی خطای مربع

۴٫٧۴۴٣٢١ ۴٫٧٣٠۴٧٧ ۵٫۴٠٢۴٢٩ ٢٫٣٧٢٣۶١ ١٫٠٩٧٠٢۴ ١٢٫۵٩٧۵١٣ اصلاح شده لاینکس

۴٫٧۴٣٣٣۶ ۴٫٧۴٢٧۴٣ ۴٫٧۴٢٩٧٧ ٢٫٠٠٩٨١٧ ١٫۶٢٣١٢۶ ٢٫٣٣٧٠٩٨ خطا مربع

٣٠

۴٫٧۴٣۴٧١ ۴٫٧۴٢٢٨٢ ۴٫۵٩٠١٩٣ ٢٫٠٢۵۶۶٨ ٠٫٩٧٨٣٩۴ ٢٫٠٢٢۴٧۴ آنتروپی

۴٫٧۴٣۴٧١ ۴٫٧۴٢٢٨٢ ۴٫۵٩٠١۴١ ٢٫٠٢۵۶۶٨ ١٫٠٨٠١٨۴ ٢٫٠٢۶۶٩۴ لاینکس

۴٫٧۴۴٠٠٩ ۴٫٧۴٠۴۵١ ۴٫۴٣۶٨٨ ٢٫٠۶٧٠۶ ٠٫٧٧١٩٢٨ ١٫٧۶٧۵٢٧ لگاریتمی خطای مربع

۴٫٧۴٣٣٣۶ ۴٫٧۴٢٧۴٧ ۵٫٢١۵٩۵۵ ٢٫١٠٩۴٢۴ ١٫۶١۵٨٩٩ ٢٫۵٧٣٧٧ اصلاح شده لاینکس

۴٫٧۴٣٢۴۵ ۴٫٧۴٣٠٣٧ ۴٫٧۴٣١١٢ ١٫٩۴٨١٨۶ ٢٫١٠۴۶٨١ ٢٫۴٨۶٧٩ خطا مربع

۵٠

۴٫٧۴٣٢٩١ ۴٫٧۴٢٨٧٢ ۴٫۶۵٠١٩۵ ٢٫٠٧١۶٣١ ٢٫١٢٣۵٩١ ٢٫۴۶٣٠٠٧ آنتروپی

۴٫٧۴٣٢٩١ ۴٫٧۴٢٨٧٢ ۴٫۶۵٠١٨۴ ٢٫٠٧١۶٣١ ٢٫١٢٣۵٩١ ٢٫۴۵۴۵۶٣ لاینکس

۴٫٧۴٣۴٧١ ۴٫٧۴٢٢٢١ ۴٫۵۵٧٠۴۶ ٢٫٠۴٢۶٩٨ ٢٫٢۵۶١۶ ٢٫٣٨٢۴۶۶ لگاریتمی خطای مربع

۴٫٧۴٣٣٣۶ ۴٫٧۴٣٠٣٨ ۵٠٢٧١٧١ ٢٫٠٢۴٧۶٣ ٢٫٣۶۵۴۶٢ ۴٫٣٩٢۵۵ اصلاح شده لاینکس

دو هر در که است واضح ،(١۶) تا (١۴) جداول به توجه با

یافت بیزی برآوردهای در مختلف زیان توابع در زیادی تفاوت روش

زنجیره و لیندلی روش دو هر که است مشخص همچنین نمی شود.

دارند، پارامترها برآورد در یکسانی عملکرد تقریباً مونت کارلو مارکوف

مارکوف زنجیره روش برآوردهای است، مشخص که همان طور اما

لیندلی برآورد به نسبت کمتری خطای مربع میانگین دارای مونت کارلو

در است. ناچیز α در تفاوت این اما هستند، یکسان زیان تابع با

مقایسه برای معیاری به عنوان تفاوت این از می توان δ پارامتر برآورد

زنجیره روش برآوردهای که گرفت نتیجه و کرد استفاده روش دو عملکرد

لازم همچنین هستند. لیندلی تقریب از تر بهینه مونت کارلو مارکوف

میانگین مقادیر نمونه حجم افزایش با موارد تمامی در که است ذکر به

برآوردهای سازگاری دهنده نشان این و می یابد کاهش خطای مربع

اطلاعات چه هر که است ذکر شایان است. مطالعه این در به دست آمده

افزایش آن ها خطای مربع میانگین باشد، کمتر فراپارامترها پیشین

به مربوط (١۶) و (١۵) ،(١۴) جداول مقایسه در موضوع این و می یابد

(١٩) و (١٨) ،(١٧) جداول و ریلی اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع

وضوح به است، پارتو اولکین مارشال تعمیم یافته توزیع به مربوط که

است. مشاهده قابل

مراجع

[1] Cox, DR, Hinkley, DV. (1974), Theoretical Statistics. Chapman and Hall, London.

[2] Gompertz, B. (1825), On e of the function expressive of the law of humanmortality and on the newmodel of determining

the value of life contingencies. Philos. Trans. R. Soc. Lond., 115, 513–585. the natu

[3] Gurvich, M, DiBenedetto, A, Ranade, S. (1997), A new statistical distribution for characterizing the random strength

of brittle materials. J. Mater. Sci., 32, 2559–2564 .

[4] Lai, CD, Xie, M, Murthy, DNP. (2003), A modified Weibull distribution. Trans. Reliab., 52, 33–37.



همکاران۵۴ و پور فارسی سنجری ناهید اولکین مارشال وایبول توزیع های خانواده برای بیزی استنباط

[5] Lindley, D.V. (1980), Approximate Bayes method, Trabajos de estadistica, 31, 223-237 .

[6] Marshall, A. W., and Olkin, I. (1997), A newmethod for adding a parameter to a family of distributions with application

to the exponential and Weibull families. Biometrika , 84, 641-652.

[7] Rayleigh, JWS. (1880), On the resultant of a large number of vibrations of the same pitch and of arbitrary phase. Phil.

Mag., 10, 73–78.

[8] Nadarajah, S., Jayakumar, K. and Ristic, M.M. (2012), A new family of lifetime models, Journal of statistical compu-

tation and simulation, 83(8), 1389–1404.

[9] Santos, M. (2014), The Marshall-Olkin extended Weibull family of distributions. Journal of Statistical Distributions

and Applications, 1, 9.

[10] Shannon, CE. (1948), A mathematical theory of communication. Bell Syst. Techn. J., 27, 379–423.

[11] Xie, M, Lai, D. (1995), Reliability analysis using additive Weibull model with bathtub-shaped failure rate function.

Reliab. Eng. Syst. Saf., 52, 87–93.

[12] Xie, M, Tang, Y, Goh, TN. (2002), A modified Weibull extension with bathtub-shaped failure rate function. Reliab.

Eng. Syst. Saf., 76, 279–285.



١۶٠Vol. 28, No. 2, Autumn and Winter 2023-2024

Bayesian inference
for extended Weibull marshall-olkin distributions
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Abstract:

Marshall-Olkin introduced a family of distributions which obtained by adding a parameter to other distributions. Santoz-

Net et al studied an extended Weibull distributions. In this paper two Rayleigh and Weibull extended Pareto distributions

are studied, various research such as moments and Bayesian statistics under different loss functions such as squared error,

Entropy, Linex, Squared error in logarithm and Modified Linex are studied. Also the Markov chain Monte Carlo (MCMC)

method has been studied for these two distributions.

Keywords: Survival function, Hazard function, Extended Weibull distribution, Rayleigh distribution, Pareto distribution,

Bayesian statistics, MCMC method.
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