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متغيره چند نرمال توزيع پارامترهای برای مجانبی-موضعی مینیماکس برآورد
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چکیده:
اتخاذ برای اطلاع نامساوی یک کاربرد مقاله این در دارند. آماری تصمیم های اتخاذ و برآورد یابی نظریه  در فراوان کاربرد اطلاع نامساوی های

خطا مربع زيان تابع تحت بيز مخاطره برای اساسی نامساوی يک ابتدا که بدین صورت می شود. بیان بیز نظریه چارچوب در مینیماکس تصمیم

در می شود. بیان متغیره چند و متغیره یک حالت در مجانبی-موضعی مینیماکس برآوردگرهای تعیین در آن از کاربردهایی سپس و می شود معرفی

توزيع در كواريانس ماتريس و ميانگين بردار از تابعی برای مجانبی-موضعی، مینیماکس برآوردگرهای باشند، متعامد پارامتر مؤلفه های که حالتی

می شود. محاسبه عمومی زيان تابع یک تحت اطلاع نامساوی کران های پایان در می آید. دست به متغيره چند نرمال

متعامد. پارامتر های اطلاع، نامساوی مخاطره، تابع پیشین، توزیع مینیماکس، برآوردگر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

قرار مورداستفاده تصمیم نظریه و برآورد  نظریه  در اطلاع نامساوی های

،[١٠] پیشگوکننده ها در بیز مخاطره برای اطلاع نامساوی می گیرند.

مقیاسی زیان تحت ،[٢] بریده شده پیشین های ،[١] نامنظم خانواده های

برآوردگرهای یافتن برای رویکردی آن طریق از و گرفته شده کار به [۵]

يک کرامر-رائو نامساوی از استفاده با [٩] در می شود. پیدا مینیماکس

برآوردهای دست يابی در آن از و شد آورده دست به ناسره پايين کران

از دنباله ای اطلاع، نامساوی يک ارائه با و شد استفاده مینیماکس

و شده سانسور نمایی مدل در شکست نرخ مینیماکس برآوردگرهای

کرامر- نامساوی مشابه [١٩] در شد. یافت متناسب شکست نرخ مدل

پايين کران يک خطا، مربع زيان تابع تحت [٨] روش های تعميم با رائو

حصول شرایط مورد در و ارائه پارامتر دلخواه برآوردگر مخاطره برای

با و [١٩] و [٨] در ذکرشده روش های دنبال به و شد بحث کران اين

رائو، کرامر- کران مشابه مختلط چگالی حالت در آن ها نتايج تعميم

در شد. ارائه کران اين حصول شرایط و محاسبه بيز مخاطره پايين کران

کوواریانس ماتریس برای باتاچاریا نامساوی و اطلاع نامساوی [١١]

در که کرامر-رائو نامساوی از نسخه هایی [۶] در شد. داده تعمیم وزنی

شد. داده تعمیم می گیرد قرار مورداستفاده لگ-مقعر تصادفی متغیرهای

مینیماکس تصمیم اتخاذ برای اطلاع نامساوی کاربرد مقاله این در

اساسی نامساوی معرفی از پس می شود. بیان بیز نظریه چارچوب در

تعیین در آن از کاربردهایی خطا، مربع زيان تابع تحت بيز مخاطره برای

و متغیره یک حالت در موضعی و مجانبی مینیماکس برآوردگرهای

حالتی در مسئله، اين از کاربردی به عنوان می شود. بیان متغیره چند

مجانبی- مینیماکس برآوردگرهای باشند، متعامد پارامتر مؤلفه های که

توزيع در كواريانس ماتريس و ميانگين بردار از تابعی برای موضعی

نامساوی کران های پایان در می شود. آورده دست به متغيره چند نرمال

.([١۶ ،١۵ ،١٣]) می شود محاسبه عمومی زيان تابع یک تحت اطلاع
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حسامیان١١۴ غلام رضا و شمس مهدی متغيره چند نرمال توزيع پارامترهای برای مجانبی-موضعی مینیماکس برآورد

مینیماکس تصمیم و بیز تصمیم مانند تصمیم نظریه از مفاهیمی ابتدا

تصادفی متغيرهای X = (X١, ..., Xn) کنید فرض می شوند. مرور

Pθ احتمال اندازه با (X , S) اندازه پذير فضای در هم توزيع و مستقل

توزیع خانواده همچنين .m > ١ و θ ∈ Θ ⊆ Rm آن در که باشند

و باشند پيوسته مطلقاً µ σ−متناهی به اندازه نسبت {Pθ,θ ∈ Θ}

θ برای پيشين احتمال چگالی يك q(θ) به علاوه و f(.,θ) = dPθ/dµ

Xn×Θ ناحيه روی رياضی اميد مقاله این در باشد. Sq ⊂ Θ تکيه گاه با

چگالی تحت رياضی اميد و E با را fn (x,θ) q (θ) چگالی به نسبت

EX|θ با را fn (x,θ) چگالی به نسبت رياضی اميد (.)Eθو با را q (θ)

از اندازه پذیر تابعی θ∗ تصادفی) (غیر تصمیم قاعده می شود. داده نشان

مشاهده یک به به طوری که است، A کارهای فضای به X نمونه ای فضای

که می کند معین کارها فضای می دهد. نسبت را عملی تصادفی نمونه

اطمینان فاصله یا و نقطه ای برآورد مسئله یک موردمطالعه تصمیم مسئله

کارها نقطه ای برآورد مسئله در مثال، برای است. فرضيه آزمون یا و

رد یا صفر فرضیه پذیرش کار دو فرضيه آزمون مسئله در و نقاط حدس

برآوردگر همان تصمیم تابع نقطه ای برآورد مسئله در هم چنین هستند. آن

مجموعه است. آزمون تابع همان تصمیم تابع فرضيه آزمون مسئله در و

تصمیم نظریه در می شود. تصمیم نامیده فضای ممکن تصمیم توابع کلیه

از L(θ, a) نامنفی تابع است. تصمیم تابع یک بهينه انتخاب هدف

اعداد به کارها فضای در پارامتر فضای دکارتی حاصل   ضرب فضای

اخذ از ناشی زیان نشان دهنده که می نامند زیان تابع را مثبت حقیقی

تابع انتخاب .[١٢] باشد θ واقعی حالت در هنگامی که است a تصمیم

تابع آن ها متداول ترین از یکی و دارد نظر مورد مسئله به بستگی زیان

یک ارزیابی برای ملاکی زیان تابع است. (SEL) خطا دوم توان زیان

مینیمم سازی تصمیمی، چنین اخذ برای کلاسیک رویکرد است. تصمیم

θ∗ تصمیم مخاطره تابع را زیان متوسط اين که است زیان متوسط

تعریف R (θ,θ∗) = EXn|θ (L (θ,θ∗(X))) به صورت و می نامند

و ثابت مقدار یک θ پارامتر کلاسیک روش های در .[١٢] می شود

جمعیتی از X تصادفی نمونه یک و می شود گرفته نظر در نامعلوم

آن اساس بر تا می شود جمع آوری است، fn (x,θ) توزیع دارای که

نظر در کمیتی θ بیزی روش در شود. تصمیم گیری پارامتر مورد در

توسط آن تغییرات و است تصادفی متغیر یک خود که می شود گرفته

اساس بر پیشین توزیع این می شود. مشخص q(θ) پیشین توزیع یک

پیشین توزیع مورد در اطلاعاتی یا آزمایشگر قبلی تجربیات و اعتقادات

از پس می شود. تعیین ... و مشاهدات ساختار یا و گشتاورها) (مانند

می گردد. تصحیح پیشین) (توزیع θ مورد در اطلاعات نمونه، مشاهده

حال می نامند. gX|θ (θ) پسین توزیع را تصحیح شده پیشین توزیع

برای می شود. تصمیم گیری پسین توزیع این اساس بر بیز رویکرد در

با نمایی توزیع دارای کارخانه یک تولیدی قطعات کنید فرض مثال

میانگین این دستگاه ها فرسودگی علت به باشند. ساعت θ میانگین

احتمال توزیع تابع یک طبق آن تغییرات و می کند تغییر سال در نیز

q(θ) پیشین توزیع به توجه با θ∗ تصمیم تابع بیز مخاطره است. q(θ)

آن و می شود تعریف q(θ) به نسبت R (θ,θ∗) ریاضی امید به صورت

است معنی این به بیز مخاطره اصل می دهیم. نشان BR (θ∗,θ) با را

و می شود خلاصه بیز) (مخاطره عدد یک در مخاطره تابع اطلاعات که

می شوند. مقایسه یکدیگر با بیز مخاطره این مقایسه به وسیله تصمیم دو

،L زیان تابع و q(θ) پیشین توزیع با مرتبط بیز، تصمیم یک واقع در

کند. مینیمم را بیز مخاطره که است تصمیمی

تصمیم قاعده یک است. مینیماکس تصمیم از استفاده دیگر رویکرد

به عبارت دیگر کند، مینیمم را مخاطره تابع هرگاه است مینیماکس θ∗

مینیماکس تصمیم حقیقت در .R (θ,θ∗) = infδsupθ∗∈ΘR (θ, δ)

به نسبت R (θ, δ) مخاطره تابع حالت بدترین در که است تصمیمی آن

برای محافظه کارانه رویکرد یک و می کند انتخاب را حالت بهترین ،δ

مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای است. تصمیم بهترین انتخاب

کنید. مراجعه [١٢] به مینیماکس و بیز تصمیم های

از استفاده با مینیماکس برآورد یافتن ٢

بیزی مخاطره نامساوی

مخاطره برای پایين كران يک تصادفی، نمونه يک اساس بر [١٨] در

پارامتر تخمين در است) θ دلخواه برآوردگر يک θ∗) g(θ∗) برآوردگر

اين در شد. ارائه R (θ∗,θ) = E(g(θ∗)− g(θ))٢ یعنی ،g (θ)

پارامتر مؤلفه های که حالتی در كرامر-رائو نامساوی بررسی به بخش

مجانبی- مینیماکس برآورد پایین كران و می پردازيم است، چندگانه

يک اساس بر ،g(θ∗) دلخواه برآوردگر توسط g (θ) تخمين در موضعی

θ مؤلفه های وقتی که می دهيم نشان و می آوريم دست به تصادفی نمونه

چند ابتدا در هستند. قوی تر ذکرشده پایين كران های باشند، متعامد

می شود. بیان خطی جبر از مفهوم

-j .Aها j و m×nباشد مرتبه از ماتريس يك Am×n = (aij) اگر

از بردار يك V ec(A) آنگاه باشند، Aماتريس ستون j = ١, ..., n امين،

ماتريس دو برای .V ec (A) = (A·١, ..., A·n)
T و است mn×١ مرتبه

.tr(AB) = (V ec(A))T (V ec(B)) داريم Bp×p و Ap×p دلخواه

نسبت f مشتق باشد، X = (xij)p×n ماتريس از تابعی f اگر
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و i = ١, ٢, ..., p آن در که d
dX
f(X) = ( ∂f(X)

∂xij
) به صورت X به

مرتبه از بردار يك x اگر به عنوان مثال می شود. تعريف j = ١, ٢, ..., n

یک ap×١ آن در که d
dx

aTx = a و d
dx

xTx = ٢x داريم باشد، p

باشند، X = (xij)p×n از دلخواه توابعی g و f اگر است. دلخواه بردار

f (X) اگر . d
dX

(f(X)g(X)) = f(X) dg(X)
dX

+ df(X)
dX

g(X) آنگاه

آنگاه: ،(|f(X)| ̸= ٠) باشد نامنفرد ماتريس يك از تابعی

∂
∂X

|f(X)| = −f(X) ∂
∂X

(f(X))−١f(X).

مرتبه از صفر مخالف دلخواه بردار يك x و متقارن ماتريس Ap×pيك اگر

ترتيب به دلخواه بردار دو y و x اگر . ∂
∂x

xTAx = ٢Ax داريم باشند، p

. ∂
∂C

xTCy = xyT آنگاه باشد، ماتريس يك Cn×p و p و n مرتبه از

. d
dX

|X| = |X| (X−١)
T آنگاه باشد، نامنفرد ماتريس يك Xp×p اگر

جزئی مشتق باشد، y و x بعدی p بردارهای از تابعی f اگر
∂
∂x
f = (V ec( ∂

∂y
f))

T
(V ec( ∂y

∂x
)) = به صورت x به نسبت f

نامیده زنجیره ای مشتق قاعده که می شود تعريف tr(( ∂
∂y
f)
T
( ∂y
∂x

))

می شود.

متعامد ماتريس می دهد، نشان An×n متقارن ماتريس طيفی تجزيه

RRT = RTR = Ip و A = RΛRT که به گونه ای دارد وجود R

p مرتبه از همانی ماتريس Ip و Λ = diag(λ١, ..., λn) آن در که

ماتريس هستند. A ماتريس ويژه مقادير i = ١, ..., n λiها، و است

برای اگر می شود، ناميده (A ≥ ٠) مثبت معين نيمه Ap×p متقارن

متقارن ماتريس و باشد نامنفی Q = xTAx ،٠ ̸= x ∈ Rpبردار هر

همچنين: .Q > ٠ هرگاه می شود، ناميده (A > ٠) مثبت معين Ap×p

.A−١ > ٠ آنگاه ،A > ٠ اگر (١

باشد داشته وجود M نامنفرد ماتريس اگر فقط و اگر A > ٠ (٢

.A =MTM به طوری که

A مثبت معين ماتريس ويژه مقادير ١ ≤ i ≤ p λiها، اگر (٣

tr (A) آن در که λi > ٠ و tr (A) =
∑n
i=١ λi آنگاه باشند،

است. A ماتريس اثر

می کند. تعیین را دوم درجه فرم یک کران های زیر قضیه

باشند، A متقارن ماتريس ويژه مقادير (١ ≤ i ≤ p) λiها اگر .٢. ١ لم

.min١≤i≤pλi ≤ xTAx
xTx

≤ max١≤i≤pλi آنگاه:

ماتريس با تصادفی بردار يک Z = (Z١, ..., Zn) اگر ([١۴]) .٢. ٢ لم

١ ≤ i ≤ هر برای آن در که باشد Σ مثبت معين واريانس-کواريانس

،E(Y ٢) <∞ که باشد ديگری تصادفی متغير Y و E(Zi
٢) <∞ ،m

داریم: i = ١, ...,m که γi = cov (Zi, Y ) تعريف با

var (Y ) ≥ γTΣ−١γ (١)

ويژه مقادير ماکزيمم λ١ اگر به ویژه .γT = (γ١, ..., γn) آن در که

در که var (Y ) ≥ ١
λ١

∑m
i=١ γi

٢ ≥
∑m

i=١ γi
٢

tr(Σ)
آنگاه باشد، Σ ماتريس

ماتريس يک Σ اگر بعلاوه است. Σ قطری درايه های مجموع tr(Σ) آن

آنگاه: باشد، σi٢ درايه های با قطری

var (Y ) ≥
∑m

i=١
γi

٢

σi٢ . (٢)

استفاده با x ̸= ٠ دلخواه بردار هر ازای به (٢) نامساوی اثبات برای

داريم: شوارتز کوشی- نامساوی از

(
cov

(
xTZ, Y

))٢
≤ var

(
xTZ

)
. var (Y ) .

داريم: ٢. ١ لم و γ تعريف طبق بنابراین

var (Y ) ≥ supx ̸=٠
(xT γ)٢

xTΣx
= γTΣ−١γ

يك Σ آن در که نامساوی این در Σ−١ = diag{σi−٢} دادن قرار با و

از می شود. نتيجه (٢) نامساوی است، σ٢
i درايه های با قطری ماتريس

و tr (Σ) =∑m
i=١ var (Zi) داريم ديگر طرف

γTγ =
∑m

i=١
γi

٢ = ρ٢ var (Y )
∑m

i=١
var (Zi)

ρ٢ ≤ ١ اینکه دليل به است. Zi و Y بين همبستگی ضريب ρ آن در که

٢. ١ لم در A = Σ−١ دادن قرار با حال .var (Y ) ≥
∑m

i=١ γi
٢

tr(Σ)
داريم

داريم:

infγ ̸=٠
γTΣ−١γ

γT γ
= ١

λ١
. (٣)

می شود: نتيجه (٣) رابطه از

γTΣ−١γ ≥
∑m

i=١ γi
٢

λ١
. (۴)

همگی λiها است، مثبت معين ماتريس يک Σ−١ اينکه دليل به اما

ماتريس اگر نکته اين به توجه با .λ١ < tr (Σ) ازاین رو و هستند مثبت

قطری ماتريس يك Σ اگر .∑m
i=١

γ٢
i

σi٢ ≥
∑m

i=١ γi
٢

tr(Σ)
داريم باشد، قطری

،(٣) در Σ−١ = diag{σi−٢} دادن قرار با باشد، σ٢
i درايه های با

ملاحظه (۴) و (٢) روابط مقايسه با می شود. نتيجه (٢) نامساوی

[١۵ ،١۴] در است. (٢) نامساوی از قوی تر (۴) نامساوی كه می شود

پیدا بیز مخاطره  برای اساسی نامساوی یک زير مطلوب شرایط تحت

می شود:
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باشند اندازه پذير توأماً توابعی ١ ≤ i ≤ m ،ki(x,θ) توابع الف)

مطلقاً Θ × Xn روی λ × µn حاصل ضرب به اندازه نسبت که

x هر∋ برای و است Rmدر لبگ اندازه λ و هستند انتگرال پذير

.
∫
Θ
ki(x,θ)dθ = ٠ ،Xm

و باشد اندازه پذير توأماً (x,θ) در g(θ)ki(x,θ) کنيد فرض ب)

انتگرال پذير پيوسته به طور Θ×Xn روی λ×µn به اندازه نسبت

باشد.

مؤلفه های در ∂
∂θi

g(θ) و مشتق پذير θ مؤلفه های به نسبت g(.) ج)

باشد. پيوسته θ

مؤلفه های به نسبت fn(x,θ)h(θ) و دلخواه اندازه پذير تابع h(.) د)

می شود تعريف θ ∈ Sq و x ∈ Xn هر برای باشد. مشتق پذير θ

.ki(x,θ) = ∂
∂θi

[fn(x, θ)h(θ)]

|fn(x, θ)h(θ)| → ٠ می شود فرض x ∈ Xn هر برای به علاوه

مؤلفه های مؤلفه iامين تكيه گاه Θi آن در كه |θi| → ∂Θi وقتی

است. Θi مرزی نقاط ∂Θi و θ

در θ مؤلفه های به نسبت مشتق جابه جایی ه)

باشد. مجاز
∫
Xn fn(x, θ)µ

n(dx) = ١

موجود ∂
∂θi

I(θ) و In(θ) =
∑m
i=١ E

[
∂
∂θi

log fn(X,θ)
]٢

و)

باشد. پيوسته θi مؤلفه های در و

و Zi = Gi(x, θ) = ki(x,θ)
fn(x,θ)q(θ)

،Y = g(θ∗) − g(θ) تعريف با

داد نشان می توان به سادگی (الف) فرض و فوبينی قضيه از استفاده با

همچنین و γi = E(Y Zi) = −E [g(θ)Gi(X,θ)] و E(Zi) = ٠

.cov(Zi, Zj) = E[Gi(X,θ)Gj(X,θ)]

آن در که بگیرید نظر در را (١) رابطه

γm×١ = (−E [g(θ)G١(X,θ)] , ...,−E [g(θ)Gm(X,θ)] )T

مطالب به توجه با .Σ = ((E[Gi(X,θ)Gj(X,θ)]))m×m و

می شود: گرفته نتيجه زير قضيه بالا در بیان شده

داريم: (الف)-(ج) شرایط تحت ([١۴]) .٢. ٣ قضیۀ

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥

∑m
i=١ E [g(θ)Gi(x, θ)]∑m
i=١ E[Gi(x, θ)]

٢

+ [E (g(θ∗))− g(θ)]
٢
.

Gi(x, θ) صورت این در باشند، برقرار نيز (و) و (ه) شرايط كنيد فرض

Gi(x, θ) = ∂
∂θi

log fn(x, θ)
h(θ)
q(θ)

+ h(i)(θ)
q(θ)

به صورت می توان را

اضافه با است. θi به نسبت h(θ) جزئی مشتق h(i)(θ) آن در كه نوشت

،[g(θ)Gi(x, θ)] عبارت به ∂
∂θi

g(θ)[fn(x, θ)h(θ)] کردن كم و

E [g(θ)Gi(x, θ)] = رابطه فوبينی قضيه و (د) شرط به توجه با

نسبت g(θ) مشتق g(i)(θ) آن در که می شود نتيجه −E
[
g(i)(θ)h(θ)

q(θ)

]
Eθ
[
∂
∂θi

log fn(X,θ)
]
= داریم (ح) شرط از همچنين است. θi به

بنابراین: .٠

E[G٢
i(x, θ)] = Eθ

[
I(i)n (θ)h

٢(θ)
q٢(θ)

]
+ E

[
h(i)(θ)
q(θ)

]٢

قضيه بنابراین .I(i)n (θ) = EX|θ

[
∂
∂θi

log fn
(i)(X, θ)

]٢
آن در که

می شود. ثابت زير

داريم: (الف)-(ه) شرايط برقراری تحت ([١۴]) .۴ .٢ قضیۀ

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥∑m

i=١

(
E
[
g(i)(θ)h(θ)

q(θ)

])٢

∑m
i=١ E

[
I
(i)
n (θ)h

٢(θ)
q٢(θ)

]
+
∑m
i=١ E

[
h(i)(θ)
q(θ)

]٢

+ [E (g(θ∗)− g(θ))]
٢

به ویژه:

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥ (۵)∑m

i=١

(
E
[
g(i)(θ)h(θ)

q(θ)

])٢

∑m
i=١ E

[
I
(i)
n (θ)h

٢(θ)
q٢(θ)

]
+
∑m
i=١ E

[
h(i)(θ)
q(θ)

]٢ .

با خاص حالت دو در (ه)، تا (ب) مطلوب شرايط برقراری فرض با

دو ترتیب به (۵) رابطه در h(θ) = q(θ) یا h(θ) = q(θ)

In(i)(θ)
انتخاب

می شود. حاصل زیر نتیجه

(الف)-(ه): شرايط برقراری تحت ([١۴]) .۵ .٢ نتیجه

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥

∑m
i=١

(
E
[
g(i)(θ)
In(θ)

])٢

E
[

١
In(θ)

]
+
∑m
i=١ E

[
h(i)(θ)
q(θ)

]٢

=

١
n

∑m
i=١

(
E
[
g(i)(θ)
I١(θ)

])٢

١
n
E
[

١
I١(θ)

]
+
∑m
i=١ E

[
h(i)(θ)
q(θ)

]٢

که: شده نوشته حقيقت اين اساس بر آخر تساوی که

In(θ) =
∑m

i=١
I(i)n (θ)

=
∑m

i=١
EX|θ

[
∂
∂θi

log fn(x,θ)
]٢

= nI١(θ).

(الف)-(ه): شرايط برقراری تحت ([١۴]) .۶ .٢ نتیجه

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥ (۶)∑m

i=١

(
E
[
g(i)(θ)

])٢

nE[I١(θ)] +
∑m
i=١ E

[
∂
∂θi

log q(θ)
]٢ .
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مخاطره حدی حالت که زیر نامساوی (۶) رابطه اساس بر حال

می شود: حاصل است مینیماکس

(الف)-(ه): شرايط برقراری تحت ([١۴]) .٢. ٧ قضیۀ

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEθ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢

≥

∑m
i=١

(
g(i)(θo)

)٢

I١(θo)

.εn, ١
nε٢

n
→ ٠ ،Jn = {θ : |θ − θo| < εn} وقتی که و آن در كه

θo = (θ١o, ..., θmo) ∈ و Jn ⊂ Θo ، εn > ٠ ازای به اثبات:

:θ ∈ Jn هر برای است. Θ درون نقاط مجموعه Θ◦ آن در که Θo

EX|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢ ≤ supθ∈JnEX|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢ (٧)

انتخاب با اکنون است. Jn در دلخواه پيشين چگالی q(θ) آن در كه

پيشين چگالی تابع

q(θ) =
∏m

i=١

{
١
ε
cos٢ π(θi−θi٠)

٢ε

}
(٨)

كه می شود ملاحظه به سادگی مستقيم، محاسبات با ،Jn در

جايگزين با حال .١ ≤ i ≤ m ،[E
[
∂
∂θi

log q(θ)
]٢

= π٢εn
−٢

می شود: حاصل زیر نامساوی (۶) رابطه در فوق رابطه نمودن

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥

∑m
i=١

(
E
[
g(i)(θ)

])٢

nE[I(θ)] +mπ٢εn−٢ . (٩)

می شود: مشاهده به راحتی (٩) و (٧) روابط تلفيق با

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ ≥∑m
i=١

(
E
[
g(i)(θ)

])٢

E[I١(θ)] +mπ٢εn−٢n−١

≥
infθ∈Jn

∑m
i=١

(
g(i)(θ)

)٢

supθ∈JnI١(θ) +mπ٢εn−٢n−١ .

نشان می توان ،[٣] در limn→∞ و limn→∞ خواص از استفاده با حال

داد:

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ ≥ (١٠)

lim
n→∞

infθ∈Jn
∑m
i=١

(
g(i)(θ)

)٢

lim
n→∞

supθ∈JnI١(θ) + lim
n→∞

mπ٢ε−٢
n n−١

.Jn = {θ : |θ − θo| < εn} ⊂ Θ◦ آن در كه

و I(θ) (و)، و (ج) شرایط طبق اينكه به توجه با ،εn → ٠ اگر

که: کرد تحقيق می توان پيوسته اند ، θo در g(i)(θ)ها

lim
n→∞

infθ∈Jn
∑m

i=١
g(i)(θ) =

∑m

i=١
g(i)(θo),

lim
n→∞

supθ∈JnI١(θ) = I١(θo).

εn = n−α (به عنوان مثال ١
nε٢

n
→ ٠ ،n→ ∞ وقتی كنيد فرض حال

به صورت (١٠) رابطه صورت اين در بگيريد)، نظر در را ٠ < α < ١
٢ و

می شود: تبدیل مسئله حکم یعنی زیر

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEθ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ (١١)

≥

∑m
i=١

(
g(i)(θo)

)٢

I١(θo)

.εn, ١
nε٢

n
→ ٠ ،n→ ∞ وقتی که آن در كه

هنگامی که می شود گرفته نظر در بالا نامساوی از خاص حالتی اکنون

،([١۴]) باشند متعامد پارامتر فضای از θ = (θ١, ..., θm) مؤلفه های

كنيد توجه .EX|θ

[
∂
∂θi

log f(X, θ) ∂
∂θj

log f(X,θ)
]
= ٠ یعنی

داريم: i ̸= j هر برای که

E [Gi(X,θ)Gj(X,θ)] = E

[
ki(X, θ)kj(X,θ)

f ٢
n(X,θ)q٢(θ)

]
=

∫
χn

∫
Θ

∂
∂θi

log [fn(x, θ)q(θ)]

× ∂
∂θj

log [fn(x, θ)q(θ)] fn(x, θ)q(θ)µ
n(dx)dθ

صفر برابر فوق مقدار (ه)، و (د) شرط و Xiها استقلال به توجه با اما

ماتريس يك Σ = ((E(Gi(X, θ)Gj(X, θ))) ماتريس بنابراین است.

قضيه در مشابه استدلال با و ٢. ٢ لم از استفاده با ازاین رو و است قطری

:([١۴]) داد نشان می توان ۴ -٢

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥

∑m

i=١

(
E
[
g(i)(θ)

])٢

E
[
I
(i)
n (θ)

]
+ E

[
∂
∂θi

log q(θ)
]٢ .

می شود. حاصل ٢. ٧ قضيه از به سادگی زير قضيه حال

مؤلفه های اگر (الف)-(و)، شرايط برقراری تحت ([١۴]) .٢. ٨ قضیۀ

آنگاه: ،εn, ١
nε٢

n
→ ٠ و باشند متعامد θ

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEθ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ (١٢)

≥
∑m

i=١

[
g(i)(θo)

]٢

I
(i)
١ (θo)

.Jn = {θ : |θi − θio| < εn} آن در كه

تساوی به θ ∈ Θ هر برای (١٢) نامساوی اگر ([١۴]) .٢. ٩ تعریف

مجانبی-موضعی مینیماکس برآوردگر يك گویند g(θ∗) شود، تبدیل

است. g(θ) (LAME)

مسئله در را ذکرشده قضايای كاربرد مثال، چند ذکر با ادامه در

می شود. بيان مینیماکس تصمیم اتخاذ
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مستقل تصادفی متغيرهای Y و X کنید فرض ([١۴]) .٢. ١٠ مثال

که θ = (θ١, θ٢) تعريف با حال .Y ∼ E(ψ) و X ∼ E(λ) که باشند

LAME برآوردگر يک يافتن هدف ،ψ = θ١θ
١
٢
٢ و آن λ = θ١θ

− ١
٢

٢ در

Ziها = (Xi, Yi) از n به اندازه تصادفی نمونه يك اساس بر ψ
λ

برای

نشان می توان مستقيم محاسبات با ابتدا منظور این برای است.

،g(θ) = θ٢ تعريف با حال عمودند. هم بر θ مؤلفه های كه داد

g(٢)(θo) = ١ ،I(٢)
١ (θo) = (٢θ٢

o)
−١ که می شود ملاحظه به سادگی

خواهيم (١٢) پایين كران در مقادير اين جايگذاری با . g(١)(θo) = ٠ و

داشت:

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnE
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ ≥

∑٢

i=١

[
g(i)(θo)

]٢

I
(i)
١ (θo)

= ٢θ٢
o.

می توان به سادگی ،λ
∑n

i=١ Xi

ψ
∑n

i=١ Yi
∼ F (٢n, ٢n) اینکه به توجه با طرفی، از

g(θ) برای نااريب برآوردگر يك g(θ∗) = n−١
n

λ
∑n

i=١ Xi

ψ
∑n

i=١ Yi
که داد نشان

و است

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢
= var (g(θ∗)) = ٢n−١

n(n−٢)

(
ψ
λ

)٢
= ٢n−١

n(n−٢)θ
٢
٢.

داریم: n→ ∞ وقتی εn → ٠ اگر (و)، فرض برقراری تحت حال

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEθ

[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢
=

lim
n→∞

supθ∈Jn

(
١

I
(٢)
١ (θ)

)
= ٢θ٢

o.

است. g(θ) = ψ
λ

برای LAME يك g(θ∗) ،٢. ٩ تعريف طبق لذا

تصادفی نمونه يك X = (X١, ..., Xn) کنید فرض ([١۴]) .٢. ١١ مثال

LAME یک آوردن دست به هدف باشند. N(µ, σ٢) توزيع از nتایی

معلوم مقدار b و θ = (µ, σ٢) آن در که است g(θ) = µ + bσ٢ برای

برآورد يك g(θ∗) = X + b
n+١

∑n
i=١ (Xi −X)

٢ که اين از است.

b برای مناسب مقدار يك كه می رسد نظر به است، g(θ) برای طبيعی

مينيمم را g(θ∗) برای (MSE) خطا دوم توان میانگین كه باشد مقداری

،g(٢)(θo) = b ،g(١)(θo) = ١ كه داد نشان می توان به سادگی كند.

در فوق مقادير جايگذاری با حال .I(٢)
١ = (٢σ۴)

−١ و I(١)
١ (θ) = σ−٢

نوشت: می توان (١٢) رابطه راست سمت عبارت

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢ ≥ σ٢
o + ٢bσ۴

o. (١٣)

که می شود ملاحظه ديگر طرف از

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢
= var(X + bS٢) = σ٢

n
+ ٢b٢

n−١σ
۴.

(و): شرط از استفاده با بنابراین

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEθ

[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢

= lim
n→∞

supθ∈Jn(σ
٢ + ٢bσ۴)

= lim
n→∞

supθ∈Jn

(
١

I
(١)
١ (θ)

+ b

I
(٢)
١ (θ)

)
= ١

I
(١)
١ (θo)

+ ١
I
(٢)
١ (θo)

= σ٢
o + ٢b٢σ۴

o.

بر بنا g(θ∗) كه می شود نتيجه (١٣) رابطه و فوق عبارت مقایسه با

است. g(θ) برای مجانبی-موضعی مینیماکس برآوردگر يك ٢. ٩ تعريف

متعامد θ = (τ/σ, τ + σ) مؤلفه های كه داد نشان می توان هم چنین

که است g(θ) = µ
σ٢ تخمين در LAME يك g(θ∗) = X̄

S٢ و هستند

.S٢ = ١
n−١

∑n
i=١ (Xi −X)

٢ آن در

مجانبی-موضعی مینیماکس برآورد ٣

نرمال توزيع پارامترهای برای

چندمتغيره

کنید فرض می  شود. بررسی ٢. ١١ مثال چندمتغيره حالت بخش اين در

چند نرمال توزيع از k-بعدی تصادفی بردارهای ١ ≤ i ≤ n ،Xi

Σ = V (ψ) واریانس-كواريانس ماتريس و βa ميانگين با متغيره

ترتيب به V و a و مجهول ثابت پارامترهای ψ و β به طوری که باشند

همبستگی ψ و β اگر باشند. معلوم k × k ماتريس و k-بعدی بردار

که داد نشان می توان مستقيم محاسبات انجام با باشند، نداشته تابعی

برآورد اینجا، در موردعلاقه مسئله هستند. متعامد ψ و β پارامترهای

است: زير به صورت پارامتر از تابعی

g(β, ψ) = βαT a + γTV (ψ)δ (١۴)

تعريف با هستند. k-بعدی معلوم بردارهای δ و α ،γ آن در كه

(١۴) رابطه طرفین از برداری مشتق گيری اعمال با و θ = (β, ψ)

داريم:

g(١)(θ) = ∂
∂β
g(β, ψ) = αTa, (١۵)

g(٢)(θ) = ∂
∂ψ
g(β, ψ) = γTV ′(ψ)δ

V (ψ) درايه های از مشتق گيری از حاصل شده ماتريس V ′(ψ) آن در كه

درايه های كه شده فرض اينجا در کنید توجه .[١۴] است ψ به نسبت
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(١۵) مقادير جايگذاری با اکنون هستند. مشتق پذير ψ به نسبت V (ψ)

می شود: ملاحظه (١٢) رابطه در

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ (١۶)

≥
∑٢

i=١

[
g(i)(θo)

]٢

I
(i)
١ (θo)

=
(αTa)

٢

I
(١)
١ (θo)

+
[γTV ′(ψ)δ]

٢

I
(١)
١ (θo)

است m = ٢ برای (٨) در معرفی شده پيشين چگالی q(θ) آن در که

،ε−٢
n n−١ → ٠ آن در که Jn = {θ : |θ − θo| < εn}همچنین و

آن در که f(x,θ) = ١
(٢Π)k/٢ |Σ|١/٢ e−

١
٢ (x−µ)TΣ−١(x−µ) و εn → ٠

(١۶) رابطه پایين كران آوردن دست به برای .Σ = V (ψ) و µ = βa

مقادیر i = ١, ٢ برای ابتدا صريح به صورت

I(i)(θ) = EX|θ

[
∂
∂θi

log fn(X, θ)
]٢

می کنیم. شروع چندمتغیره نرمال چگالی تابع از می كنيم. محاسبه را

log f(x, θ) = − k
٢ log(٢π) + ١

٢ log
∣∣Σ−١∣∣ (١٧)

− ١
٢

(
xTΣ−١x− ٢xTΣ−١µ+ µTΣ−١µ

)
.

داريم: (١٧) رابطه طرفین از مشتق گيری با

∂
∂µ

log f (x , θ) = Σ−١ (x− µ) ,

∂
∂β

log f(x,θ) =
[
vec

(
∂
∂µ

log f
)]T [

V ec
(
dµ
dβ

)]
= tr

[
Σ−١(x− µ)a

]
= aTΣ−١(x− µ).

بنابراین

I
(١)
١ (θ) = EX|θ

[
∂
∂θ

log f(x,θ)
]٢

= EX|θ [a
TΣ−١(x− µ)(x− µ)TΣ−١a]

= aTΣ−١EX|θ [(x− µ)(x− µ)T ] Σ−١a

= aTΣ−١a = aTV −١(ψ)a.

می كنيم: عمل زير به صورت نيز I(٢)
١ (θ) محاسبه برای

داريم Σ−١ به نسبت (١٧) طرفین از جزئی مشتق گيری اعمال با

.Z = (x− µ)(x− µ)T آن در که ∂
∂Σ−١ log f(x, θ) =

١
٢ (Σ− Z)

که: می شود نتيجه بالا روابط از

∂
∂ψ

log f(x,θ) =
[
V ec

(
∂

∂Σ−١ log f(x ,θ)
)]T [

V ec
(
dΣ−١

dψ

)]
(١٨)

= − ١
٢ tr
[
(Z − Σ)Σ−١ dΣ

dψ
Σ−١

]
= − ١

٢ tr
[
(Z − V )V −١V ′V −١]

داريم: (١٨) رابطه از طرفی از .V ′ = ∂
∂ψ

Σ و V = Σ آن در که

E
[
∂
∂ψ

log f(x,θ)
]
= − ١

٢ tr
[(
EX|θ (Z)− V

)
V −١V ′V −١] = ٠.

از و I(٢)
١ (θ) = Ex|θ

[
∂
∂ψ

log f
]٢

= V arθ
[
∂
∂ψ

log f
]

آن پی در و

داريم: (١٨) رابطه

V ar
{ ١

٢ tr
[
(z − V )V −١V ′V −١]} (١٩)

= ١
۴V arθ

{
tr
[
ZV −١V ′V −١]}

= ١
۴V arθ

{
tr

[
V

١
٢ V − ١

٢ZV − ١
٢ V

١
٢ V −١V ′V V −١

]}
= ١

۴V arθ

{
tr

[
V

١
٢WV

١
٢ V −١V ′V −١

]}
= ١

۴V arθ

{
tr

[
WV − ١

٢ V ′V − ١
٢

]}
= ١

۴V arθ {tr(AW )}

تجزيه طبق اما .W = V − ١
٢ZV − ١

٢ و A = V − ١
٢ V ′V − ١

٢ آن در که

داريم: A متقارن ماتريس طيفی

HTH = HHT = I, (٢٠)

Ω = diag {λ١, ..., λn}

ويژه مقادير ها λi و است k مرتبه از متعامد ماتريس يك H آن در كه

داريم: (١٩) رابطه در (٢٠) دادن قرار با هستند. A ماتريس

I
(٢)
١ (θ) = ١

۴V arθ
[
tr(HTΩHH)

]
(٢١)

= ١
۴V arθ

[
tr(ΩHWHT )

]
= ١

۴V arθ
[
tr(ΩW̃ )

]
.W̃ = HWAT آن در که

ميانگين با نرمال توزيع دارای Y = V − ١
٢ (X−µ) اينکه به توجه با

با است، همانی) (ماتريس Ik×k واريانس-کواريانس ماتريس و صفر

و W = Y Y T ∼Wishart(I, k, ١) ویشارت توزیع خواص به توجه

ازای به ها
∼
Wij آن بر علاوه .W̃ = HTWH ∼ Wishart(I, k, ١)

به توجه با .V ar(wii) = ٢ هم چنین و ناهم بسته اند ١ ≤ i, j ≤ k

می شود: ساده زير به صورت (٢١) رابطه بالا، در ذکرشده روابط

I
(٢)
١ (θ) = ١

۴V arθ
[∑k

i=١
λiw̃ii

]
= ١

۴

∑k

i=١
λ٢
iV arθ(w̃ii) =

١
٢ tr(A

٢)

بنابراین .A٢ = HTΩ٢H داريم A متقارن ماتريس طيفی بسط از زيرا

tr(A٢) = tr(Ω٢HHT ) = tr(Ω٢) =
∑k

i=١
λ٢
i .
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ازاین رو و tr(A٢) = ١
٢ tr(V

−١V T )
٢ داریم A تعريف به توجه با اما

I
(٢)
١ (θ) = Ex|θ

[
∂
∂ψ

log f(x,θ)
]٢

= ١
٢ tr(V

−١V ′)
٢
.

،n → ∞ وقتی (١۶) رابطه در بالا روابط جايگذاری با حال

می شود: حاصل زیر نتیجه εn → ٠ و εn−٢n−١ → ٠

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

]٢ (٢٢)

≥
(
αTa

)٢

aTV −١(ψo)a

+
٢
[
γTV ′(ψo)γ

]٢

tr[V −١(ψo)V ′(ψo)]
٢

فرض خاص حالت در .[١۴] Jn = {θ : |θ − θo| < εn} به طوری که

آن در که باشد V (ψ) = ∆ψ به صورت خطی تابع يك V (ψ) کنید

جايگذاری با است. مثبت معين ماتريس يك ∆k×k و ψ > ٠

:[١۴] داریم (٢٢) رابطه در V (ψ) = ∆ψ

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ (٢٣)

≥ ψo(α
Ta)

٢

aT∆−١a
+

٢(γT∆δ)
٢
ψ٢
o

k
.

به صورت را g(θ) = βαT a + ψγT∆δ طبيعی برآوردگر يك حال

مقدار يك c آن در كه بگیرید نظر در g (θ∗) = αT X̄ + cγT Ãδ

Ã = ١
n

∑n
i=١

(
Xi −X

) (
Xi −X

)T و X̄ = ١
n

∑n
i=١ Xi و ثابت

µ درستنمایی برآوردگرهای و Ã = ١
n

∑n
i=١ (Xi −X)(Xi −X)

T

برآوردگرهای ترتیب به nÃ
n−١ و X̄ هم چنین است. n > k برای ،Σ و

هم از Ã و X̄ كه نكته اين از استفاده با اکنون هستند. Σ و µ نااريب

داد: نشان می توان هستند، مستقل

EX|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢
= ١

n
ψ(αT∆α) (٢۴)

+ ψ٢(γT∆δ)
٢ ×

{
c٢(n−١)٢

n٢ − ٢c(n−١)
n

+ ١
}

+ ψ٢ (n−١)c٢

n٢ ×
[
(γT∆δ)

٢
+ (γT∆γ)(δT∆δ)

]
.

،Γ معلوم مثبت معين نيمه ماتريس ،V (ψ) = ∆ψ + Γ خطی تابع

اگر حال بگیرید. نظر در را ψ > ٠ و ∆k×k مثبت معين ماتريس

داشت خواهيم (٢٢) رابطه در V (ψ) = ∆ψ جایگذاری با ،Γ = ٠

:[١۴]

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ ≥

ψo
(αTa)

٢

aT∆−١a
+

٢(γT∆γ)
٢
ψ٢
o

k٢ .

در که هستند Σ و µ درستنمایی برآوردگرهای Ã و X كه كنيد توجه

هستند. Σ و µ نااريب برآوردگرهای nÃ
n−١ و X هم چنین و n > k آن

ملاحظه هستند، مستقل هم از Ã و X اینکه و نكته اين از استفاده با

:([١۴]) كه می شود

EX|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢
= V arθ [g(θ

∗)] (٢۵)

+ [Ex|θ (g(θ∗))− g(θ)]
٢

EX|θ (g(θ∗)) = βαa+ c
(
n−١
n

)
ψ γT∆δ (٢۶)

V arθ (g(θ
∗)) = ١

n
ψαT∆α+ c٢V arθ(γ

T Ãδ). (٢٧)

سمت دوم جمله ،S =
∑n
i=١ (Xi −X)(Xi −X)

Tتعريف با

كرد: محاسبه زير به صورت می توان را (٢٧) رابطه راست

V arθ(δ
T Ãδ) = ١

n٢ V arθ(δ
TSδ) = [tr(BS)] (٢٨)

است: متقارن A چون كنيد توجه است. B = δγTآن در كه

tr(BS) = tr
[(

B+BT

٢

)
S
]
. (٢٩)

می كنيم. بيان را زير مفيد لم ابتدا D = B+BT

٢ انتخاب با ادامه در

داريم D متقارن ماتريس برای ([١۴]) .٣. ١ لم

V arθ [tr(DS)] = ٢(n− ١)tr(DΣDΣ).

D = ماتريس دو برای ماتريس، اثر تعريف به توجه با اثبات:

داريم: Σ = (σij)k×k و (dij)k×k

tr(DΣDΣ) =
∑k

ijpl
dijσjpdplσℓi

است: متقارن DΣDΣ چون و

tr(DΣDΣ) =
∑k

i,j
d٢
ijσ

٢
ij + ٢

∑
i<j<p<e

dijσjpdplσei.

داريم: ديگر طرف از

V arθ [tr(DS)] =
∑k

i=١

∑k

j=١
dij

٢V ar(sij) (٣٠)

+ ٢
∑

i<..<e
cov(aijsij , aρespe)

V arθ(sij) = (n−١)(σij٢+σiiσij) و S ∼Wishartk(Σ, n−١) و

روابط جايگذاری با .Covθ(sij , spe) = (n−١)(σipσje+σieσjp) و

که: می شود ملاحظه ،(٣٠) در اخیر رابطه دو

V arθ[tr(DS)] =

٢(n− ١)
[∑k

i,j
d٢
ijσ

٢
ij + ٢

∑
i<j<p<e

dijσjpdplσei
]
.

است. کامل لم اثبات (٣٠) رابطه و بالا رابطه مقايسه با حال
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می شود: نتيجه (٢٩) و (٢٨) روابط از حال

V arθ[tr(BS)] = ٢(n− ١)tr
[(

B+BT

٢

)
Σ
(
B+BT

٢

)
Σ
]

= ٢(n− ١)[tr(BΣBΣ) + tr(BΣBTΣ)].

با سپس و فوق عبارت در Σ = Ψ∆ و B = δγT دادن قرار با

رابطه ،(٢٨) در حاصل مقدار جايگذاری

V arθ[γ
T Ãδ] = (n−١

n٢ )Ψ٢[(γT∆δ) + (γT∆γ)(δT∆δ)

رابطه ،(٢۶) رابطه در فوق رابطه دادن قرار با می آيد. دست به

V arθ (g(θ
∗)) = ١

n
ψαT∆α

+ c٢(n−١
n٢ )Ψ٢[(γT∆δ) + (γT∆γ)(δT∆δ)

(٢۵) در (٢۶) رابطه و فوق عبارت دادن قرار با حال می آيد. دست به

:([١۴]) داريم

Ex|θ [g(θ
∗)− g(θ)]

٢
=

١
n
ψ(αT∆α) + ψ٢(γT∆δ)

٢
{
c٢(n−١)٢

n٢ − ٢c(n−١)
n

+ ١
}

+ ψ٢ (n−١)c٢

n٢

[
(γT∆δ)

٢
+ (γT∆γ)(δT∆δ)

]
.

g(θ) از g(θ∗) خطای مربعات مجموع كه داد نشان می توان همچنين

آن: در که می كند اختيار c = c∗ در را خود مينيمم

c∗ =
(γT∆δ)

٢

(γT∆δ)٢ + ١
n
(γT∆γ)(δT∆δ)

.

که است g(θ) برآوردگر يک g١ (θ
∗) = αT × c∗

(
γT Ãδ

)
بنابراین

رابطه در دادن قرار با می كند. مينيمم را خطا مربعات مجموع ميانگين

:([١۴]) كه می شود ملاحظه به سادگی (٢۴)

lim
n→∞

EX|θ [
√
n(g١(θ

∗)− g(θ))]
٢
=

ψ(αT∆α) + ψ٢
{
(γT∆γ)

٢
(δT∆δ) + γT∆δ)٢

}
.

میانگین كه است نظر اين از بهينه برآورد يك g١(θ
∗) اگرچه که کنید توجه

پایين كران در بالا حد كه است واضح اما می كند مینیمم را خطا دوم توان

يک g١(θ
∗) ،٢. ٩ تعريف طبق لذا نمی دهد. دست به را (٢٣) نامساوی

در g١(θ
∗) شد، ملاحظه که همان گونه اما نيست، g(θ) برای LAME

مسئله لذا است. LAME برآوردگر يک ٢. ١٠ مثال در یک بعدی حالت

g(θ) به صورت پارامترهایی تخمين در LAME يك يافتن موردعلاقه،

ماتريس يک X = (X١, ...,Xn) کنید فرض منظور این برای است.

چند نرمال توزیع از هم توزيع و مستقل بردارهای Xi آن در که باشد

Y = zµT + U رگرسيونی مدل باشند. Nk (µ = βa, ψ∆) متغیره

و Z = ١n ،Y = (X١, ...,Xk)
T آن در كه بگيريد نظر در را

طرفی از .i = ١, ..., k ،ui ∼ Nk(٠, ψ∆) که U = (u١, ...,un)
T

به صورت µ پارامتر رگرسيونی برآوردگر که می دانيم

µT = β̂a
T =

((
T
n١n

)−١
١TnY = X̄T

E =
∑n
i=١ (Xi −X)(Xi −X)

T با برابر خطا دوم توان میانگین و

به توجه با ،ψ̂ = tr(∆−١S)
(n−١)k و β̂ = aT∆−١x

aT∆a
تعريف با اکنون است.

ψ̂ كه داد نشان می توان به سادگی و tr
(
∆−١E

)
∼ χ٢

k(n−١) ،[٨]

و موردعلاقه پارامتر اکنون هستند. β و ψ نااريب برآوردهای β̂ و

g(θ) = β
(
αT a

)
+ ψ

(
γT∆δ

)
به صورت را متناظر برآوردگرهای

با بگیرید. نظر در g٢ (θ
∗) = β̂

(
αTa

)
+ ψ̂

(
γT∆δ

)
همچنین و

به صورت می توان را (٢) نامساوی كه داد نشان می توان ساده محاسبات

نوشت: زير

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ
[√
n (g(θ∗)− g(θ))

]٢ (٣١)

≥ (αTa)
٢

I
(١)
١ (θo)

+
(γT∆δ)

٢

I
(٢)
١ (θo)

.θo = (βo, ψo) و I(٢)
١ (θo) =

k
٢ψ٢

o
،I(١)

١ (θo) =
αT∆−١a

ψo
آن در که

نااريب برآورد يك g٢(θ
∗) اینکه و ψ̂ و β̂ استقلال دليل به ديگر طرف از

نوشت: می توان است، g(θ)

EX|θ [g٢(θ
∗)− g(θ)]

٢
=

ψ(αTa)
٢

n(αT∆−١a)
+

٢ψ٢

(n− ١)k
(γT∆δ)

=

(
αTa

)
I
(١)
١ (θ)

+

(
γT∆δ

)
I
(٢)
١ (θ)

.

که داد نشان می توان (و) شرط از استفاده با اما

lim
n→∞

infθ∗supθ∈JnEX|θ [
√
n (g(θ∗)− g(θ))]

٢ (٣٢)

= lim
n→∞

supθ∈Jn

((
αTa

)
I
(١)
١ (θ)

+

(
γT∆δ

)
I
(٢)
١ (θ)

)

=

(
αTa

)
I
(١)
١ (θo)

+

(
γT∆δ

)
I
(٢)
١ (θo)

=
ψo(α

Ta)
٢

n(αT∆−١a)
+

٢ψo٢

(n− ١)k
(γT∆δ)

.εn, ١
nε٢

n
→ ٠ ،n → ∞ با و Jn = {θ : |θ − θo| < εn} آن در كه

که می شود ملاحظه (٢. ٩) تعريف به بنا (٣٢) و (٣١) روابط مقايسه با

است. g(θ) مؤلفه های تخمين در LAME يك g٢(θ
∗)
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توابع برای كرامر-رائو نامساوی ۴

g(x) = c|x|e فرم به زيان

برآوردگرهای از کلاسی بيز مخاطره برای پايين کران يک ٣ بخش در

در آوردیم. دست به خطا مربع زيان تابع اساس بر چندبعدی، پارامتر

زيان تابع تحت بيز مخاطره برای پایین كران يك می خواهیم بخش اين

آوريم دست به را e > ١ که L(θ∗, θ) = |g(θ∗)− g(θ)|e به صورت

مجانبی- مینیماکس پایین كران يك آن، از كاربردی يك به عنوان و

اين واقع در و می شود آورده دست به زيانی توابع چنين برای موضعی

در كه نمادهایی است. یک بعدی θ حالت در ٣ بخش تعمیم بخش

شرايط كنيد فرض بود. خواهد موردنیاز بخش اين در شد، بيان ٣ بخش

باشند. برقرار (الف)-(و) مطلوب

١
γ
+ ١
e
= ١ رابطه e > ١ و γ حقيقی عدد دو بين اگر ([١۴]) .١ .۴ قضیۀ

٠ < E|G(x,∞)|γ < ∞ و E |g(∞)G(x, θ)| < ∞ و باشد برقرار

آنگاه: ،E |g(θ)G(x, θ)| <∞ و

infθ∗BR(g(θ
∗), g(θ)) = E|g(θ∗)− g(θ)|e (٣٣)

≥ (E |g(θ)G(x, θ)|)e

(E|G(x, θ)|γ)e−١ .

که کرد تحقيق می توان به سادگی اثبات:

ϵ ((g(θ∗)− g(θ))G(x, θ)) = −ϵ (g(θ)G(x, θ)) .

تساوی راست سمت عبارت برای ([٣]) هولدر نامساوی بردن بكار با

داريم: بالا

E |g(θ)G(x, θ)| ≤ {E|g(θ∗)− g(θ)|e}
١
e {E|G(x, θ)|γ}

١
γ

،٢ بخش محاسبات مشابه می آید. دست به (٣٣) رابطه اينجا از و

و E [g(θ)G(X, θ)] = −E
[
g′(θ)h(θ)

q(θ)

]
که داد نشان می توان

E|G(X, θ)|γ = E
[∣∣∣h′(θ)

q(θ)
+ ∂

∂θ
log fn(X, θ),

h(θ)
q(θ)

∣∣∣γ] .
داريم: (٣٣) در اخیر رابطه دو جايگذاری با حال

BR(θ∗, θ) ≥

∣∣∣E(h(θ)
q(θ)

)
∣∣∣e{

E
∣∣∣h′(θ)
q(θ)

+ ∂
∂θ

log fn(X, θ)
h(θ)
q(θ)

∣∣∣γ}e−١ . (٣۴)

را h(θ) ،γ = e = ٢ ازای به (٣۴) رابطه در اگر ([١۴]) .٢ .۴ نتیجه

به ۶ .٢ و ۵ .٢ نتیجه طبق آنگاه کنيم، انتخاب q(θ) و q(θ)
In(θ)

ترتيب به

می شوند: حاصل زیر روابط ترتيب به m = ١ ازای

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥

١
n

(
E
[
g′(θ)
I١(θ)

])٢

١
n
E
[

١
I١(θ)

]
+ ϵ
[
h′(θ)
q(θ)

]٢ ,

E[g(θ∗)− g(θ)]
٢ ≥ E [g′(θ)]

nE[I١(θ)] + E
[
∂
∂θ

log q(θ)
]٢ .

است: برقرار همواره زير رابطه

supθ∈jnEX|θ
∣∣√n(g(θ∗)− g(θ))

∣∣e ≥ EX|θ
∣∣√n(g(θ∗)− g(θ))

∣∣e
و است Θ درونی نقاط مجموعه Θo آن در كه

jn = {θ : |θ − θo| < εn , θo ∈ Θo} .

برای باشد، jn در تعریف شده دلخواه پيشين چگالی يك q(θ) اگر حال

می شود: نتيجه بالا رابطه از θ ∈ jn

supθ∈jnEX|θ
∣∣√n(g(θ∗)− g(θ)

∣∣e ≥∫
Jn

Ex١θ
∣∣√n(g(θ∗)− g(θ)

∣∣eq(θ)dθ
= E

∣∣√n(g(θ∗)− g(θ)
∣∣e.

h(θ) = q(θ) اگر ، e = γ(e−١)رابطه و Xiها استقلال به توجه با حال

زير نامساوی بالا، رابطه و آن مقايسه با شود، اختيار (٢٧) رابطه در

می شود: حاصل

infθ∗supθ∈jnEX|θ
∣∣√n(g(θ∗)− g(θ)

∣∣e ≥ (٣۵){
(E [g′(θ)])

γ

E
∣∣ ∂
∂θ

log q(θ) +
∑n
i=١

∂
∂θ

log f(xi, θ)
∣∣γ
}e−١

≥


inf
θ∈jn

[g′(θ)]
γ

E
∣∣ ∂
∂θ

log q(θ) +
∑n
i=١

∂
∂θ

log f(xi, θ)
∣∣γ

e−١

می گيريم: نظر در را حالت دو γ و e مختلف مقادير ازای به

.(e = ٢k
٢k−١ ≤ ٢) k ≥ ١ ،γ = ٢k كنيد فرض اول- حالت

،n → ∞ وقتی که باشد jn در پيشين چگالی يك q(.) کنيد فرض

بگيريد. نظر در را زير مفيد لم بعلاوه . ١
n
E
∣∣ ∂
∂θ

log q(θ)
∣∣γ → ٠

با Xn, ..., X١ مستقل تصادفی متغيرهای ازای به ([٧]) .٣ .۴ لم

که E|sn|p ≤ Fpn
p
٢ −١ ∑n

i=١ E|Xi|p ،p > ٢ برای و صفر ميانگين

Fp = ١
٢p(p − ١)max(١, ٢p−٣)

[
١ + ٢p−١D

p−٢
٢m

٢m

]
،sn =

∑n
i=١ Xi

٢m ≤ p ≤ و m = ١, ٢, ... ،D٢m =
∑m
i=١

K٢m−١

(k−١)! ،Do = ٠ و

.٢m+ ٢

،γp,i = E|Xi|p و βρ,n = ١
n

∑n
i=١ E|Xi|p تعاريف n∑اثبات:

i=١ E|Xi|p = اینکه به توجه با بگيريد. نظر در را i = ١, ٢, ..., n
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می كنيم فرض بنابراین است. كامل اثبات ،βp,n = ∞ اگر ،nβρ,n
است: زير به صورت |sn−١ + xn| مك لورن بسط .βn,p <∞

|sn|ρ = |sn−١|ρ + p sgn(sn − ١)|sn−١|ρ−١xn

+
p(p− ١)

٢
|sn−١ + θ xn|p−٢xn

٢, θ ∈ (٠, ١).

مثلثی نامساوی و Xiها استقلال به توجه با

|x+ y|p ≤ max(١, ٢p−١)(|x|p + |y|p), p > ٠, x, y ∈ R

آن در كه E|∆n(p)|p ≤ ١−٢pδp
{
E|sn−١|p−٢γ٢,n + γp,n

}
داريم

از .δp = (p − ١)max(١, ٢p−٣) و ∆n(p) = E(|sn|p − |sn−١|p)

داريم: ،p− ٢ ≤ ٢m برای لياپانوف نامساوی از استفاده با طرفی

E|sn−١|p−٢ ≤
(
E|sn−٢|١m

) p−٢
٢m . (٣۶)

بگيريد. نظر در را زير قضيه حال

از انتخاب هر برای و p ≥ ١ صحيح مقدار هر برای اگر .۴ .۴ قضیۀ

،min(k١, ..., kp) = ١ شرط با k١, ..., kp, i١, .., ip مثبت صحيح اعداد

داريم: m = ١, ٢, برای... آنگاه ،E(X
k١
i١
...X

kp
ip

) = ٠ كه دهد نتيجه

E|sn|٢m ≤ D٢mn
m−١

∑n

i=١
E|Xi|٢m,

D٢m =
∑m

i=١
k٢m−١

(k−١)! .

به صورت می توان ۴ .۴ قضيه به توجه با را (٣۶) رابطه

E|sn−٢|١m ≤ D٢m(n− ١)mβ٢m,٢n

بنابراین نمود. ساده

E|sn−١|p−٢ ≤ D
p−٢
٢m

٢m (n− ١)
p−٢

٢ β
p−٢
٢m

٢m,n−١. (٣٧)

،β٢m,n−١ ≤ β
٢m/p
p,n−١ که داد نشان می توان (٣۶) از استفاده با طرفی از

(٣٧) و (٣۶) روابط تلفيق با حال .p ≥ ٢ ،γ٢,n ≤ γ
٢
p
p,n و ٢m ≤ p

که: می شود ملاحظه اخیر رابطه دو با

∆n(p) ≤ ١
٢pδp

{
D
p−٢
٢m

٢m (n− ١)
p−٢
p β

p−٢
p

p,n−١ γ
٢
p
p,n + γp,n

}
.

داريم: yn = γp,n و zn = βp,n ،x = p
٢ جايگذاری با بنابراین

E|sn|p

=
∑n

j=١
∆p(j)

{
D
p−٢
٢m

٢m (j − ١)
p−٢
p β

p−٢
p

p,j−١ γ
٢
p
p,j + γn,j

}

≤ ١
٢pδp

∑n

j=١

{
D
p−٢
٢m

٢m (j − ١)
p−٢
p β

p−٢
p

p,j−١ γ
٢
p
p,j + γn,j

}

= ١
٢pδpD

p−٢
٢m

٢m

∑n

j=١
(j − ١)

p−٢
p β

p−٢
p

p,j−١ γ
٢
p
p,j

+ ١
٢n pδpβp,n

≤ ١
٢pδp

(
D

p−٢
p

٢m n
p
٢ ٢
p
βp,n

)
+ n

٢ pδpβp,n

= n
p
٢ δpβp,n

(
D
p−٢
٢m

٢m + ١
٢pn

١− p
٢

)

≤ ١
٢pδpn

p
٢ βp,n

(
١ + ٢

p
D
p−٢
٢m

٢m

)
.

می شود. کامل اثبات Fp = ١
٢pδp

(
١ + ٢

p
D
p−٢
٢m

٢m

)
تعريف با

آن در كه sn+١ =
∑n+١
i=١ Yi و p = γ اگر حال

،Yn+١ = ١√
n
∂
∂θ

log q(θ) و i = ١, ..., n ،Yi = ١√
n
∂
∂θ

log f(xi, θ)

داريم: ٣ .۴ لم به توجه با آنگاه

E|Sn+١|γ = E
∣∣∣ ١√

n
∂
∂θ

log q(θ) + ١√
n

∑n

i=١
∂
∂θ

log f(Xi, θ)
∣∣∣γ

(٣٨)

≤ Fγ
(n+١)

γ
٢ −١

n

γ
٢

{
E
∣∣∣ ∂∂θ log q(θ)

∣∣∣γ +
∑n

i=١
E
∣∣∣ ∂∂θ log f(xi, θ)

∣∣∣γ} .

هم توزيع Xiها چون Iγ (θ) = EX١|θ
∣∣ ∂
∂θ

log f(X١, θ)
∣∣γ تعريف با

حال .∑n
i=١ E

∣∣ ∂
∂θ

logF (xi, θ)
∣∣γ = nEθ [Iγ(θ)] داريم هستند،

خواهيم (٣٨) رابطه راست سمت عبارت در فوق مقدار دادن قرار با
داشت:

lim
n→∞

{
E

∣∣∣∣∣ ١√
n

∂
∂θ log g(θ) + ١√

n

n∑
i=١

∂
∂θ logF (Xi, θ)

∣∣∣∣∣
γ}e−١

(٣٩)

≤ lim
n→∞

{
Fγ

(n+١)
γ
٢ −١

n

γ
٢

[
nBθ [Iγ(θ)] + E

∣∣ ∂
∂θ

∣∣ log q(θ)
γ]}e−١

≤ F
ℓ−١
γ

{
lim

n→∞
(n+١

n )
γ
٢ n

n+١Eθ[Iγ(θ)] + lim
n→∞

(n+١
n )

γ
٢ ١

nE
∣∣ ∂
∂θ log q(θ)

∣∣γ}e−١

≤ F
ℓ−١
γ

{
lim

n→∞
sup Iγ(θ)

θ∈jn

}e−١

.

آنگاه: ،εn → ٠ اگر كه داد نشان می توان ،٢ بخش مشابه استدلال با

lim
n→∞

supθ∈jnIγ(θ) = Iγ(θo), (۴٠)

lim
n→∞

infθ∈jn
[
g′(θ)

]γ
= g′(θo)

γ .

(٣٩) روابط با را آن سپس و بگيريم حد (٣۵) رابطه طرفین از اگر حال



حسامیان١٢۴ غلام رضا و شمس مهدی متغيره چند نرمال توزيع پارامترهای برای مجانبی-موضعی مینیماکس برآورد

داشت: خواهيم كنيم، تلفيق (۴٠) و

lim
n→∞

infθ∗supθ∈jnEX|θ
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

] ٢k
٢k−١

≥ |g′(θo)|e

{Fγ Iγ(θo)}e−١

.k ≥ ١ و e = ٢k
٢k−١ و γ = ٢k به طوری که

رابطه فوق نامساوی و است يک برابر F٢، k = ١ ازای به .۵ .۴ نتیجه

می دهد. نتيجه یک بعدی، حالت در را (٣٧)

lim
n→∞

infθ∗supθ∈jnEx|θ
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

]٢ ≥ [g′(θ∗)]
٢

I١(θo)

εn
−٢n−١ → ٠ ،n→ ∞ وقتی و jn = {θ : |θ − θo| < εn} آن در كه

.εn → ٠ و

كران يك صورت اين در .(γ ≤ ٢) e ≥ ٢ كنيد فرض دوم- حالت

می توان را ۴ .٢ نتیجه مینیماکس برآورد مخاطره برای قابل محاسبه پایین

آورد: دست به زير به صورت

تعريف با (٣۴) اول نامساوی از

Z = ١√
n
∂
∂θ

log q(θ) + ١√
n

∑n

i=١
∂
∂θ

log f(xi, θ)

داريم:

lim
n→∞

infθ∗supθ∈jnE
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

]e (۴١)

≥ (E [g′(θ)])
e

{E|Z|γ}e−١

نامساوی طبق لذا ،E(Z٢) < ∞ ،١ .۴ قضيه فرض طبق اما

E|Z|γ ≤ داريم ١ < γ ≤ ٢ برای (٣۶) یعنی لياپانوف

عبارت مقدار (و)، مطلوب شرط برقراری تحت طرفی از .(E(Z٢))
γ
٢

و نکته اين از استفاده با است. صفر EX|θ
[
∂
∂θ

log f(Xi, θ)
]

که: داد نشان می توان استقلالXiها

E(Z٢) = E( ١√
n
∂
∂θ

log q(θ))
٢
+ Eθ(IX١(θ)).

،|x+ y|p ≤ ٢p−١(|x|p + |y|p) مثلثی نامساوی از استفاده با حال

می شود: نتيجه زير رابطه p > ٠

E(z٢)
e
٢ ≤ ٢

e
٢ −١
{
(E( ١√

n
∂
∂θ

log q(θ))
٢
)
e
٢ + (E(IX١(θ))

e
٢

} e
٢
.

داريم: (۴١) رابطه و بالا رابطه تلفيق با

lim
n→∞

infθ∗supθ∈jnE
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

]e (۴٢)

≥ ٢١− e
٢ (E [g′(θ)])

e

lim
n→∞

{[
E( ١√

n
∂
∂θ

log q(θ))
٢
] e

٢
+ E(IX١(θ))

e
٢

}

≥
٢١− e

٢ lim
n→∞

infθ∈jn [g
′(θ)]

e

lim
n→∞

[
E( ١√

n
∂
∂θ

log q(θ))٢
] ١

٢
+ lim
n→∞

supθ∈jn(IX١(θ))
e
٢

.

،jn در θ ∈ jn ،q(θ) = ١
εn

cos٢ π(θ−θo)
٢εn

پيشين چگالی انتخاب با

εn = n−αانتخاب با .E( ∂
∂θ

log q(θ))
٢
= π٢ε−٢

n داد نشان می توان

داريم: بالا رابطه از ٠ < α < و١

lim
n→∞

١
n
E( ∂

∂θ
log q(θ))

٢
= ٠ (۴٣)

می توان (٣٧) رابطه دستيابی در مشابه دلایل ارائه با ديگر طرف از و

آنگاه: ،εn → ٠ اگر که داد نشان

lim
n→∞

supθ∈jn(IX١(θ))
e
٢ = (IX١(θo))

e
٢ , θo ∈ Θo,

lim
n→∞

infθ∈jn(g
′(θ))

e
= (g′(θo))

e
.

داريم: (۴٢) نامساوی در بالا رابطه دو نيز و (۴٣) رابطه دادن قرار با

lim
n→∞

infθ∗supθ∈jnE
[√
n(g(θ∗)− g(θ))

]e
≥ ٢١− e

٢ (E [g′(θo)])
e

(IX١(θo))
e
٢

εn
−٢n−١ → ٠ ،n→ ∞ وقتی و jn = {θ : |θ − θo| < εn} آن در که

.εn → ٠ و

نتیجه گیری و بحث ۵

بزرگ حالت برای بیز دیدگاه از مینیماکس تصمیم های مقاله این در

توسط مینیماکس تصمیم بیز، نظریه چارچوب در و شدند بررسی نمونه ای

يک ابتدا روش این در آمد. دست به بیز مخاطره برای اطلاع نامساوی

تحت دلخواه برآوردگر یک از تابعی بيز مخاطره برای اساسی نامساوی

برآوردگرهای آن کمک به و شد گرفته نظر در خطا مربع زيان تابع

به متغیره چند و متغیره یک حالت در مجانبی-موضعی مینیماکس

نرمال توزيع در پارامتر مؤلفه های که حالتی در هم چنین آمدند. دست

برآوردگرهای تعیین در روش این کاربرد هستند، متعامد متغيره، چند

ماتريس و ميانگين بردار از تابعی برای مجانبی-موضعی مینیماکس

یک تحت اطلاع نامساوی کران های پایان در شد. مطرح كواريانس



١٢۶ -١١٣ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ١٢۵اندیشه

نامساوی از توسعه یافته ای نسخه [٢١] در شد. محاسبه عمومی زيان تابع

که است صورت این به آن احتمالی نسخه که شد داده ارائه کوشی-شوارتز

تعریف شده احتمال فضای یک روی که Y و X تصادفی متغیرهای برای

داریم دارند، متناهی دوم گشتاورهای و

|E(XY )|٢ ≤ E(X٢)E(Y ٢)

−
[
|E(X)|

√
V ar(Y )− |E(Y )|

√
V ar(X)

]٢

کوشی- نامساوی E(Y ) ̸= ٠ یا E(X) ̸= ٠ که حالت هایی برای که

E(Y ) = ٠ خاص حالت در می دهد. توسعه اکید به صورت را شوارتز

اخیر نامساوی اساس بر [١۶] در که V ar(X) ≥ |E(XY )|٢
E(Y ٢)

داریم

پارامتر برآوردگرهای برای خطا مربعات میانگین جدید پایین کران های

تعمیم های [١٨] در می شود. معرفی است تصادفی متغیر یک خود که

ادامه در می توانند محققان می شود. مرور کرامر-رائو نامساوی از دیگری

مفاهیم و کرده استفاده [١٨ ،١۶] در ارائه شده مفاهیم از حاضر مقاله

و کوشی-شوارتز نامساوی تعمیم های دیدگاه از را مقاله این در ذکرشده

دهند. گسترش کرامر-رائو نامساوی
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Asymptomatically-Locally minimax estimation for multivariate normal
distribution parameters
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Abstract:

Information inequalities have many applications in estimation theory and statistical decision making. This paper describes

the application of an information inequality to make the minimax decision in the framework of Bayesian theory. In this way,

first a fundamental inequality for Bayesian risk is introduced under the square error loss function and then its applications

are expressed in determining asymptotically and locally minimax estimators in the case of univariate and multivariate. In

the case that the parameter components are orthogonal, the asymptotic-local minimax estimators are obtained for a function

of the mean vector and the covariance matrix in the multivariate normal distribution. In the end, the bounds of information

inequality are calculated under a general loss function.
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