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بالا بعد با داده های در تنک استوار نیمه پارامتری مدل های
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چکیده:
استفاده نیازمند و نیست ساده کاری داده  ها این  تفسیر است. دنیا روز مسائل چالش برانگیزترین از یکی بالا بعد با داده های مدل بندی و تحلیل

تحلیل و رگرسیونی مدل های همچنین بالاست. بعد با داد ه های تحلیل راه های رایج ترین از یکی تاوانیده روش های است. مدرن روش های از

بردن بین از برای استوار روش  های بهترین از یکی پیراسته دوم توا ن های کمترین روش می گیرند. قرار پرت مشاهدات تأثیر تحت به شدت آن ها

این انعطاف پذیرند. بسیار هستند، ناپارامتری و پارامتری مدل های نوع دو هر از ترکیبی که نیمه پارامتری مدل های است. نقاط این تخریبی تأثیر

پارامتری نیمه مدل های تحلیل مقاله این اصلی هدف دارد. وجود مدل در ناپارامتری بخش هم و پارامتری بخش هم که هستند مفید زمانی  مدل ها

تحلیل از استفاده با پیشنهادی برآوردگر کارایی انتها، در است. استوار تنک لاسو روش از استفاده با پرت نقاط حضور با بالا بعد با داده های در

می شود. سنجیده B2 ویتامین تولید مورد در واقعی داده هایی

مدل های تنک، پیراسته دوم توا ن های کمترین روش پیراسته،  دوم توان های کمترین روش لاسو، روش بالا، بعد با داده های کلیدی: واژه های
نیمه پارامتری.

مقدمه ١

و نوین روش های فناوری، و دانش علم، روزافزون گسترش با امروزه

این و شده ابداع اطلاعات ثبت و جمع آوری اندازه گیری، برای دقیقی

سال اواخر از است. شده بالا بعد داده های گسترش و ظهور باعث امر

متغیرهای تعداد آن در که داده هایی یعنی داده ها مجموعه این با کار ١٩٩٠

شد شروع است، (n) مشاهدات تعداد از بیشتر بسیار (p) توضیحی

مبحث در اساسی مسئله یک به داده ها ابعاد بیش ازپیش افزایش .[١١]

امری داده ها این تفسیر و تحلیل تجزیه، است. تبدیل شده داده كاوی

این به خود کتاب در [٢۶] واسرمن که است قابل تأمل بسیار و دشوار

است. کرده یاد ابعاد٣ نفرین عنوان تحت پدیده این از و نموده اشاره امر

معنی بدان این تقریباً می شود. داده نسبت بلمن به معمولا که اصطلاحی

زیادی، سرعت با پارامترها برآورد مشاهدات، بعد افزایش با که است

اولین دارد. وجود نفرین این از نوع دو حداقل می شود. دشوار بسیار

اشاره واقعیت این به امر این است. ابعاد محاسباتی نفرین مورد،

بعد با نمایی به صورت می تواند روش ها از برخی محاسباتی بار که دارد

به نامید ابعاد آماری نفرین را آن واسرمن که مورد دومین یابد. افزایش

اندازه با نمونه ای به باشند، d بعد دارای داده ها اگر که است صورت این

رشد کند. d با نمایی به صورت که است موردنیاز n

متغیر ده چند حداكثر دارای كه کلاسیک داده های با کار گذشته، در

کمترین نظیر کلاسیک روش های و بود ساده بسیار بوده اند، توضیحی

حضور در روش ها این اما می دادند؛ ارائه قبولی قابل نتایج دوم توان های

برآوردگر محاسبه برای چراکه نمی دهند. ارائه برآوردی بالا بعد داده های

محاسبه به نیاز β̂OLS = (X⊤X)−١X⊤y یعنی دوم توان های کمترین

رتبه وضعیت این در ماتریس این ولی است. X⊤X ماتریس وارون

بود. نخواهد وارون پذیر درنتیجه و نبوده کامل

سودمند شرایط این در کلاسیک روش های از استفاده بنابراین

در بود. خواهیم دیگری روش های به کارگیری مستلزم و بود نخواهد

توضیحی، متغیرهای زیاد تعداد بالا بعد داده های رگرسیونی تحلیل

دقت، بین جدالی همیشه و می کند روبه رو جدی چالشی با را محقق
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معنوی٢٠ منیره و روزبه مهدی بالا بعد با تنک استوار نیمه پارامتری مدل های

مدل در متغیرهایی وجود دیگر، سوی از دارد. وجود هزینه و سرعت

چنین می شود. بیش برازش۴ به منجر ندارند، ارتباطی پاسخ متغیر با که

مدل شرایط،  این در است. داده ها برای پیچیده بسیار مدلی مدلی،

حتی و نمونه از حاصل داده های پوشش در سعی جهشی تغییرات با

رفتار منعکس کننده  ی باید مدل این درحالی که می کند. خطاها مقدارهای

صرف طولانی زمانی توضیحی متغیرهای تمامی به کارگیری باشد. جامعه

این در می کند. تحمیل محقق بر را بسیاری محاسباتی هزینه های و کرده

برای متغیرها تمامی حضور شاید که می شود مطرح ابهام این شرایط

گرفتن نظر در با محققان اغلب بدین سان و نباشد الزامی مدل برازش

مناسب زیرمجموعه ای از و دارند بعد کاهش در سعی تنکی۵ فرض

به علاقه مند ازاین رو و می گیرند کمک مدل برازش برای متغیرها از

برای متنوعی روش های هستند. مناسب زیرمجموعه این شناسایی

توان های کمترین روش دارد. وجود بالا بعد با داده های با رویارویی

بعد با داده های تحلیل برای مفید بسیار روش های از یکی تاوانیده۶ دوم

است. بالا

بارنت است. رگرسیونی مدل های معضلات از دیگر یکی پرت نقاط

مشاهدات) از (مجموعه ای مشاهده ای را پرت نقطه [٩] لوئیس و

با متفاوت باقی مانده ای دارای می رسد نظر به که کردند تعریف

بدی بسیار تأثیرات نقاط،  این باشد. داده ها نقاط سایر باقی مانده  ی

روش هایی استوار٧،  روش های دارند. رگرسیونی مدل های عملکرد روی

کمترین روش می شوند. استفاده اثرات این بردن بین از برای که هستند

در که است استوار روش های مشهورترین از یکی پیراسته٨ دوم توان های

[٢٢] لروی و روسو توسط روش این می شود. استفاده آن از مقاله این

شد. معرفی

نماینده نمی توانند خود، محاسن و مزایا تمام با پارامتری مدل های

واقعی دنیای در باشند. می دهد، رخ واقعی دنیای در آنچه از خوبی

متغیر بین خطی ارتباط آن در که داده هایی مجموعه می توان به ندرت

مجموعه عمل در یافت. باشد، داشته وجود پاسخ متغیر و توضیحی

غیرخطی اند ارتباطات دارای و پیچیده بسیار واقعی دنیای داده های

باکس- تبدیل نظیر قوی تبدیل های به کارگیری با حتی مواردی در که

این در نمی شود. خطی آن ها مابین ارتباط نیز ... و لگاریتمی کاکس،

بود. خواهیم دیگری روش های از استفاده به ناگزیر شرایط
نیمه پارامتری٩ پارامتری، دسته سه به می توان را رگرسیونی مدل های

به منظور صرفاً پارامتری رگرسیونی مدل های کرد. تقسیم ناپارامتری١٠ و

کار به توضیحی متغیرهای و پاسخ متغیر میان خطی ارتباطات بررسی

لذت بخش و ساده بسیار آن ها با کردن کار سبب بدین می شوند. گرفته

رگرسیونی مدل های ندارد. عجیبی پیچیدگی آن نتایج تحلیل و است

با غیرخطی ارتباط توضیحی متغیرهای تمام که زمانی ناپارامتری

ناپارامتری مدل های می گیرند. قرار مورداستفاده دارند،  پاسخ متغیر

باشند،  واقعی داده های مجموعه  برای بهتری نماینده است، ممکن

مدل های نیست. ساده ای کار آن ها تجزیه وتحلیل متأسفانه اما

تشکیل شده اند. ناپارامتری و پارامتری قسمت دو از نیمه پارامتری

رگرسیونی مدل های از انعطاف پذیرتر نیمه پارامتری رگرسیونی مدل های

رگرسیونی مدل ویژگی های هم زیرا هستند پارامتری و ناپارامتری

.[٣] ناپارامتری رگرسیونی مدل ویژگی های هم و هستند دارا را پارامتری

مدل یک انعطاف پذیری نیمه پارامتری رگرسیونی مدل به عبارت دیگر

را پارامتری رگرسیونی مدل یک توضیحی قدرت و ناپارامتری رگرسیونی

را مدل ها این بار نخستین برای [١٢] همکارانش و انگل می کند. حفظ

به طور و کردند ابداع خانوارها برق ماهیانه مصرف مدل سازی به منظور

مصرف آن ها موردبررسی متغیرهای بردند. کار به آمار در را آن رسمی

و برق ماهیانه قیمت خانوارها،  ماهیانه درآمد خانوارها،  ماهیانه برق

سایر و پاسخ متغیر خانوارها برق ماهیانه مصرف متغیر بود. هوا دمای

همکارانش و انگل اولیه بررسی های در هستند. توضیحی متغیرها،

بسیار برق ماهیانه مصرف و حرارت درجه بین رابطه که دریافتند

و پایین حرارت درجه در هم برق ماهیانه مصرف زیرا است؛ غیرخطی

قابل چشم پوشی ارتباط این که می یابد افزایش بالا حرارت درجه در هم

شرایط در برق ماهیانه فروش و بوده مهم بسیار ارتباط این چراکه نبوده

دیگر سوی از است. بوده غیرعادی شرایط از متفاوت بسیار هوا عادی

ارتباط همچنین و خانوارها درآمد و برق ماهیانه مصرف میان ارتباط

به است. بوده خطی نیز برق ماهیانه قیمت و برق ماهیانه مصرف میان

پارامتری مدل های از استفاده نه مورد این مدل سازی برای سبب همین

همکارانش و انگل نبود. راهگشا ناپارامتری مدل های به کارگیری نه و

باعث امر این و بودند دیگری روش از استفاده به وادار شرایط این در

خود جایگاه به سرعت مدل ها این شد. نیمه پارامتری مدل های ظهور

علوم در کاربردهایشان به طوری که یافتند علوم مختلف حیطه های در را

پیشرفت نیمه پارامتری مدل های است. زبانزد بقا تحلیل و اقتصادی
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کارشناسان و محققان از بسیاری موردتوجه و داشته سریعی بسیار

پارامتر جزئی باقی مانده ی برآورد [٢٣] اسپکمن است. گرفته قرار آمار

را برآوردگرها مجانبی اریبی و واریانس ناپارامتری، تابع و خطی قسمت

را سازگار کمکی متغیرهای انتخاب روش های [١٠] بونیا آورد. دست به

تاوانیده دوم توان های روش کمترین اساس بر نیمه پارامتری مدل های در

خطی قسمت از انتخاب شده برآوردگر که داد نشان او نمود. پیشنهاد

از استفاده با نیز [۴] همکاران و آکدنیز است. نرمال مجانبی به طور

متغیرهای حضور در برق ماهیانه مصرف مدل سازی به اقدام مدل ها این

کردند. گاز به برق نرخ نسبت و هوا دمای درآمد،  توضیحی

روزبه ،[۶] روزبه و امینی ،[٧] همکاران و آرشی ،[٢١] آرشی و روزبه

حیطه این در [٣] چاچی و روزبه و [٢۵] همکاران و یوزباشی ،[٢٠ ،١٩]

دادند. انجام ارزشمندی تحقیقات

هاردل کتاب کاربردهایش و نیمه پارامتری مدل های کامل مشاهده برای

می شود. پیشنهاد خواننده به که است خوبی بسیار منبع [١۶]

می شود. معرفی تاوانیده دوم توان های کمترین روش  ٣ بخش در

بخش در می شود. بیان ۴ بخش در پیراسته دوم توان های کمترین روش

مربوط داده های روی پیراسته دوم توان های کمترین نیمه پارامتری مدل ۵

می شود. گرفته کار به ریبوفلاوین به

پارامتری نیمه مدل های ٢

به صورت نیمه پارامتری رگرسیونی مدل

y = Xβ + f(t) + ε, (١)

آن در که می شود تعریف

y =



y١

y٢

...

yn


,X =



١ x١١ x١٢ · · · x١p

١ x٢١ x٢٢ · · · x٢p

...
... . . . ...

١ xn١ xn٢ · · · xnp


,

β =



β٠

β١

...

βp


, f(t) =



f(t١)

f(t٢)

...

f(tn)


, ε =



ε١

ε٢

...

εn


,

f(.) ،β مجهول پارامتر بردار ،X طرح ماتریس ،y پاسخ متغیر که

شرایط با ε خطا بردار و ،t متغیر مقادیر از مجهول مقدار حقیقی تابع

E(ε) = ٠, E(εε⊤) = σ٢I(p+١)×(p+١)

توضیحی متغیرهای با خطی به طور y پاسخ متغیر (١) مدل در است.

غیرخطی ارتباط t توضیحی متغیر با و است ارتباط در x١, . . . ,xp

(پارامتری مدل ها این بودن قسمتی دو دلیل به که است واضح دارد.

میان در شد. خواهد پیچیده کمی پارامترها برآورد مسئله ناپارامتری) و

پارامترهای برآورد به منظور متفاوتی روش های آماری مقالات و کتب

روش های از یکی است. ارائه شده مختلف محققان توسط مدل ها این

و او است. [١۴] همکارانش و فن پیشنهادی روش پرکاربرد و جالب

به این ترتیب نمودند. برآورد را مدل پارامترهای مرحله دو طی همکارانش

قسمت دوم مرحله در و مدل پارامتری قسمت اول مرحله در که

پارامترها برآورد به منظور اول قدم می شود. برآورد مدل ناپارامتری

این با است. β پارامتر بردار گرفتن نظر در معلوم [١۴] فن روش به

نوشت می توان فرض

y −Xβ = f(t) + ε (٢)

داشت خواهیم (٢) رابطه بازنویسی با اکنون

ẙ = f(t) + ϵ (٣)

(٣) مدل که است بدیهی است. ẙ = y − Xβ آن در به طور ی که

اما شود؛ برآورد f تابع که است کافی است. ناپارامتری مدل یک

است. اهمیت حائز و مهم بسیار امری خود ناپارامتری قسمت برآورد

تجزیه وتحلیل و ناپارامتری قسمت ارائه به منظور گوناگونی روش های

برآورد برای کرنل روش از مقاله این در دارد. وجود ناپارامتری مدل های

مدی تک تابع یک کرنل تابع است. شده استفاده ناپارامتری قسمت

آن در است قرار که (نقطه ای موردنظر نقطه به را وزن بیشترین که است

متقارن تابع یک کرنل تابع غالباً می دهد. t٠ اینجا شود)، در برآورد تابع

اختصاص یکسان وزن سمت دو هر از مساوی فاصله های به که است

وزن های می تواند K(.) و نیست کلی قاعده یک امر این البته می دهد، 

واریانس با اریب برآوردگر یک کرنل نماید. توزیع نیز یکسان غیر

سه که است همواری تابع حقیقت در K(.) ≥ ٠ کرنل است. متناهی

ویژگی

∫
K(t)d(t) = ١,

∫
tK(t)d(t) = ٠, ٠ < σ٢

t ≡
∫

t٢K(t)dt < ∞

باشد. دارا را

توابع پیدایش سبب آن محبوبیت و فراوان کاربرد کرنل، ظهور با

یکنواخت کرنل به می توان کرنل ها محبوب ترین از شد. مختلف



معنوی٢٢ منیره و روزبه مهدی بالا بعد با تنک استوار نیمه پارامتری مدل های

اپاشینکو١۴، کرنل چهارم١٣، درجه کرنل مثلثی١٢، کرنل (مستطیلی)١١،

لاپلاسین کرنل کسینوسی١٧، کرنل مکعبی١۶، سه کرنل وزنی١۵، سه کرنل

کرد. اشاره (گاوسی)١٩ نرمال کرنل و گوسی١٨

هموار فرض با است. f(.) برآورد یافتن هدف شد ذکر که همان طور

نوشت می توان f(.) دوم) و اول مشتق بودن (دارا بودن

f̂(t) =

n∑
i=١

ki(t)(yi − x⊤
i β)

حقیقت در است. X ماتریس ام i سطر x⊤
i و کرنل تابع ki(.) آن در که

استفاده وزنی میانگین از ناپارامتری قسمت برآورد برای روش این در

مدل در f̂ ،β رگرسیونی ضرایب بردار برآورد به منظور اکنون می شود.

را پارامترها بردار می توان به سادگی ترتیب بدین می شود جایگذاری (١)

به صورت (١) را مدل می بایست به عبارت دیگر نمود. برآورد

y − f̂(t) = Xβ + ε (۴)

درون در که است پارامتری مدل یک (۴) مدل اکنون نمود. بازنویسی

خواهیم (۴) مدل ساده سازی با است. نموده پنهان را ناپارامتری اثر خود

داشت:

yi −
n∑

j=١

kj(ti)yj = (x⊤
i −

n∑
j=١

kj(ti)x
⊤
j )β + εi

⇒ ỹi = x̃⊤
i β + εi, i = ١, . . . , n.

x̃⊤
i = x⊤

i −
∑n

j=١ kj(ti)x
⊤
j و ỹi = yi −

∑n
j=١ kj(ti)yj آن در که

برآورد ỹ = X̃β+ε به صورت مدل ماتریسی فرم گرفتن نظر در با است.

معمولی دوم توان های کمترین روش از استفاده با رگرسیونی ضرایب

است. زیر به صورت

β̂ = (X̃⊤X̃)−١X̃⊤ỹ.

تاوانیده دوم توان های کمترین روش ٣

تحلیل برای کلاسیک روش های ناتوانی و بالا بعد با داده های ظهور با

احساس جدیدی روش های معرفی به نیاز رگرسیونی مدل های تفسیر و

کمترین محبوب روش شد مطرح قبل بخش در که همان طور می شد.

برآورد محاسبه به قادر بالا بعد با داده های با مواجهه در دوم توان های

محققان میان برآوردگر این تاوانیدن ایده بدین سان و نبود ضرایب

به کارگیری از حاصل تاوانیده برآوردگرهای واقع در گرفت. شکل آماری

در تاوانیده درستنمایی ماکسیمم یا دوم توان های کمترین روش های

روش از برآوردگرها این حقیقت در است. رگرسیونی مدل بندی

برآوردگر یک به نسبت همیشه) نه (البته دوم درجه تابع یک بهینه سازی

که است این برآوردگرها، این در اصلی ایده می آید. دست به تاوانیده

تنک، مدل یک در کم اهمیت توضیحی متغیرهای شده برآورد ضرایب

از متغیرها این تاوانیده، روش های اکثر در شود. منقبض صفر سمت به

مدل تفسیرپذیری شدن ساده تر موجب امر همین و می شوند خارج مدل

.[١] شد خواهد

فوق مدل در معمولی دوم توان های کمترین روش در کمینه سازی مسئله

به صورت

min
β

{
(ỹ − X̃β)⊤(ỹ − X̃β)

}
, (۵)

پارامتر بردار به نسبت (۵) عبارت هدف تابع مشتق محاسبه با است.

کمترین برآوردگر حاصل، معادله حل و آن دادن قرار صفر برابر و β

خطا روش این در به عبارت دیگر می شود. یافت به سادگی دوم توان های

بزرگ β واقعی مقادیر اگر که است واضح می شود. کمینه β برحسب

از زیادی فاصله ،β بزرگی احتساب از فارغ حاصل، برآوردگر باشد،

شده زیاد برآورد خطای سبب همین به و داشت خواهد β واقعی مقدار

ساده تقریباً و سودمند بسیار روش یک .[١] می یابد کاهش آن دقت و

بدین سان است β بزرگ مقادیر تاوانیدن مشکل، این با مقابله برای

مسئله دوم، توان های کمترین روش در هدف تابع کردن کمینه به جای

یعنی تاوانیده کمینه سازی

min
β

{
(ỹ − X̃β)⊤(ỹ − X̃β)

}
, s.t. p(β) ≤ t, (۶)

می شود نامیده تنظیم کننده٢٠ پارامتر t ≥ ٠ ثابت عدد می شود. جایگزین

اگر و است مبدأ از عرض شامل تنها مدل باشد، صفر برابر اگر که

p(β) بود. خواهد متغیرها) تمامی حضور (با کامل مدل باشد، بی نهایت
11Uniform kernel or boxcar kernel or rectangular kernel
12Triangular kernel
13Quartic kernel or biweight kernel
14Epanechnikov kernel
15Triweight kernel
16Tricube kernel
17Cosine kernel
18Laplacian of Gaussian kernel
19Gaussian kernel or normal kernel
20Tuning parameter



ص١٩- ٣١ ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٢٣اندیشه

توجه با و شده نامیده تاوان٢١ تابع که است پارامتر بردار از تابعی نیز

کمینه یافتن برای می شود. ایجاد متفاوتی تاوانیده روش های آن نوع به

است، مواجه محدودیت چند یا یک با که متغیره چند تابع یک (بیشینه)

چند لاگرانژ روش از استفاده با و می شود گرفته کار به لاگرانژ روش

[١٣] می شود بازنویسی زیر به صورت (۶) کمینه سازی مسئله متغیره

min
β

{
(ỹ − X̃β)⊤(ỹ − X̃β) + λp(β)

}
. (٧)

تاوان پارامتر یا منظم سازی٢٢ پارامتر ،λ نامنفی پارامتر (٧) عبارت در

حضور مدل در مبدأ از عرض تنها باشد، بی نهایت λ اگر می شود. نامیده

و حذف شده مدل از تاوان قسمت باشد، صفر برابر اگر و داشت خواهد

شد. خواهد حاصل دوم توان های کمترین مدل

بزرگی کنترل و می کنند ایفا مدل در یکسانی نقش t و λ پارامترهای

است. پارامتر دو این عهده به (تاوان) محدودیت ناحیه کوچکی یا

است. معکوس بزرگی لحاظ از پارامتر دو این رابطه که است جالب توجه

زیان تابع از (٧) و (۶) کمینه سازی مسئله دو در که است ذکر به لازم

توان های کمترین روش بیانگر که است شده استفاده خطا٢٣ دوم توان

به صورت تاوانیده کمینه سازی مسئله به طورکلی اما است؛ تاوانیده دوم

است: زیر

min
β

{
L(ỹ, X̃β) + λp(β)

}
,

p(β) برازش، نیکویی برای نامنفی زیان تابع L(ỹ, X̃β) آن در که

نیکویی بین تعادل که است منظم سازی پارامتر λ و نامنفی تاوان تابع

.[١٧] می کند برقرار را زیاد) متغیرهای (حضور مدل پیچیدگی و برازش

می شود. پرداخته تاوانیده روش چندین معرفی به ادامه در

لاسو رگرسیون ٣. ١

ایده شد. ابداع ١٩٩۶ سال در تیبیشیرانی رابرت توسط لاسو٢۴ رگرسیون

گروتی روش .[٢۴] بود برایمن لئو جالب پیشنهاد از برگرفته لاسو اولیه

می کند؛ منقبض را آن ها مابقی و می کند حذف را متغیرها از برخی

نسبتاً روش این می دهد. ارائه تفسیر قابل مدل های روش این بنابراین

به گروتی وابستگی .[٢۴] پایاست مقیاس همچنین و است پایدار

که است بزرگی نقص دوم توان های کمترین برآورد مقدار و علامت

بدین جهت است. آورده ارمغان به را روش این به محققان بی اعتمادی

که زمانی یا و باشیم مواجه بالا بعد با داده با که زمانی گفت می توان

ضعیف دوم توان های کمترین برآوردهای همبسته اند، بسیار متغیرها

مورداطمینان و داشته ضعیفی عملکرد نیز گروتی آن به تبع و کرده عمل

از مستقیم استفاده از گروتی برخلاف لاسو که است حالی در این نیست.

کمینه سازی مسئله می کند. اجتناب دوم توان های کمترین برآوردگرهای

به صورت لاسو

min
β

{
n∑

i=١

(
ỹi −

p∑
j=١

x̃ijβj

)٢
+ λ

p∑
j=١

|βj |

}
,

است.

دارد هستند، صفر که ضرایبی تولید به تمایل طبیعی به طور محدودیت این

برآوردگرهای لاسو روش می دهد. ارائه تفسیر قابل مدل های ازاین رو و

.[٢۴] می کند تولید پیوسته و اریب پایدار،

است. انقباضی٢۵ قدرمطلق کمترین و انتخاب عملگر معنی به لاسو

می کند. صفر را بقیه و منقبض را ضرایب برخی لاسو

متغیر دو تنها وجود فرض با لاسو روش از بصری درک یافتن برای

|β١|+|β٢| ≤ t به صورت محدودیت ناحیه رگرسیونی، مدل در توضیحی

محل است. تاوان ناحیه  رنگ زرد لوزی ١ شکل در است. لوزی یک

روش باقی مانده ها) دوم توان های (مجموع RSS کانتورهای برخورد

نمایش را لاسو برآوردگر مختصات لوزی، با دوم توان های کمترین

عمود با و β̂١ افقی، محور بر نقطه این از کردن عمود با می دهد.

برخورد محل اگر می شود. حاصل β̂٢ عمودی، محور بر آن از کردن

یک تنها ( ١ شکل (همانند باشد، لوزی گوشه های از یکی روی دقیقاً

در شد، ذکر که همان طور می شود. صفر دیگری و انتخاب شده متغیر

برخی لوزی) داشتن گوشه و (لوزی تاوان ناحیه نوع سبب به لاسو روش

استدلال می توان دیگر منظر از می شوند. صفر برابر دقیقاً متغیرها از

است، مشتق ناپذیر صفر نقطه در لاسو روش تاوان تابع چون که کرد

در کمتأثیر پیشگوی متغیرهای حذف به منجر λ از بزرگ تری مقادیر

به صورت متغیر انتخاب و پارامتر برآورد عمل نتیجه در و می گردد مدل

.[٢] می گیرد انجام هم زمان

متغیرهای حضور در آن ضعیف عملکرد به می توان لاسو روش معایب از

21Penalty function
22Regularization parameter
23Square error loss function
24Lasso
25Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)



معنوی٢۴ منیره و روزبه مهدی بالا بعد با تنک استوار نیمه پارامتری مدل های

β̂OLS

β̂LASSO

RSS

β1

β2

لاسو. محدودیت ناحیه :١ شکل

متغیرهای بین لاسو شرایط این در نمود. اشاره همبسته توضیحی

یکی تنها همبسته اند گروهی به صورت که متغیرهایی خصوصاً همبسته

نیست. متغیر بهترین لزوماً انتخاب شده متغیر و برمی گزیند را آن ها از

و توضیحی متغیر p با خطی رگرسیونی مدل یک برای لاسو همچنین،

متغیرهای اگر بنابراین می کند، انتخاب را متغیر n حداکثر مشاهده، n

انتخاب لاسو توسط باشند، معنی دار مدل در (n از (بیشتر بیشتری

نمی شوند.

کوچک ترین از تا h تعداد پیراسته دوم توان های کمترین روش در

کمینه سازی مسئله (ε̂i = ei = yi − ŷi) باقی مانده های دوم توان های

به صورت چندگانه خطی رگرسیونی مدل

min
{ h∑

i=١

(e٢)i:n
}
, (٨)

(e٢)١:n ≤ (e٢)٢:n ≤ ... ≤ (e٢)n:n به طوری که می شود، گرفته نظر در

ابتدا که است ذکر به لازم هستند. مرتب شده باقی مانده های دوم توان

را h برخی می شوند. مرتب سپس می رسند، دو توان به باقی مانده ها

یک ام i مشاهده ی این که تعیین برای اما می نامند؛ پیراسته٢۶ پارامتر

زیر به صورت را zi نشانگر تابع است لازم نه یا است خوب مشاهده ی

نماییم. تعریف

zi =

 ١ نباشد دورافتاده ام i مشاهده

٠ باشد دورافتاده ام i مشاهده

حاصل زیر به صورت است قطری ماتریس یک که Z ماتریس درنهایت و

می شود.

Z =


z١ · · · ٠
... . . . ...

٠ · · · zn

 .

به صورت را (٨) کمینه سازی مسئله می توان بنابراین

min
β

{
(ỹ − X̃β)⊤Z(ỹ − X̃β)

}
;

به طوری که e⊤z = h,

zi ∈ {٠, ١}, i = ١, ..., n, (٩)

z = (z١, . . . , zn)
⊤ و e = (١, ..., ١)⊤n×١ آن در که کرد بازنویسی

دوم توان های کمترین برآوردگر (٩) بهینه سازی مسئله  حل با است.

پیراسته دوم توان های کمترین باشد، h = n اگر می شود. حاصل پیراسته

بود. خواهد معمولی دوم توان های کمترین معادل

است؛ پیراسته پارامتر انتخاب روش این در بحث برانگیز نکته یک

انتخاب به درستی پارامتر این اگر باشد ٠, . . . , n از می تواند h زیرا

می شود. تحریف حاصل نتایج یا و می رود دست از اطلاعات یا نشود،

با که دادند نشان خود کتاب در قضیه ای بابیان [٢٢] لروی و روسو

استواری (معیار فروریزش نقطه ی ، h برای [[n
٢
]]+ [[

p+ ١
٢

]] انتخاب

درصد) ۵٠) خود ممکن مقدار ماکزیمم به روش این برآوردگر) یک

روش این باشند، پرت مشاهدات از نیمی اگر حتی یعنی رسید؛ خواهد

صادق شرایطی هر در و همیشه امر این اما ماند؛ خواهد استوار همچنان

آشکار به وضوح قضیه این ضعف بالا بعد با داده در به خصوص نیست،

می شود.
26Trimmed parameter



ص١٩- ٣١ ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٢۵اندیشه

بسیار امری نیز عادی مشاهده h یافتن روش این معایب از یکی دیگر

و شود تشکیل مختلف مدل
(
n

h

)
باید زیرا است، زمان بر و دشوار

توان های کمترین روش پیچیدگی موجب امر همین شوند. مقایسه باهم

بسته های تدوین از قبل تا آن از محققان استقبال عدم و پیراسته دوم

بود. نرم افزاری

پیراسته دوم توان های کمترین روش ۴

تنک

ساده را بالا بعد با مدل های تفسیر لاسو روش  شد ذکر که همان طور

دارد. ضعیفی عملکرد و نیست مقاوم پرت نقاط حضور در اما می کند

یک حضور تنها یعنی است؛ ١
n

لاسو روش فروریزش نقطه مثال به طور

کند. بی اعتماد و برده سؤال زیر را نتایج کلیه می تواند پرت مشاهده

h < p که حالتی در پیراسته دوم توان های کمترین روش این بر علاوه

.[۵] شود محاسبه نمی تواند باشد،

دوم توان های کمترین  روش های به عنوان استوار، تاوانیده روش های

به صورت روش این بهینه سازی مسئله است. مشهور نیز تنک٢٧ پیراسته

min
β

{
(ỹ − X̃β)⊤Z(ỹ − X̃β) + hλp(β)

}
;

به طوری که e⊤z = h,

zi ∈ {٠, ١}, i = ١, ..., n, (١٠)

قطری ماتریس یک Z ،e = (١, ..., ١)⊤n×١ آن در به طوری که بود خواهد

پیراسته پارامتر h ،z = (z١, . . . , zn)
⊤
n×١ اصلی قطر روی درایه های با

امری بالا ابعاد در پیراسته پارامتر انتخاب است. تاوان پارامتر λ و

است. دشوار به غایت

داراست: زیر شرح به مزایایی پیراسته دوم توان های کمترین روش

می بخشد، بهبود واریانس کاهش طریق از را پیش بینی عملکرد -

تضمین را بیشتری تفسیرپذیری مدل هم زمان، انتخاب سبب به -

می کند،

محاسباتی مشکلات از بالا بعد با داده مجموعه حضور در -

می نماید. جلوگیری کلاسیک روش های

توان های کمترین برآوردگر فروریزش نقطه ١ .۴
پیراسته دوم

نقطه شد، مطرح [۵] همکاران و آلفونز توسط که زیر قضیه از استفاده با

پیراسته دوم توان های کمترین برآوردگر فروریزش٢٨ نقطه یا شکست

می شود. حاصل

باشد،  محدب و متقارن زیان تابع یک ρ(x) کنید فرض .١ .۴ قضیۀ

همچنین .ρ(x) > ٠ ،x ̸= ٠ ازای به و ρ(٠) = ٠ به طوری که

و h ≤ n اندازه با زیرمجموعه ای ρ(x) = (ρ(x١), . . . , ρ(xn))
⊤

رگرسیونی برآوردگر

β̂ = min
β∈Rp

{ h∑
i=١

(ρ(ỹ − X̃β))i:n + hλ

p∑
j=١

|βj |
}
,

به طوری که بگیرید، نظر در

(
ρ(ỹ − X̃β)

)
١:n ≤ . . . ≤

(
ρ(ỹ − X̃β)

)
n:n

برآوردگر فروریزش نقطه صورت این در هستند،  مرتب شده زیان توابع

به صورت β̂ رگرسیونی

ε∗(β̂, Z∗) =
n− h+ ١

n
,

و پرت نقاط دارای که نمونه هایی تمامی به عنوان Z∗ آن در که است

هر جایگزین نمونه ها این می شوند. گرفته نظر در هستند، تأثیرگذار

می شوند. دلخواه مقادیر با داده ها در مشاهدات، از تایی m زیرمجموعه ی

نقطه باشد، ρ(x) = x٢ این که فرض با و ١ .۴ قضیه از استفاده با
n− h+ ١

n
برابر تنک پیراسته دوم توان های کمترین برآوردگر فروریزش

h این که فرض با و دارد بالاتر فروریزش نقطه h کوچک مقادیر است.

.[۵] است ٪۵٠ از بزرگ تر فروریزش نقطه باشد،  کوچک کافی به اندازه

ریبوفلاوین داده با کاربردی نتایج ۵

پیراسته نیمه پارامتری مدل های تحلیل و بررسی به منظور بخش این در

که ریبوفلاوین می شود. استفاده ریبوفلاوین داده های از بالا ابعاد در

است B ویتامین های از یکی می شود، شناخته نیز B2 ویتامین به عنوان

حیات برای لازم ویتامین های مهم ترین از هستند. آب در محلول همه که

که است ویتامین این زرد رنگ نام، این انتخاب دلیل است. زنده موجود

ریبوفلاوین است. آن ساختمان در موجود فلاوینی حلقه وجود از ناشی
27Sparse least trimmed squares
28Breakdown point



معنوی٢۶ منیره و روزبه مهدی بالا بعد با تنک استوار نیمه پارامتری مدل های

غذایی محصولات از بعضی به دارد، وجود غذاها برخی در طبیعی به طور

این است. دسترس در غذایی رژیم مکمل یک به عنوان و می شود اضافه

مونونوکلئوتید فلاوین اصلی، کوآنزیم دو اساسی اجزای از یکی ویتامین

ها کوآنزیم این است. (FAD) دینوکلئوتید آدنین فلاوین و (FMN)

متابولیسم و نمو و رشد سلولی، عملکرد انرژی، تولید در عمده ای نقش

به ریبوفلاوین این، بر علاوه دارند. استروئیدها و داروها چربی ها،

می کند. کمک خون در اسیدآمینه یک هموسیستئین، طبیعی سطح حفظ

سبزیجات، گوشتی، مواد مصرف از پس ریبوفلاوین درصد بیشترین

غلات سبوس و حبوبات تخمه ها، و مغزها در کمتر مقداری و لبنیات

روده توسط ریبوفلاوین بیشتر می شود. دریافت بدن توسط موجود

مابقی و ذخیره شده کلیه ها و قلب کبد، در کمی مقدار و جذب کوچک

افراد در ریبوفلاوین وضعیت شد. خواهد دفع بدن از ادرار طریق از

و مشکل بروز صورت در اما نمی شود؛ اندازه گیری به طورمعمول سالم

قرمز گلبول های بررسی طریق از ویتامین این (وفور) کمبود تشخیص

اندازه گیری ادرار طریق از شده دفع ریبوفلاوین میزان بررسی یا و خون

١٫١ بین روزانه بدن موردنیاز ریبوفلاوین میانگین میزان شد. خواهد

١٫۶ شیرده یا باردار زنان برای و بزرگ سالان برای میلی گرم ١٫٣ تا

نامناسب غذایی رژیم بدن در ریبوفلاوین کمبود علت شایع ترین است.

در نقص دچار که افرادی در می تواند هم چنین ریبوفلاوین کمبود است.

از مناسب استفاده از مانع چراکه شود، ایجاد هستند کبدی فعالیت های

می شود. ویتامین ها

این در است. موجود R نرم افزار “hdi” نرم افزاری بسته در داده ها این

این است. ریبوفلاوین تولید نرخ لگاریتم پاسخ متغیر داده  مجموعه

نشان دهنده هرکدام که بوده توضیحی متغیر ۴٠٨٨ دارای داده مجموعه

در که استوار لاسو تاوانیده روش از استفاده با است. ژن ها سطح لگاریتم

ژن ٣٨ تعداد است، موجود R نرم افزار “robustHD” نرم افزاری بسته

بر پاسخ متغیر پیش بینی و تغییرات بر مؤثر توضیحی متغیرهای به عنوان

شکل در شدند. شناسایی ٠٫٠٠۴٠٨٧١ تاوان پارامتر بهینه مقدار اساس

ضرایب برآورد نمودار و ١٠-سطحی متقابل اعتبارسنجی نمودارهای ٢

همچنین است. شده داده نشان تاوان پارامتر مختلف مقادیر ازای به

است. شده داده نمایش ٣ شکل در شناسایی شده پرت نقاط نمودار
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پرت. نقاط شناسایی نمودار :٣ شکل
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برازش و ممتد) (خط دوم توان های کم ترین برازش و پاسخ متغیر با غیرخطی رابطه دارای پیشگو متغیرهای افزوده نمودار :۴ شکل

استوار لاسو روش ب: استوار، غیر لاسو روش الف: (خط چین)، کرنل ناپارامتری

محاسبه با [٨] مطابق ناپارامتری عنصر

s٢
i =

١
n− p١ − ١

(
ỹ − X̃[,−i]β̂

)⊤ (
ỹ − X̃[,−i]β̂

)
,

i = ١, . . . , ۴٠٨٨, p١ = ٣٨,

ریبوفلاوین)، تولید (لگاریتم پاسخ متغیر ỹ آن در که می شود شناسایی

iامین حذف با فراهم شده طرح ماتریس X̃[,−i] و طرح ماتریس X̃

با که است توضیحی متغیر ناپارامتری، عنصر است بدیهی است. ستون

ترتیب به  بالا روش از استفاده با شد. خواهد کمینه s٢
i میزان آن حذف

از استفاده با “Y KUH_at” و “Y XDJ_at” توضیحی متغیرهای

ناپارامتری عضو به عنوان استوار لاسو و غیراستوار لاسو رویکردهای

رابطه نیز افزوده٢٩ متغیر نمودار از استفاده با همچنین، شدند. شناسایی

استوار لاسو و غیراستوار لاسو مدل های ناپارامتری اجزای غیرخطی

بالا در به دست آمده نتیجه و بررسی ۴ شکل در شهودی به طور مجدداً

متغیرهای از یک هر اثر شهودی به طور افزوده متغیر نمودار شد. تائید

آشکار پاسخ متغیر بر پیشگو، متغیرهای سایر اثر حذف از پس را پیشگو

می کند.

،RSS همچنین و معیار از انحراف برآوردگرها، مقادیر ١ جدول در

تعيين ضریب مانده ها، دوم توان های مجموع ترتیب، به که CV و R2

هستند، شده برازش نیمه پارامتری رگرسيون مدل متقابل اعتبارسنجی و

برآوردگرهای می شود، دیده جدول این در که همان طور گزارش شده اند.

کمتری متقابل اعتبارسنجی و خطا دوم توان مجموع دارای لاسو استوار

بیشتر درصد ٣۵ حدود و بوده لاسو استوار غیر برآوردگرهای به نسبت

می کنند. بیان استوار غیر برآوردگر به نسبت را پاسخ متغیر تغییرات
29Added Variable Plot



معنوی٢٨ منیره و روزبه مهدی بالا بعد با تنک استوار نیمه پارامتری مدل های

تاوانیده روش به شناسایی شده مؤثر متغیرهای ضرایب برآورد از پس

کرنل روش از استفاده با ناپارامتری توابع استوار، و غیراستوار لاسو

به  ترتیب کرنل روش به باند پهنای پارامتر بهینه مقدار گردید. برازش

“Y KUHat” و “Y XDJat” ناپارامتری توضیحی متغیرهای برای

استوار لاسو و غیراستوار لاسو رویکردهای با ٠٫٠٩۴۵ و ٠٫١٢۴٣ برابر

نظر در مدل خطی بخش به عنوان دیگر توضیحی متغیر ٣٧ و شد تعیین

است. شده رسم ۵ شکل در شده برازش ناپارامتری توابع شدند. گرفته

نتیجه گیری و بحث ۶

توابع و خطی ضرایب برای لاسو استوار تاوانیده برآورد مقاله این در

در پرت داده های حضور در نیمه پارامتری رگرسیون مدل در غیرخطی

پیراسته دوم توان های کم ترین سریع الگوریتم کمک به بالا بعد با داده های

و آمد دست به معرفی شده برآوردگر فروریزش نقطه شد. معرفی تنک،

از بیش می تواند فروریزش نقطه این که شد داده نشان نظری لحاظ از

فروریزش نقطه به دستیابی عملی دیدگاه از بااین حال باشد. درصد ۵٠

نیست. امکان پذیر درصد ۵٠ از بیش

از استفاده که می دهد نشان واقعی داده های مطالعه عددی نتایج

تأثیر دارای نیمه پارامتری، رگرسیون مدل در تنک لاسو استوار برآوردگر

در مدل غیرخطی توابع و خطی ضرایب برآوردگرهای بهبود در سزایی به

است. دورافتاده مشاهدات دارای و بالا بعد با داده های به مدل برازش
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لاسو استوار روش به ناپارامتری تابع برازش ب: لاسو غیراستوار روش به ناپارامتری تابع برازش الف: :۵ شکل
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واقعی. داده های در مؤثر توضیحی متغیرهای برای پيشنهادی برآوردگرهای ارزیابی :١ جدول

استوار لاسو غیراستوار لاسو روش
استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد

٠٫٠٠٢٢٠ −٠٫٠۶۵٢۶ ٠٫٠٣٣٩٨ −٠٫٠۵۶٢۵ مبدأ از عرض
٠٫٠٢۴١۵ ٠٫٣٠١۴۶ ٠٫١۶٠۴٣ −٠٫٢٢٧٠٣ ALD_at
٠٫٠٧٣٢٧ −٠٫۴۵٨٨٧ ٠٫۴۶٧١۵ −٠٫٠٩١٧٢ ALDX_at
٠٫٠٣۴۶٣ ٠٫۴٨٠۵٩ ٠٫٣٧٠۵٣ ١٫١١٣٧٩ CSBA_at
٠٫٠١۴٠١ −٠٫٣۴۴١۶ ٠٫٠٨۶٩۴ −٠٫۶٨٢۵۶ CTAA_at
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Sparse robust semiparametric models in high-dimensional data
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Abstract:

Analysis and modeling the high-dimensional data is one of the most challenging problems faced by the world nowaday.

Interpretation of such data is not easy and needs to be applied to modern methods. The penalized methods are one of the

most popular ways to analyze the high-dimensional data. Also, the regression models and their analysis are affected by the

outliers seriously. The least trimmed squares method is one of the best robust approaches to solve the corruptive influence

of the outliers. Semiparametric models, which are a combination of both parametric and nonparametric models, are very

flexible models. They are useful when the model contains both parametric and nonparametric parts. The main purpose of

this paper is to analyze semiparametric models in high-dimensional data with the presence of outliers using the robust sparse

Lasso approach. Finally, the performance of the proposed estimator is examined using a real data analysis about production

of vitamin B2.

Keywords: High-dimensional data, Lasso method, Least trimmed squares method, Semiparametric model, Sparse least

trimmed squares method.
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