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چ΋یده:
با مقاله، این در است. قابل مشاهده ،΁پاس متغیر آن ها، اغلب در و مͳ گیرد صورت کنترل نمودارهای طریق از نیمرخ پایش به طورمعمول،

پرتاب مدل از ذهن به تقریب برای که مͳ کنیم مشاهده را پاداش تابع مقادیر ،΁پاس بردار مشاهدۀ به جای آن در که مواجهیم ͳمشابه مسئلۀ

برآورد و مͳ شود مشاهده پرتاب، از حاصل امتیازهای از مستقل دنباله ای تغییر، نقطه Έی حداکثر وجود فرض با کرده ایم. استفاده نیزک

مم΋ن حالت دو روی΋رد، دو هر در مͳ شوند. ارائه بیزی و فراوانͳ گرا روی΋رد دو با وجود)، صورت (در تغییر نقطه و پرتاب ها دقت پارامتر

روش ها این و بررسͳ شده اند عددی مطالعۀ Έی طریق از ارائه شده نتایج بررسͳ شده اند. Έتفکی به دقت، ماتریس و دقت اس΋الر پارامتر

شده اند. پیاده پرتاب، از حاصل ͳواقع داده های روی

گیبز. نمونه گیر تغییر، نقطه پنهان، متغیر آمیخته، توزیع ، MCMC الΎوریتم ، EM الΎوریتم کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مرحلۀ Έی که II فاز در متغیره Έی فرایند Έی نیمرخ٣ پایش

.[٢] است قرارگرفته ͳموردبررس گسترده ای به طور است، آینده نگر

نمودارهای از بسیاری در درستنمایی تابع بر ͳمبتن روش های نقش

T‐هتلینگ، ٢ نمودارهای که آنجا تا است برجسته بسیار کنترل

حاصل درستنمایی تابع اساس بر مستقیم به طور EWMA و LRT

نقطه به نقطۀ تغییرات ،ͳمقدمات کنترل نمودارهای در مͳ شوند.

و ثابت طول به پنجره ای در ͳموضع واریانس و ͳموضع میانگین

در تغییر نقطه وجود ام΋ان مشاهدات، دنبالۀ طول با متناسب معمولا˦

ͳمشاهدات در ͳحت اما مͳ شود زده تخمین آن حدود و ͳبررس فرایند،

تشخیص روش های که است بعید بسیار نیز شناخته شده توزیع های از

به جای بتوانند و باشند حساس مشاهده Έی به نسبت تغییر نقطه

به عنوان را ͳدقیق نقطۀ پنجره، Έی طول در تغییر نقطه تشخیص

مͳ شود بغرن; تر ͳزمان مسئله کنند. ارائه و برآورد تغییر نقطه پارامتر

عمل در که باشند متغیرهایی محصول دست، در مشاهدات که

را آن ها متقابل اثرهای از برآیندی تنها ما و نمͳ شوند مشاهده

ͳآلودگ شاخص مثال به ذهن، به تقریب برای مͳ کنیم. مشاهده

این عدد کنید. دقت می΋رومتر ٢٫۵ از کمتر قطر با معلق ذرات

جرم و نوع از صرف نظر ،ͳذرات چنین غلظت محصول شاخص،

عناصر از گسترده ای طیف توسط غلظت این آنکه حال است ذره

این از Έهری مشارکت میزان از ͳاطلاع هیچ ما و مͳ شود تولید

اختیار در مشاهده به عنوان آنچه نداریم. امروز هوای در عناصر

دستگاه توسط شده اندازه گیری  اجرام ͳوزن میانگین مͳ گیرد قرار ما

به طور عناصر از دیΎر بسیاری به مربوط اطلاعات که است طیف سن;

گزارش شاخص این در دستگاه، این توسط داده شده تشخیص موجز

مشاهدات به طیف سن; چندمتغیرۀ اطلاعات ͳفروکاه نمͳ شود.

شاخص های گزارش در مفیدی خلاصه سازی هرچند یΈ متغیره،

که مͳ دهد دست از را مفیدی اطلاعات اما مͳ کند، ایجاد هوا ͳکیف

بسیار تغییر نقطه برآورد در و نیمرخ پایش در مͳ توانند اطلاعات این

این ͳبررس برای مثال بهترین نیزک۴، پرتاب مثال شوند. واق΄ مفید

سمت به نیزک پرتاب امتیازهای داده های در اصولا˦ است. موضوع

اصابت محل نه است پرتاب از حاصل امتیاز مͳ شود ثبت آنچه تخته

فرود محل از حرفه ای پرتاب کنندۀ Έی عمل΋رد آنکه حال نیزک؛

است قرار ازآنجایی که مͳ شود. ͳبررس تخته روی او پرتاب آمدن

ͳامتیازده ش΋ل شود، داده توضیح مثال همین روی موضوع اصل
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آزادی١٢۶ غزل و طاهریون علͳ رضا نیزک پرتاب مسئلۀ پنهان: متغیر حضور در بیزی نیمرخ پایش

نیزک، بازی مͳ دهیم. قرار کنکاش مورد بیشتر ͳکم را پرتاب ها به

نیزک) (تختۀ ش΋ل دایره ای صفحه ای به نیزک پرتاب طریق از

نیزک تختۀ مختلف قسمت های به نیزک برخورد مͳ شود. انجام

رابطۀ البته که دارد همراه به بازی΋ن برای را ͳمتفاوت امتیازهای

ندارد وجود کسب شده امتیاز و نیزک اصابت محل بین ͳ΋به ی Έی

منجر تخته، مجزای نقطه دو در نیزک نشستن است مم΋ن ͳیعن

به مربوط قوانین و امتیاز تخصیص شود. ͳسان΋ی امتیازهای به

قوانین اساس بر اما باشد متفاوت مͳ تواند کشوری هر در بازی این

،DB تخته، مرکز به نیزک برخورد بریتانیا، نیزک سازمان در موجود

سایر دارد. همراه به را امتیاز ٢۵ ،SB مجاور، حلقۀ و امتیاز، ۵٠

Έی هر که است تقسیم شده قسمت ٢٠ به نیزک تختۀ قسمت های

در نیز برابر سه و برابر دو حلقۀ دو است. ٢٠ تا ١ از امتیازی حاوی

از Έی هر به نیزک برخورد صورت در که دارد وجود قسمت ها این

شد. خواهد برابر سه و دو ترتیب به بازی΋ن امتیاز حلقه ها، این
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تا تخته مرکز فاصلۀ برابر؛ دو منطقۀ ، نیزک: تختۀ :١ ش΋ل

فاصلۀ برابر؛ سه منطقۀ ، است. ١۶٢mm منطقه این ͳداخل نوار

دو هر پهنای است. ٩٩mm منطقه این ͳداخل نوار تا تخته مرکز

برابر؛ Έی منطقۀ ، است. ٢٠mm برابر سه و برابر دو منطقۀ

دایره ای که DB منطقۀ ، و ١۵٫٩mm شعاع با ،SB منطقۀ ،

است. ۶٫٣۵mm شعاع به

هر تا مرکز فاصله و امتیازها تخصیص وضعیت ١ ش΋ل در مͳ توان

مدل بندی دید. بریتانیا نیزک سازمان استاندارد اساس بر را ناحیه

است. ارائه شده [٣] در پیش ازاین مشاهدات، نوع این با داده هایی

آنکه فرض با شوند پرتاب تخته سمت به تصادف به نیزک ها اگر

روی نیزک برخورد محل از ͳاحتمال مدل Έی آید، فرود تخته در

این در و باشد ی΋نواخت احتمال فضای Έی از برآمده مͳ تواند تخته

Z = (Zx, Zy)
′ مرتب جفت و نیزک تختۀ نشان دهندۀ B اگر صورت

بˇعدی ای دو ͳدکارت دستگاه اساس بر نیزک اصابت محل مختصات

هر ازای به آنگاه است، منطبق تخته مرکز روی آن مرکز که باشد

داریم S ⊆ B

P (Z ∈ S) =
مساحت (S ∩B)

مساحت (B)
. (١)

تحت آنگاه باشد برخورد محل نقطۀ از حاصل امتیاز s(Z) اگر

که نیست عاقلانه البته .E[s(Z)] ≈ ١٢٫٨٢ ی΋نواخت مدل این

امید و کند رها تخته سمت به را نیزک تصادف به پرتاب کننده

فرض ،[٣] در ازاین رو است. موضوع این مؤید نیز امتیازها ͳریاض

مدل و مͳ گیرد نشانه را تخته مرکز پرتاب کننده که گذاشتند آن بر را

گرفتند نظر در را زیر کروی

Z = µ+ ε , ε ∼ N(0, σ2I),

نشان دهندۀ µ = (µx, µy)
′ نقطۀ است. ͳهمان ماتریس I٢×٢ که

Έی مͳ کند. انتخاب خود هدفِ به عنوان بازی΋ن که است نقطه ای

است. ارائه شده ٢ ش΋ل در ͳمدل چنین از حرارت نمودار

نشانگر قرمز، نقطۀ .σ = ۴٢٫٠٩ فرض با حرارت نمودار :٢ ش΋ل

است. µ

مͳ توان واق΄ در مͳ شود. کنترل σ٢ توسط خطا مقدار اندازۀ به علاوه

را خود پرتاب های بازی΋ن باشد، کوچΈ تر σ٢ مقدار چه هر گفت

این تحت پرتاب ها امتیاز ͳریاض امید لذا است. داده انجام دقیق تر

از است عبارت مدل

Eµ,σ٢ [s(Z)]

=

∫
R٢

١
٢πσ٢ exp[−||(x, y)− µ||٢

٢σ٢ ]s(x, y)dxdy. (٢)

ما نشده مشاهده  داده های Zn،. . .،Z١ اگر که بود آن بر [٣] نگرش

نیزک اصابت محل مختصات Zi = (Zi,x, Zi,y)
′ آن در که باشند

مشاهده داده های این درستنمایی لΎاریتم صورت این در است.

از است عبارت نشده

ℓ(σ٢;X, Z) = logL(σ٢;X, Z)

= −n log(٢πσ٢)− ١
٢σ٢

n∑
i=١

[
Z٢

i,x + µ٢
x − ٢Zi,xµx(٣)

+Z٢
i,y + µ٢

y − ٢Zi,yµy

]
,
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Z′
n،. . .،Z′

١ مقادیر دادن قرار هم زیر از حاصل ماتریس Z آن در که

است پرتاب امتیاز مͳ شود، ثبت نیزک پرتاب نتیجۀ از آنچه است.

تنها نباید و نمͳ توان را مسئله این اصابت. م΋ان مختصات نه و

محصول مشهود، مثال Έی و دید نیزک پرتاب مسئلۀ چارچوب در

امتیاز تابع تبدیل و تسلیحات اصابت محل با نیزک تختۀ ͳزینΎجای

و (پرتاب کننده طرف دو هر از بازی این و است زیان تابع به

آن به مقاله این در که ͳموضوع مͳ یابد. اهمیت دریافت کننده)

و زمان طول در اصابت ها دقت نیمرخ پایش ͳبررس مͳ پردازیم،

σ٢ پارامتر پایش طریق از پرتاب ها دقت در تغییر ͳبررس به ویژه

در مͳ تواند دقت در تغییر نیزک، پرتاب مسئلۀ خصوص در است.

،Έشلی مسئلۀ در و پرتاب ͳطولان دورۀ در پرتاب کننده ͳخستگ اثر

هدف نقطۀ معقول و به طورمعمول باشد. استهلاک یا و دمایی اثرات

بخش در ازاین رو، مͳ شود. گرفته نظر در ثابت زمان طول در µ یا

برای را EM الΎوریتم و مͳ کنیم ͳمعرف متغیر واریانس با ͳمدل ٢

مͳ دهیم. توسعه مدل، تغییر نقطه و واریانس پارامتر برآورد مسئلۀ

کوواریانس یا دقت ماتریس به را برآورد موضوع بخش، همین در

به را معرفͳ شده مدل پارامترهای برآورد ٣ بخش مͳ دهیم. تعمیم

دو تحت پارامترها برآورد بخش، این در مͳ کند. ͳبررس بیزی روش

بیزی روش به تغییر نقطه Έی وجود حالت و تغییر نقطه بدون حالت

به طور پسین توزیع های از شبیه سازی الΎوریتم های و است ارائه شده

مطرح شده برآوردگرهای عمل΋رد ۴ بخش در است. بیان شده  موجز

Έی از همچنین است. بررسͳ شده شبیه سازی شده مطالعۀ Έی در

روش، به کارگیری برای نیزک پرتاب امتیاز ͳواقع داده های مجموعه

است. استفاده شده

متغیر واریانس با پرتاب ٢

ͳبه آسان مͳ توان نیزک، بازی در بازی΋ن هر پرتاب های ͳبررس با

ادامه ͳمتفاوت به طور را بازی ،ͳمدت از پس فرد، که کرد مشاهده

یا و کند بازی بهتر یا مͳ تواند که منظر این از متفاوت مͳ دهد.

که معناست بدین نیزک رقابت در کردن بازی بهتر بدتر. ͳحت

همواره موردنظر امتیاز نماید. کسب را موردنظر امتیاز است توانسته

تعداد از پس باید نیزک بازی های از بسیاری در نیست. بالا امتیاز

چنانچه بنابراین آورد؛ دست به را ͳخاص امتیاز پرتاب، ͳمشخص

بازی عملا̈ باشد، مشخص شده حد از پایین تر یا و بالاتر شما امتیاز

آماری زبان به بخواهیم را ذکرشده موارد اگر حال باخته اید. را

برای چرا که کنیم؛ استفاده واریانس از مͳ بایست ناگزیر کنیم، بیان

ش΋ل هر به را پرتاب ها دقت باید موردنظر امتیاز آوردن دست به

داد. کاهش را پرتاب واریانس دیΎر ͳبیان به و برد بالا مم΋ن

بازی Έی در واریانس ͳونΎناهم تأثیر دید مͳ توان به وضوح پس،

با چون بالاست. حد چه تا مͳ شود انجام ͳخاص فرد توسط که

ͳمتفاوت دقت با پرتاب ها بعد به آن از که پرتابی شمارۀ تشخیص

نخست تا کرد Έکم بازی΋ن به زیادی حدّ تا مͳ توان انجام شده اند،

کند پرتاب دقیق تر است توانسته بعد لحظه آن از که شود متوجه

تغییر او بازی روند شرایط پرتاب کدامین در اینکه دوم و خیر یا

توانسته بعد به τاُم پرتاب از شود متوجه اگر است. داشته چشمΎیری

دفعات در بΎیرد، یاد را بازی اصطلاح در یا کند بازی بهتر است

پرتاب های دقت پرتاب، τاُمین از زودتر کرد خواهد ͳسع بعدی

ببرد. بالا را خود

گرفتن نظر در بدون نشانه گیری تحلیل ٢. ١
بازی΋ن دقت

و نشانه گیری ͳ΋ی مͳ آید: پیش مهم مسئلۀ دو نیزک پرتاب هنگام

نشانه گیری مسئلۀ به را خود توجه تمام ما بخش این در دقت. دیΎری

را دقت گرفتن نظر در لزوم بعد قسمت در سپس و مͳ کنیم معطوف

مجبور پرتاب کننده اگر که است آن ͳاساس سؤال مͳ دهیم. شرح

کم دقت با پرتاب برمͳ گزیند: را Έکدام ی باشد، انتخاب به

نشانه گیری های ͳول بالا دقت با پرتاب یا مناسب نشانه گیری ͳول

را نشانه گیری بحث تنها ابتدا در سؤال این به ΁پاس برای ضعیف؟

خصوص، این در که دید خواهیم پس ازآن و مͳ دهیم قرار مداقه مورد

ندارد. وجود دیΎری انتخاب
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ͳ΋مش دایره های با نیزک نشستن محل نیزک؛ پرتاب مثال :٣ ش΋ل

اصابت محل کنار در رنگ زرد اعداد با پرتاب هر ترتیب و توپˇر

است. مشخص شده

روی ی΋نواخت توزیع Έی صفحه، در نیزکها فرود محل توزیع اگر

با را بازی΋ن نشانه گیریِ وضعیت مͳ توان باشد، µ مرکز به دایره ای

به عنوان مثال سنجید. پرتاب ها ساخته شدۀ شعاع مقدار اندازه گیری

داده شده نشان ٣ ش΋ل در که ͳبه صورت نیزک ١٠ کنید فرض

کسب شده امتیازهای بردار ΀واض به طور پرتاب شده اند. است،

X = (٣, ۵, ٨, ٢, ١, ۴, ۴٠, ٢, ۵, ٢٠) به صورت پرتاب ها این در

بیشتر ͳمحاسبات به نیاز بدون مͳ کنید مشاهده که همان گونه است.

پرتاب از باشد، پرتاب ها شعاع کردن کمتر تنها هدف، درصورتͳ که

که است رسیده بازی یادگیریِ از نقطه ای به بازی΋ن بعد، به پنجم

توزیع شعاع است، داده شده نشان ش΋ل در که ͳبه صورت مͳ تواند

ͳفوقان قسمت نشانه گیری با و دهد کاهش را پرتاب ها ی΋نواخت

را τ اگر بΎذارد. نمایش به را ͳقابل قبول پرتاب های نیزک، تختۀ

پیدا بهبود نشانه گیری بعد به آن از که بΎیریم نظر در پرتابی شمارۀ

بازی΋ن چنانچه بنابراین و τ = ۵ مثال این در آنگاه است، کرده

عدد این بازی بعدیِ مراحل در مͳ تواند شود مطل΄ موضوع این از

اولیه پرتاب های در را درست نشانه گیری عادت و دهد کاهش را

که است این مͳ آید پیش قسمت این در که مسئله ای گیرد. کار به

پرتاب شعاع کردن کم با نیزک، بازی در دقت افزایش عمل، در

ͳتابع بازی، در دقت چرا که نمͳ شود؛ مسجل ی΋نواخت توزیع Έی

توزیع این شعاع و نیست ی΋نواخت) توزیع در (شعاع فاصله Έی از

که ͳل΋ش به را بازی΋ن نشانه گیری وضعیت دادن نشان توانایی تنها

غلط مدل ها همه که هرچند دارد. دادیم، توضیح قبل قسمت در

مفیدتریم. مدل یافتن دنبال به دراین بین ما مفید، ͳبرخ و هستند

توزیع بر ͳمبتن مدل ͳزینΎجای مͳ رسد، نظر به که ازاین روست

ماهیت با بیشتری انطباق ،ͳگاوس توزیع بر ͳمبتن مدل با ی΋نواخت

هدف پرتاب کننده، تلاش چراکه باشد. داشته نقطه Έی نشانه گیری

هدف، نقطۀ به Έنزدی ͳنواح و است نشانه گیری نقطۀ دادن قرار

́ شدن واق اصابت مورد برای بیشتری شانس مͳ بایست علͳ القاعده

بازی΋ن مͳ کنیم فرض بخش این در دورتر. ͳنواح تا باشند داشته

تجربه خود پرتاب های در را (واریانس) دقت تغییر یΈ بار تنها

σ٢
١ از واریانس تغییر پرتابِ شمارۀ را τ اگر دیΎر ͳبیان به مͳ کند؛

درنتیجه و دقت با پرتاب ها بعد به τ + ١ پرتاب از بΎیریم، نظر در

σ٢ < σ١ اگر حال شد. خواهند انجام σ٢
٢ ̸= σ٢

١ متفاوت واریانس

عمل بازی یادگیری جهت در پرتاب کننده که کرد ادعا مͳ توان آنگاه

بازی΋ن دقت مسلماً باشد، افزایش یافته واریانس اگر و است کرده

است. بوده کاهش به رو

و مستقل مختصات فرض با دقت برآورد ٢. ٢
واریانس ͳونΎناهم

اصابت محل عمودی و ͳافق مختصات که کنید تصور را ͳحالت ابتدا

مدل ،ͳگاوس توزیع از استفاده توجیه به توجه با باشند. هم از مستقل

مͳ نویسیم را زیر

Zi = µ+ εi, i = ١, . . . , n, (۴)

آن در که

ε١, ..., ετ
iid∼ N٠)٢, σ٢

١I٢×٢) و ετ+١, ..., εn
iid∼ N٠)٢, σ٢

٢I٢×٢),

τ ∈ {٣, . . . , n − که است ضروری پارامترها برآوردپذیری برای و

البته که کنیم، فرض معلوم را µ ͳیعن هدف گیری نقطۀ اگر .٢}

کامل داده های درستنمایی تابع لΎاریتم است، همین هم ͳمنطق

به صورت ͳمدل چنین تحت پارامترها نشده) مشاهده و (مشاهده شده

بود خواهد زیر

ℓ(µ, σ٢
١ , σ

٢
٢ , τ |X, Z) = logL(µ, σ٢

١ , σ
٢
٢ , τ |X, Z)

= −τ log(٢πσ٢
١)−

١
٢σ٢

١

τ∑
i=١

(Z٢
i,x + Z٢

i,y) (۵)

−(n− τ) log(٢πσ٢
٢)−

١
٢σ٢

٢

n∑
i=τ+١

(Z٢
i,x + Z٢

i,y).

و مشاهده شده داده های از ͳتلفیق برای ،[٣] رهیافت از پیروی به

لΎاریتم تابع کردن ماکسیمم برای EM الΎوریتم از نشده، مشاهده

الΎوریتم tاُم̮ تکرار در منظور، همین به مͳ کنیم. استفاده درستنمایی

مانند نشده مشاهده داده های با ،ͳریاض امید گرفتن گام در و

به شرط را درستنمایی لΎاریتم ͳریاض امید و مͳ کنیم برخورد پارامتر

محاسبه X = (X١, . . . , Xn)
′ امتیازهای مشاهده شدۀ داده های

با ͳتوزیع به نسبت ͳریاض امید عملΎر را Et عملΎر اگر مͳ کنیم.

به روزرسانͳ های آخرین ͳیعن σ٢
٢ = σ̂٢

٢,t ، σ٢
١ = σ̂٢

١,t پارامتری مقادیر

صورت این در گیریم، نظر در الΎوریتم در برآوردها

Et−١[ℓ(σ
٢
١ , σ

٢
٢ , τ ;X, Z|X)]

= −τ log(٢πσ٢
١)−

١
٢σ٢

١
Et−١

[
τ∑

i=١

(Z٢
i,x + Z٢

i,y)|X

]

−(n− τ) log(٢πσ٢
٢)−

١
٢σ٢

٢
Et−١

[
n∑

i=τ+١

(Z٢
i,x + Z٢

i,y)|X

]
.



ص١٢۵‐ ١٣٧ ،۵١ پیاپی شماره ،١۴٠٠ تابستان و بهار ،١ شماره ششم، و بیست سال آماری، ١٢٩اندیشه

به نسبت را ͳریاض امید ͳجزئ مشتق ماکسیمم سازی، گام در

دست به را برآورد معادلات و محاسبه موردعلاقه پارامترهای

مͳ آوریم:

∂Et−١[ℓ(σ
٢
١ , σ

٢
٢ , τ ;X, Z|X)]

∂σ٢
١

=
−τ٢π
٢πσ٢

١
+

٢Et−١[
∑τ

i=١(Z
٢
i,x + Z٢

i,y)]

۴σ۴
١

= ٠,

∂Et−١[ℓ(σ
٢
١ , σ

٢
٢ , τ ;X, Z|X)]

∂σ٢
٢

=
−(n− τ)٢π

٢πσ٢
٢

+
٢Et−١[

∑n
i=τ+١(Z

٢
i,x + Z٢

i,y)]

۴σ۴
٢

= ٠,

به صورت را σ̂٢
٢,t و σ̂٢

١,t tاُم̮ مرحلۀ شدۀ ͳبه روزرسان برآوردهای که

σ̂٢
١,t =

Et−١[
∑τ

i=١(Z
٢
i,x + Z٢

i,y)|X]

٢τ
,

σ̂٢
٢,t =

Et−١[
∑n

i=τ+١(Z
٢
i,x + Z٢

i,y)|X]

٢(n− τ)
,

آغازین مقدار دو با الΎوریتم، پیاده سازی در حال مͳ کند. تولید

را آن برآورد، مقادیر شدن همΎرا تا و آغاز را الΎوریتم σ٢,٠ و σ١,٠

،τ پارامتر فضای بودن شمارا و ͳمتناه به توجه با مͳ دهیم. ادامه

پس کرد. محاسبه τ مقادیر جمیع ازای به را برآوردها این مͳ توان

مرحله هر در مͳ توان {٣, . . . , n − ٢} مجموعۀ از τ جایΎذاری با

آورد. دست به σ٢ و σ١ مقادیر از τ به وابسته منحصربه فرد برآورد

در این ها از Έی هر از به دست آمده برآوردهای مقدار دادن قرار با

البته مͳ شود. انتخاب کننده ماکسیمم τ مقدار ℓ(µ, σ٢
١ , σ

٢
٢ , τ |X, Z)

ͳمحاسبات هزینۀ در O(n) عبارت Έی شدن اضافه به منجر کار این

شد. خواهد

و وابسته مختصات فرض با دقت برآورد ٢. ٣
واریانس ͳونΎناهم

توزیع کنیم، صرف نظر اصابت محل مؤلفه های استقلال فرض از اگر

به صورت تغییر نقطه Έی وجود احتساب به (۴) مدل در خطا

ε١, ..., ετ
iid∼ N٢(0,Σ١) و ετ+١, ..., εn

iid∼ N٢(0,Σ٢), (۶)

N٢ و نامعلوم کوواریانس ماتریس های Σ٢ و Σ١ آن در که است

تابع لΎاریتم گذشته، به مانند لذا است. دومتغیره نرمال توزیع نماد

به صورت درستنمایی

ℓ(µ, σ٢
١ , σ

٢
٢ , τ |X, Z) = logL(µ, σ٢

١ , σ
٢
٢ , τ |X, Z)

= −n log(٢π)− τ

٢
log |Σ١| −

١
٢

τ∑
i=١

Z′
iΣ

−١
١ Zi (٧)

−n− τ

٢
log |Σ٢| −

١
٢

n∑
i=τ+١

Z′
iΣ

−١
٢ Zi,

پیاده سازی برای الΎوریتم، tاُم مرحلۀ در مشابه، طریق به است.

درستنمایی لΎاریتم ͳریاض امید امیدگیری، گام در و EM الΎوریتم

برآوردهای پایۀ بر مشاهده شده داده های به شرط را کامل داده های

ͳریاض امید را Et اینجا در اگر بنابراین، مͳ کنیم. محاسبه قبل مرحلۀ

صورت این در کنیم، تعریف Σ٢ = Σ̂٢,t و Σ١ = Σ̂١,t فرض تحت

Et−١[ℓ(Σ١,Σ٢, τ ;X, Z|X)]

=
−τ

٢
log |Σ١| −

١
٢
tr

(
Σ−١

١

τ∑
i=١

Et−١(ZiZ
′
i)

)

−n− τ

٢
log |Σ٢| −

١
٢
tr

(
Σ−١

٢

n∑
i=τ+١

Et−١(ZiZ
′
i)

)
.

درستنمایی لΎاریتم امید کردن ماکسیمم با ماکسیمم سازی، گام در

برآوردهای پرتاب ها، استقلال به توجه با و کامل، داده های

Σ̂١,t =
١
τ

τ∑
i=١

Et−١(ZiZ
′
i|Xi)

Σ̂٢,t =
١

n− τ

n∑
i=τ+١

Et−١(ZiZ
′
i|Xi), (٨)

است مضاعف O(n) مسئلۀ Έی τ برآورد دوباره مͳ شود. حاصل

مͳ گیرد. انجام قبل بخش روش به که

بیزی رهیافت ٣

Έی وجود تحت را پارامترها برآورد بیزی رهیافت بخش این در

که داریم دقت منظور این برای مͳ دهیم. قرار ͳموردبررس تغییر نقطه

لذا است. نشده مشاهده ͳبخش شامل کامل داده های درستنمایی تابع

مختصات های مͳ توان که است آن مͳ رسد نظر به امر ظاهر در آنچه

توزیع Έی وض΄ با و گرفت نظر در پارامتر به عنوان را اصابت محل

مدل در موردعلاقه پارامترهای مͳ توان آن ها روی مناسب پیشین

کرد. برآورد را (۴) فراوانͳ گرای

تغییر نقطه بدون مدل بیزی برآورد ٣. ١

فرض مشاهدات، فضای از ͳدرست درک دریافت و ͳسادگ برای ابتدا

پرتاب ها دقت در تغییری حالت این در .τ = ١ یا σ١ = σ٢ کنید
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مستقل امتیازهای بردار X = (X١, . . . , Xn) اگر و است نداده رخ

یا نشده مشاهده مختصات های Z = (Z١| . . . |Zn) و مشاهده شده

صورت این در Z′
i = (Zi,x, Zi,y) که باشند اصابت محل ثبت نشدۀ

بیزی آمار ادبیات در µ = (٠, ٠)′ فرض با کلیت از کاستن بدون

داریم

fX,Z|σ٢(x, z) = (٢π)−n(σ٢)−n (٩)

× exp

(
−

n∑
i=١

z′izi/(٢σ٢)

)
n∏

i=١

I{s(zi) = xi}.

مزدوج پیشین ،σ٢ موردعلاقۀ پارامتر برای حاصل درستنمایی تابع

برای ،σ٢ ∼ IG(a, b) پیشین با لذا مͳ دهد. پیشنهاد را وارون گاما

داشت خواهیم مفروض a, b > ٠

σ٢|X, Z ∼ IG

(
n+ a, b+

n∑
i=١

Z′
iZi/٢

)
. (١٠)

قابل عمل در که است کامل مشاهدات به شرط حاصل، پسین

گیبز، نمونه گیر Έی از بهره گیری برای مسئله این نیست. به کارگیری

داریم منظور این به که دارد Z|X, σ٢ ͳشرط توزیع Έی به نیاز

πZi|Xi,σ٢(zi|xi, σ
٢) ∝ exp

(
−z′izi

٢σ٢

)
I{s(zi) = xi}, (١١)

ماتریس با تحدید شده مرکزی دومتغیرۀ نرمال ͳالΎچ تابع که

ناحیۀ روی σ٢I٢×٢ کوواریانس

Rx = {(x, y) ∈ R٢|s(x, y) = xi, i = ١, . . . , n},

استفاده با مͳ توان و نیست ͳسخت کار توزیع این از شبیه سازی است.

آن از ͳتصادف نمونه های ،[٢٩٢ ص. ،١] رد و پذیرش الΎوریتم از

پیاده سازی برای را زیر تنظیمات مͳ توان ازاین رو کرد. شبیه سازی

کرد: فراهم گیبز نمونه گیر Έی

Zi,k ∼ πZi|Xi,σ٢(·|xi, σ
٢
k−١), i = ١, ..., n,

σ٢
k ∼ IG

(
n+ a, b+

n∑
i=١

Z′
i,kZi,k/٢

)
.

k > k∗ و بزرگ ͳکاف اندازۀ به k∗ ∈ N ازای به صورت، این در

مانای توزیع از σ٢
k و Zi,kها که گرفت نظر در چنین مͳ توان

تولیدشده اند. σ٢|X و πZi|X از ترتیب به ͳیعن فوق مارکوف فرایند

اصابت محل مختصات مؤلفه های که ͳحالت به موضوع این تعمیم

دشواری چندان کار گفته شده، بیزی مدل از الهام با وابسته اند،

به صورت درستنمایی تابع حالت این در که داریم توجه نیست.

fX,Z|Σ(x, z) = (٢π)−n|Σ|−n/٢ (١٢)

× exp

(
−tr

(
Σ−١

n∑
i=١

ziz
′
i

)
/٢

)
n∏

i=١

I{s(zi) = xi},

به است. ویشارت وارون مزدوج پیشین تداعͳ کنندۀ که مͳ آید در

پیشین بیزی، مدل تکمیل برای منظور همین

Σ ∼ IW(Ψ,m),

و Ψ مقیاس ماتریس با ویشارت وارون توزیع که مͳ شود پیشنهاد

کامل داده های به شرط پسین و است m آزادی درجۀ

Σ|X, Z ∼ IW

(
Ψ+

n∑
i=١

ZiZ
′
i, n+m

)
, (١٣)

الΎوریتم Έی به راه یابی برای نیز بار این مͳ دهد. دست به را

ͳشرط توزیع جمله از ͳتمام شرط توزیع های به نیاز گیبز نمونه گیر

پارامترهای و مشاهده شده داده های به شرط نشده مشاهده داده های

نرمال توزیع Έی (١١) مانند که داریم Z|X,Σ ͳیعن نامعلوم

است. Σ مقیاس ماتریس با Rx روی تحدیدشده مرکزی دومتغیرۀ

نمونه گیر الΎوریتم Έی از بهره مندی برای ͳتمام شرط توزیع های لذا،

به صورت گیبز

Zi,k ∼ πZi|Xi,Σ(·|xi,Σk−١), i = ١, ..., n,

Σk ∼ IW

(
Ψ+

n∑
i=١

Zi,kZ
′
i,k, n+m

)
,

اندازۀ به اجرای Έی از بعد تولیدشده نمونه های که مͳ شود حاصل

پسین توزیع های از ͳتصادف نمونه هایی مجانبی به طور ،ͳطولان ͳکاف

این گشتاوری ویژگͳ های مͳ توان و بود خواهد πΣ|X و πZi|Xi

گشتارهای از استفاده با را دوم پسین به ویژه و پسین توزیع های

اعداد قوی قانون و شبیه سازی شده نمونه های از حاصل نمونه ای

آورد. دست به بزرگ

و تغییر نقطه Έی بیزی برآورد ٣. ٢
دقت پارامترهای

ͳسادگ برای مͳ دهد. تغییر را پارامتر فضای بˇعد تغییر، نقطه وجود

باحالت مͳ شود. گرفته نظر در Έی با برابر تغییرها نقطه تعداد

منظور، همین به و مͳ کنیم شروع اصابت محل مؤلفه های استقلال

پارامترها درستنمایی تابع آن دنبال به که گیرید نظر در را (۴) مدل

به صورت کامل، مشاهدات برحسب

fX,Z|σ٢
١ ,σ

٢
٢ ,τ

(x, z) = (٢π)−n(σ٢
١)

−τ (σ٢
٢)

τ−n (١۴)

× exp

(
−

τ∑
i=١

z′izi/(٢σ٢
١)−

n∑
i=τ+١

z′izi/(٢σ٢
٢)

)

×
n∏

i=١

I{s(zi) = xi},
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دقت برای تولیدشده مقدار که نیست انتظار از دور مͳ آید. دست به

ͳیعن دقت، مقادیر در تغییر وقوع زمان از مستقل واریانس) (وارون

استقلال فرض تحت بیزی مدل Έی حصول برای بنابراین، باشد. τ

ͳپیشین ساختار اصابت، محل مختصات مؤلفه های

σ٢
j |τ ∼ IG(aj , bj), j = ١, ٢ (١۵)

τ ∼ U({٣, . . . , n− ٢}), (١۶)

روی گسسته ی΋نواخت توزیع U(A) آن در که مͳ شود پیشنهاد

پیشین های استقلال فرض با همچنین است. A شمارای مجموعۀ

داریم ،(١۴) درستنمایی به توجه با و σ٢ و σ١

σ٢
١ |X, Z, τ ∼ IG

(
τ + a١, b١ +

τ∑
i=١

Z′
iZi/٢

)

σ٢
٢ |X, Z, τ ∼ IG

(
n− τ + a٢, b٢ +

n∑
i=τ+١

Z′
iZi/٢

)
.

این در اصابت محل مختصات های ͳتمام شرط توزیع همچنین،

به صورت حالت

πZi|Xi,σ
٢
١ ,σ

٢
٢ ,τ

(zi|xi, σ
٢
١ , σ

٢
٢ , τ) (١٧)

∝ exp

(
−z′izi

٢σ٢
١

)
I{s(zi) = xi}I{τ ≤ i}

+ exp

(
−z′izi

٢σ٢
٢

)
I{s(zi) = xi}I{τ > i},

ترتیب به مرکزی دومتغیرۀ ͳگاوس بردار دو آمیختۀ توزیع که است

احتمال با ترتیب به و σ٢
٢I٢×٢ و σ٢

١I٢×٢ کوواریانس ماتریس های با

تحدید RX ناحیۀ روی که است ١ − α و α = P (τ ≤ i) ͳآمیختگ

به نیاز قبل، مشابه گیبز نمونه گیر Έی ساختن برای است. شده

داریم دقت داریم. τ |Z,X, σ٢
١ , σ

٢
٢ ͳتمام شرط توزیع از شبیه سازی

پسین توزیع این پیشین، چΎالͳ های در درستنمایی تابع ضرب با که

به صورت

πτ |X,σ٢
١ ,σ

٢
٢ ,Z

(t|z,x, σ٢
١ , σ

٢
٢) ∝

(
σ٢

١

σ٢
٢

)−t

(١٨)

× exp

(
−

t∑
i=١

z′izi/(٢σ٢
١)−

n∑
i=t+١

z′izi/(٢σ٢
٢)

)
,

ش΋ل به حالت این در گیبز نمونه گیر تنظیمات لذا مͳ شود. حاصل

Zi,k ∼ πZi|Xi,σ١,k−١,σ٢,k−١,τk−١(·|xi, σ١,k−١, σ٢,k−١, τk−١);

σ١,k ∼ IG

(
τk−١ + a١, b١ +

τk−١∑
i=١

Zi,kZ
′
i,k/٢

)
;

σ٢,k ∼ IG

n− τk−١ + a٢, b٢ +

n∑
i=τk−١+١

Zi,kZ
′
i,k/٢

 ;

τk ∼ πτ |X,σ٢
١,k,σ

٢
٢,k,Z

(·|zk,x, σ٢
١,k, σ

٢
٢,k);

مͳ شود. انجام i = ١, . . . , n ازای به نخست شبیه سازی که مͳ آید در

تولیدشدۀ نمونه های بزرگ، ͳکاف اندازۀ به k∗ Έی ازای به دوباره

توزیع های از ͳتصادف نمونه هایی به مثابۀ مͳ توان را ∗kاُم تکرار از بعد

تنها ،τ مقدار تعیین از پس گرفت. نظر در τ و σ٢
٢ ،σ٢

١ پسین

مورداستفاده تولیدشده اند، تعیین شده τ مقدار به شرط که نمونه هایی

توزیع که است آن آخر بخش تنظیمات، این نکتۀ مͳ گیرند. قرار

تولید برای مͳ بایست و نیست شناخته شده ای توزیع ،τ ͳتمام شرط

از منظور همین به کرد. ͳمعرف دیΎر سازوکار Έی توزیع این از

الΎوریتم پیشنهادی توزیع و مͳ کنیم استفاده MCMC الΎوریتم

الΎوریتم، پذیرش احتمال های که مͳ گیریم نظر در به گونه ای را

برای MCMC الΎوریتم Έی ساختن به منظور باشد. قابل ملاحظه

پیشنهادی توزیع Έی به نیاز (١٨) توزیع از ͳتصادف نمونۀ تولید

مͳ دهیم، نمایش τ c با که را، تولیدشده ͳفعل مقادیر بتواند که داریم

ͳشرط توزیع از نسبت این که دهد نسبت ،τp پیشنهادیِ مقادیر به

لذا مͳ شود. حاصل qτp|τc(·|·) ͳالΎچ تابع با متناظر پیشنهادی

،(١٨) توزیع از تولید به جای ،τ (j) ͳیعن jاُم نمونۀ jاُم، مرحلۀ در

با تولیدشده نمونۀ و مͳ شود تولید qτp|τc(·|τ (j−١)) معلوم توزیع از

آن در که مͳ شود پذیرفته min{١, A} احتمال

A =
πτ |X,σ٢

١ ,σ
٢
٢ ,Z

(τ (j)|z,x, σ٢
١ , σ

٢
٢)qτp|τc(τ (j−١)|τ (j))

πτ |X,σ٢
١ ,σ

٢
٢ ,Z

(τ (j−١)|z,x, σ٢
١ , σ

٢
٢)qτp|τc(τ (j)|τ (j−١))

.

است پرتاب ها اصابت محل فرایند تغییر نقطه τ که داریم دقت

این اهمیت کرد. محاسبات سرعت فدای را برآورد دقت نباید و

ساده ترین از ͳ΋ی از ما مجال این در درمͳ یابیم. به زودی را عبارت

از ما تعریف در ریشه اتفاقاً که مͳ بریم بهره پیشنهادی توزیع های

الΎوریتم jاُم − ١ مرحلۀ در کنید تصور دارد. تغییر نقطه پارامتر

هستیم. (١٨) در مطرح شده توزیع از نمونه تولید برای MCMC

واق΄ در و شبیه سازی شده تغییر نقطه م΋ان تغییر دنبال به که ͳزمان

گام های و بااحتیاط را کار این باشیم، تغییر نقطه نقل م΋ان دنبال به

نقطه دقیق محل به نسبت کاربر ازآنجایی که مͳ دهیم. انجام Έکوچ

گاهانه ناآ به صورت تغییر مقصد پیشنهاد مورد در نیست، گاه آ تغییر

به قدم Έی مͳ تواند هم شانس، فضای Έی تحت و مͳ کند عمل

نتیجه، در برود. τ (j−١)+١ ͳیعن راست، به یا ،τ (j−١)−١ ͳیعن چپ،
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به صورت را پیشنهادی توزیع

qτp|τc(t|τ (j−١))

=



١/٢, t = τ (j−١) − ١, τ (j−١) + ١

و τ (j−١) ̸= ٣, n− ٢,

١, t = τ (j−١) + τو١ (j−١) = ٣,

١, t = τ (j−١) − τو١ (j−١) = n− ٢,

(١٩)

مقدار مرحله، هر در مͳ شود، دیده که همان طور مͳ دهیم. پیشنهاد

این مͳ توان که مͳ شود جابه جا گام Έی تنها تغییر نقطه پیشنهادی

صورت، این در البته که داد تعمیم نیز بیشتر گام های به را موضوع

نتایج مͳ یابد. کاهش نیز ͳپسین نمونه ای آماره های همΎرایی سرعت

به است. الΎوریتم این کارایی مؤید بعد، بخش در شبیه سازی

که ͳحالت برای را بیزی برآورد ایدۀ مͳ توان این روش، از پیروی

این برای داد. تعمیم نیز باشند وابسته اصابت محل مختصات های

گیرید. نظر در (۶) به صورت را خطا توزیع ،(۴) مدل در منظور،

داریم: زیر به صورت درستنمایی ای تابع لذا

fX,Z|Σ(x, z) = (٢π)−n|Σ١|−τ/٢|Σ٢|−(n−τ)/٢ (٢٠)

× exp

(
−tr

(
Σ−١

١

τ∑
i=١

zizi +Σ−١
٢

n∑
i=τ+١

zizi

)
/٢

)

×
n∏

i=١

I{s(zi) = xi}.

به صورت و هم از مستقل را Σ٢ ،Σ١ پیشین های قبل، توجیه باهمان

Σj ∼ IW(Ψj ,mj), , j = ١, ٢,

در {٣, . . . , n−٢} روی گسسته ی΋نواخت همچنان نیز را τ پیشین و

خواهد عبارت Σ٢ و Σ١ پسین توزیع حالت، این در مͳ گیریم. نظر

از بود

Σ١|X, Z, τ ∼ IW

(
Ψ١ +

τ∑
i=١

ZiZ
′
i, τ +m١

)
,

Σ٢|X, Z, τ ∼ IW

(
Ψ٢ +

n∑
i=τ+١

ZiZ
′
i, n− τ +m٢

)
.

به شرط Z = (Z١, . . . ,Zn) نشدۀ مشاهده مختصات های ͳالΎچ

مستقل بˇعدی دو ستون های با ͳماتریس ͳالΎچ نیز X و پارامترها سایر

به صورت ،i = ١, . . . , n iام، ستون ͳالΎچ که است هم از

πZi|Xi,Σ
٢
١,Σ

٢
٢,τ

(zi|xi,Σ
٢
١,Σ

٢
٢, τ)

∝ exp
(
z′iΣ

−١
١ zi/٢

)
I{s(zi) = xi}I{τ ≤ i}

+ exp
(
−z′iΣ

−١
٢ zi/٢

)
I{s(zi) = xi}I{τ > i},

با ترتیب به مرکزی دومتغیرۀ ͳگاوس بردار دو آمیختۀ توزیع که است

ͳآمیختگ احتمال با ترتیب به و Σ٢ و Σ١ کوواریانس ماتریس های

ͳروش به است. شده تحدید RX ناحیۀ روی که است ١ − α و α

مͳ شود: حاصل زیر تناسب از τ ͳتمام شرط توزیع مشابه

πτ |X,Σ١,Σ٢,Z(t|z,x,Σ١,Σ٢) ∝
(
|Σ١|
|Σ٢|

)−t/٢

(٢١)

× exp

(
−

t∑
i=١

z′iΣ
−١
١ zi/٢ −

n∑
i=t+١

z′iΣ
−١
٢ zi/٢

)
.

ش΋ل به نمونه هایی حالت، این در گیبز نمونه گیر الΎوریتم تکرارهای

Zi,k ∼ πZi|X,Σ١,k−١,Σ٢,k−١,τk−١(·|xi,Σ١,k−١,Σ٢,k−١, τk−١);

Σ١,k ∼ IW

(
Ψ١ +

τ∑
i=١

Zi,kZ
′
i,k, τk−١ +m١

)
;

Σ٢,k ∼ IW

(
Ψ٢ +

n∑
i=τ+١

Zi,kZ
′
i,k, n− τk−١ +m٢

)
;

τk ∼ πτ |Z,X,Σ١,k,Σ٢,k (·|zk,x,Σ١,k,Σ٢,k);

MCMC الΎوریتم از (٢١) ͳالΎچ از نمونه تولید برای که است

مͳ کنیم. استفاده (١٩) پیشنهادی ͳالΎچ باهمان

عددی مطالعۀ ۴

شبیه سازی مطالعۀ ١ .۴

مختصات های حالت دو Έتفکی به گفته شده مباحث عددی مطالعۀ

حالت، دو هر در مͳ شود. ارائه وابسته و مستقل برخورد محل

نمونه های برای بیزی و فراوانͳ گرا رهیافت دو تحت پارامترها برآورد

حاصل ͳواقع امتیازهای از دنباله Έی برای و شبیه سازی شده

مطالعات در مͳ شود. ͳبررس پرتاب کننده Έی پرتاب های از

ماتریس ساختار دو تحت و (۴) مدل از استفاده با ابتدا شبیه سازی،

تولید ،Z اصابت، محل داده های قطری غیر و قطری کوواریانس

هر به بریتانیا، ͳامتیازده ساختار از استفاده با سپس و مͳ شود

فرایند تمام مرحله این از بعد مͳ گیرد. تعلق امتیازی مختصات،

مقادیر به مراجعه ای و است X مشاهده شدۀ امتیازهای بر ͳمبتن برآورد

ͳزمان مهم نکتۀ عددی، مطالعۀ این فرایند در نمͳ گیرد. صورت Z

نبوده قطری برخورد محل مؤلفه های کوواریانس ماتریس که است

این در وابسته اند. هم به کوواریانس مقدار Έی طریق از مؤلفه دو و

دو ͳخط ͳهمبستگ ضریب مقدار قدرمطلق که ͳزمان به ویژه و حالت

کانتور بیضͳ های ازآنجایی که است، بزرگ نسبتاً مختصات مؤلفۀ
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روی نقاط ͳبرخ است، کشیده بسیار Ziها دومتغیرۀ نرمال توزیع

اتفاقاً موضوع این داشت. خواهند صفر تقریباً اصابت احتمال تخته،

بدون است، نوشته شده [٣] نویسندگان توسط که R در darts بستۀ در

این مͳ دهد. رخ باشد، شده اندیشیده خصوص این در تمهیدی آنکه

برای مͳ کند. مش΋ل دچار را L(Σ١,Σ٢, τ |X, Z) محاسبۀ موضوع

دستگاه در را برخورد محل مختصات که است  ͳکاف امتیاز، محاسبۀ

مͳ توان قطبی مختصات زاویۀ و شعاع اساس بر و کنیم محاسبه قطبی

را ١٢ امتیاز مثلا̈ کرد. محاسبه ۴ ش΋ل اساس بر ͳبه سادگ را امتیاز

تک امتیازی ناحیۀ به برخورد طریق از یا امتیاز این گیرید. نظر در

اصابت یا و امتیازی ۶ برابر دو منطقۀ به برخورد یا مͳ شود؛ کسب ١٢

در دید مͳ توان ش΋ل در که همان طور امتیازی. ۴ برابر سه ناحیۀ به

[١٠٧, ١۶٢] یا [١۵٫٩, ٩٩] محدودۀ در شعاع ، ١٢ امتیازی تک منطقۀ

[١٣π/ محدودۀ در قسمت این تش΋یل دهندۀ زاویۀ به علاوه دارد. قرار

را امتیازی ۶ برابر دو منطقۀ که دوم حالت در است. ٢٠, ١۵π/٢٠]

[١۶٢, ١٧٠] محدودۀ در باید شعاع دادیم، قرار احتمال محاسبۀ هدف

حالت باشد. [٠, π/٢٠] یا [٣٩π/٢٠, ۴٠π/٢٠] محدودۀ در زاویه و

[٣π/٢٠, ۵π/ بازۀ در زاویه و [٩٩, ١٠٧] محدودۀ در شعاع نیز سوم

است. ٢٠]

6
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قطبی مختصات در نیزک تختۀ قطعه های زاویۀ :۴ ش΋ل

مونت کارلو روش از Et−١[Z
٢
i,x + Z٢

i,y|Xi] کمیت محاسبۀ برای

Zi ∼ ͳکل حالت برای به اختصار را روش این مͳ کنیم. استفاده

شرط، این تحت مͳ دهیم. توضیح Xi = ١٢ وقتͳ که N٠))٢, ٠)′,Σ)

آمده فرود گفته شده ناحیۀ سه از Έی هر در است مم΋ن نیزک

فرض تحت دهید. نمایش C٣ و C٢ ،C١ با را سه ناحیه این باشد.

اجرای در متناظر کوواریانس ماتریس برآورد Σ̂t−١ که Σ = Σ̂t−١

ملاحظه ͳاندک با ناحیه سه این از Έی هر احتمال است، قبل مرحلۀ

نشان p٣ و p٢ ،p١ با ترتیب به را احتمال سه این و است قابل محاسبه

کنید انتخاب l = ١, ٢, ٣ ازای به pl احتمال با را Cl ناحیۀ مͳ دهیم.

N٠))٢, ٠)′, Σ̂t−١) دومتغیرۀ نرمال توزیع از را Z∗
q مختصات سپس و

به را کار این کنید. تولید Cl انتخاب شدۀ ناحیۀ روی محدودشده

قوی قانون از استفاده با و مͳ کنیم تکرار q = ١, . . . , ١٠٠٠٠ ازای

مͳ زنیم: تقریب زیر به صورت را ͳشرط ͳریاض امید بزرگ، اعداد

Et−١[Z
٢
i,x + Z٢

i,y|Xi = ١٢] ≈
١٠٠٠٠∑
q=١

∥Z∗
q∥٢/١٠٠٠٠.

مقدار که مͳ دهد رخ ͳزمان محاسبه نوع این مش΋لات از ͳ΋ی

حالت این در چراکه باشد. شدید ͳخیل مؤلفه دو ͳهمبستگ ضریب

کشیده ای بسیار بیضͳ های Ziها دومتغیرۀ نرمال توزیع کانتورهای

است. صفر به Έنزدی ͳنواح از ͳبرخ وقوع احتمال و بود خواهند

ناحیه انتخاب در اگر ͳول است Έکوچ بسیار pl مقادیر از ͳ΋ی

شود، انتخاب Έکوچ احتمال با Cl Έی ،Z∗ از شبیه سازی برای

خواهد زمان بر بسیار ناحیه این از ١٠٠٠٠تایی نمونۀ تولید فرایند

در ͳول مͳ دهد رخ ͳ΋کوچ احتمال با اتفاق این هرچند شد.

که دیΎری نکتۀ کند. بروز است مم΋ن ،ͳطولان شبیه سازی های

بالا در گفته شده pl احتمال های محاسبۀ بپردازیم، آن به مͳ بایست

تقسیم بندی مستطیل هایی به را Cl ناحیۀ ابتدا منظور، همین به است.

از استفاده با Cl دادن پوشش دنبال به ما دیΎر، ͳبیان به مͳ کنیم.

شیب (با موازی خط هایی که صورت این به منظمیم؛ توری Έی

خطوط این معادلۀ و مͳ کنیم ترسیم Cl با متناظر قاچ روی ی΋سان)

عرض اندازۀ خط ها، این در تعیین کننده جزء عملا̈ مͳ نویسیم. را

است. ی΋سان آن ها همۀ برای شیب چرا که بود؛ خواهد آن ها مبدأ از

در که گیرید نظر در را y = cx + aδ خط معادلۀ به عبارت دیΎر

برابر شیب خط ها که مͳ شود تعیین طوری c و δ = ١, . . . , D آن

با برابر که D مقدار باشد. موردنظر قاچ یال های از ͳ΋ی شیب با

محاسبۀ از ما موردنظر دقت میزان به توجه با است، خطوط تعداد

که مͳ کند تولید را دقیق تری توری بزرگ تر، D مͳ کند؛ تغییر pl

است ͳکاف توری، تکمیل برای مͳ دهد. افزایش را pl تخمین دقت

y = −cx + bδ′ معادلات با −c شیب با خط هایی بعدی گام در

مختصات ببینید). را ۵ (ش΋ل δ′ = ١, . . . , D′ که کنیم ترسیم را

به صورت ͳعرض و طول توری، گره های

x =
bδ′ − aδ

٢c
,

y =
bδ′ + aδ

٢c
,

نیزک اصابت نقطۀ که را این احتمال باید آخر مرحلۀ در دارند.

درون مستطیل های ازای به و حساب باشد، مستطیل این درون

مستطیل ها این از ͳ΋ی A اگر کنیم. جم΄ باهم ͳموردبررس ناحیۀ
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آن اضلاع تا مͳ دهیم دوران θ = arctan(c) اندازۀ به را A باشد،

A∗ را آن که حاصل مستطیل و درآیند عمودی و ͳافق به صورت

(x٢, y٢) و (x١, y١) مختصات های با مقابل گرۀ دو طریق از مͳ نامیم

θ اندازۀ به نیز را Σ̂t−١ کوواریانس ماتریس باشد. قابل شناسایی

کنید تعریف و مͳ دهیم دوران

Σ∗ =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 Σ̂t−١.

آنگاه Z∗ ∼ N٠))٢, ٠)′,Σ∗) اگر صورت این در

P (Zi ∈ A) = P (Z∗ ∈ A∗)

= P (Z∗
i,١ ≤ x٢, Z

∗
i,٢ ≤ y٢)− P (Z∗

i,١ ≤ x١, Z
∗
i,٢ ≤ y٢)

− P (Z∗
i,١ ≤ x٢, Z

∗
i,٢ ≤ y١) + P (Z∗

i,١ ≤ x١, Z
∗
i,٢ ≤ y١).

،Cl ناحیۀ در محصور مستطیل های تمام احتمال مقادیر بستن جم΄ با

مستطیل های تشخیص که دارید دقت مͳ شود. زده تقریب pl مقدار

برای که ͳ΋سب به قطبی مختصات در ناحیه Έی داخل در محصور

ندارد. ͳمحاسبات بار و نیست ͳسخت کار گفتیم امتیازها محاسبۀ

y=
cx
+
a i

y=
-cx
+
b
j

مستطیل های به نیزک صفحۀ از ͳقاچ تقسیم بندی :۵ ش΋ل

تش΋یل دهنده

پرتاب هایی از امتیاز n = ۵٠, ١٠٠, ٢٠٠ ابتدا عددی مطالعۀ برای

σ٢
١ = ،τ = ٣٠ آن در که مͳ کنیم شبیه سازی (۴) مدل تحت

تولیدشده، امتیازی نمونۀ هر برای .σ٢
٢ = ٩٠mm٢ و ١٠٠mm٢

از Έی هر برای را کار این و مͳ شود برآورد پارامتری مقادیر

مقادیر میانگین مͳ کنیم. تکرار بار ١٠٠ شبیه سازی، تنظیمات این

ماکسیمم برآورد روش دو در تجربی معیار انحراف و برآوردشده

١ جدول در بیز برآورد و EM الΎوریتم از استفاده با درستنمایی

روش نتایج از (١۶) پیشین پارامترهای تعیین برای ارائه شده اند.

طوری را bi و ai پارامترهای واق΄ در مͳ کنیم. استفاده ML

ماکسیمم برآورد با برابر پیشین توزیع ͳریاض امید که مͳ کنیم محاسبه

ͳوقت مثلا̈ شود. ملاحظه ای قابل عدد آن واریانس و درستنمایی

بنابراین و است ٩۵٫٩٢١٠ با برابر σ٢
١ پارامتر ML برآورد مقدار n = ۵٠

نظر در (١−٣)×٩۵٫٩٢١٠ با برابر را b١ مقدار و ٣ با برابر را a١ مقدار

قابل ملاحظه ای مقدار نیز پیشین واریانس ترتیب، بدین مͳ گیریم.

برآورد دو هر پیداست، جدول این از که همان طور داشت. خواهد

تابع کردن مینیمم وظیفۀ بیز برآوردگر که هرچند دارند. کم برازش

این نیز تجربی مخاطرۀ نگاه از بااین وجود دارد، را بیز مخاطرۀ

١٠٠٠٠ بیز، برآوردگرهای ͳتمام در دارد. بهتری عمل΋رد برآوردگر

کنار داغیدن، از پیش نمونه های به عنوان نخست، تولیدشدۀ نمونۀ

دو هر در پیداست، جدول این از که همان طور است. گذاشته شده 

طریق از تجربی مخاطرۀ مقدار نمونه، اندازۀ افزایش با برآوردگر،

ͳبه نوع که مͳ یابد کاهش برآوردگرها معیار انحراف و اریبی کاهش

است. برآوردگر دو هر سازگاری القاکنندۀ

داخل مقادیر بیزی. و درستنمایی ماکسیمم روش دو با اصابت محل مختصات مؤلفه های استقلال فرض با پارامترها برآورد .١ جدول

پارامتر دو مورد در و تکرار بار ١٠٠ در نما مقدار τ برآورد مورد در مͳ دهد. نشان را برآورد هر از حاصل تجربی معیار انحراف پرانتز،

است. استفاده شده نمونه ای میانگین از دیΎر
بیز برآورد ML برآورد نمونه اندازۀ

τ σ٢
٢ σ٢

١ τ σ٢
٢ σ٢

١

٢۶(٢٫۴١۵٧) ٨۶٫١٨٨٩(١۵٫۶٢۵٧) ٩۵٫٨٠٩٢(٢١٫٣۴٠۶٩) (٣٫٧٩٨٨)٣٧ ٨۶٫۴٢۶(١٧٫٨١٧١)٢ ٩۵(٢١٫١٢٠٧)٫٩٢١٠ n = ۵٠

٣۶(١٫۴۶٨۴) ٨٨٫٣٨۶١(٩٫١۶۶١) ٩٨٫١٧٢۶(١٩٫٣٢٩٠٣) ٣۶(٢٫٢٠٢٢) (١٠٫٧٢٣٣)٨٧٫٨٣٣٠ ٩٧٫۶٣۴٨(١٩٫٧۵۴۶) n = ١٠٠

٣۴(٠٫۵٨١۴) ٨٩٫٨٢١١(۶٫٢٠٨٢) (١٠٫٩١٣٠)٩٩٫٧٠٢١ ٣۴(١٫٠٠٢١) ٨٨٫٩٣٨٩(٧٫٣۴۵۶) ٩٩٫١۵١۴(١٢٫٣۴۵٨) n = ٢٠٠

Έی افزودن به علاوۀ تنظیم ها باهمان را ͳمشابه شبیه سازی

دیده ایم. تدارک اصابت، محل مختصات در ͳهمبستگ پارامتر

داد. قرار ͳبزرگ عدد نمͳ توان را مؤلفه دو کوواریانس مقدار

شبیه سازی، مطالعۀ در ͳول ندارد ͳمنع عمل در موضوع این البته
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مقایسه در قابل ملاحظه ای عدد آن مقدار قدرمطلق که ͳکوواریانس

پذیرش احتمال کاهش به منجر باشد، واریانس ها مقادیر با

مͳ شود. MCMC و رد و پذیرش الΎوریتم های تمام در نمونه گیری ها

از پس و پیش اصابت محل مؤلفه های کوواریانس ماتریس ازاین رو

به صورت را تغییر نقطه

Σ١ =

σ١١,١ σ١٢,١

σ١٢,١ σ٢٢,١

 =

١٠٠ ١٠

١٠ ١٠٠

 ,

Σ٢ =

σ١١,٢ σ١٢,٢

σ١٢,١ σ٢٢,٢

 =

٩٠ ۵

۵ ٩٠

 ,

است. شده گرفته  نظر در τ = ٣٠ همچنان تغییر نقطه گرفتیم. نظر در

معیار انحراف و برآورد مقادیر جدول، شدن بزرگ تر به توجه با

گزارش شده اند، ٢ جدول در σ١٢,١ و σ٢٢,١ ،σ١١,١ پارامترهای تجربی

برآورد همچنین و تغییر، نقطه از پس پارامترها به مربوط مقادیر و

ͳمشابه نتایج است. شده آورده جدول این ادامۀ در تغییر نقطه

بیز برآوردگر همچنان و مͳ شود مشاهده وابسته مؤلفه های باحالت

درستنمایی ماکسیمم برآوردگر با مقایسه در پذیرفتنͳ تری عمل΋رد

Σ٢ و Σ١ ماتریس های پیشین های تعیین برای ͳمشابه ایدۀ دارد.

منظور همین به است. استفاده شده داشتیم ͳقبل مطالعۀ در آنچه نظیر

به صورت Σ١ ماتریس ML برآورد n = ۵٠ ͳوقت مثلا̈

Σ̂١ =

٩۵٫۵٢٨٨ ٨٫٩٢٢۴

٨٫٩٢٢۴ ٩۵٫٢١٩٨

 ,

که دارد وجود ͳزمان ویشارت وارون ماتریس Έی میانگین است.

با لذا باشد. Έی به علاوۀ ماتریس مرتبۀ از بزرگ تر آزادی درجۀ

n = ۵٠ برای مطالعه این در را پیشین ،m١ = ۴ گرفتن نظر در

از استفاده البته گرفتیم. نظر در Σ١ ∼ IW(Σ̂١, ۴) به صورت

برآوردهای بی تردید ابرپارامترها انتخاب برای تجربی بیز روش های

ماکسیمم سازی مسئلۀ Έی کردن اضافه لی΋ن بازمͳ گرداند را بهتری

مͳ دهد. افزایش را ͳمحاسبات هزینۀ پیشین، پارامترهای محاسبۀ برای

برآورد که گفت مͳ توان ͳبه طورکل ،٢ جدول و ١ جدول مقایسۀ با

اریبی نظر از وابسته، مختصات های حالت در واریانس، مؤلفه های

ͳول است. مستقل مؤلفه های حالت از بهتر تجربی معیار انحراف و

توان مجموع به صورت زیان تابع گرفتن نظر در با که داریم دقت

بزرگ تر دلیل به تجربی مخاطرۀ مقدار پارامترها، همۀ خطاهای دو

همین که مͳ رسد نظر به مͳ شود. بزرگ تر پارامتر، فضای بˇعد شدن

مقایسه در تغییر نقطه برآورد اریبی مقدار در افزایش به منجر موضوع

است. شده ١ جدول با

پیش پارامترهای برآورد برای آزمایش تکرار بار ١٠٠ در پرانتز) داخل (اعداد آن ها تجربی معیار انحراف و برآوردها میانگین .٢ جدول

بیزی. و درستنمایی ماکسیمم روش دو با اصابت محل وابستۀ مختصات مؤلفه های مدل در تغییر نقطه از

بیز برآورد ML برآورد نمونه اندازۀ

σ١٢,١ σ٢٢,١ σ١١,١ σ١٢,١ σ٢٢,١ σ١١,١

٨٫٧٨١٩(٣٫١۶٨٨) ٩۵٫٣٣۵۶(٢٣٫٠٣٧١) ٩۴٫٢٧٠١(٢٧٫۴٢٩٩) ٨٫٩٢٢۴(٣٫١۵٢۴) ٩۵٫٢١٩٨(٢٧٫۶۴۴٩) ٩۵٫۵٢٨٨(٢٩٫٧۵١٨) n = ۵٠

٩٫٣٩۴٧(٢٫۴۶١٢) ٩۶٫٣٠۵٨(١۶٫٩٨٠٠) ٩۶٫٠٨۴٧(١٧٫٩۴٧۵) ٩٫٣۵۵٢(٢٫٩٧٠۴) ٩۶٫٩٨١۴(١٧٫٣١٣٩) ٩۶٫١٨۶١(١٩٫٨٨١۶) n = ١٠٠

٩٫٩٠٢۶(١٫٣٧۶٩) ٩٩٫٢۵٨٠(١٠٫۵٢۴۶) (١٠٫٩٣٢٨)٩٩٫٠٨٢٨ ٩٫٨٧٢١(١٫٩٣۶١) ٨٩٫١۴(١١٫٢١٧٩)١١ ٩٨٫٨٠۶۵(١٢٫٣۶۵٢) n = ٢٠٠

برآورد برای آزمایش تکرار بار ١٠٠ در پرانتز) داخل (اعداد آن ها تجربی معیار انحراف و برآوردها میانگین .٢ جدول ادامۀ

بیزی. و درستنمایی ماکسیمم روش دو با اصابت محل وابستۀ مختصات مؤلفه های مدل در تغییر نقطه از پس پارامترهای

بیز برآورد ML برآورد نمونه اندازۀ

σ١٢,٢ σ٢٢,٢ σ١١,٢ σ١٢,٢ σ٢٢,٢ σ١١,٢

۴٫٠۶٠١(٢٫٣٩۶٣) ٨۵٫٩٣۶٢(١۴٫۵۴٨٢) ٨۵٫٨۶٢٠(١۵٫٠٩٩۴) ۴٫٠٧٢٨(٢٫۴٩٣٨) ٨۶٫٢٣٨۶(١۵٫۵٢٣٧) ٨۵٫٩٢١٧(١٧٫٣۶٢۴) n = ۵٠

۴٫۴٩٧٢(٠٫۶٣٠٩) ٨۶٫۴۶٠٣(١١٫٠٣٩۶) ٨٧٫٧۵٣۵(١١٫٨٣٠۵) ۴٫٢٩٠٢(٠٫٧٩٧۵) ٨٧٫۴٣٠٨(١١٫٠۴٣٢) ٨٧٫۶٣۴٨(١٢٫۵٧۴٨) n = ١٠٠

۴٫٩٢٨٢(٠٫۵٢٢٣) ٨٩٫٣۴١۵(٨٫٧۴٣٨) ٨٩٫١٨۵(٩٫٢٢٠٣)٩ ۴٫٩٣٢٧(٠٫۶١٧٧) ٨٩٫٣٩۴٩(٩٫۴١٨۶) ٨٩٫١٩٣٠(١٠٫٠٨٠۴) n = ٢٠٠



آزادی١٣۶ غزل و طاهریون علͳ رضا نیزک پرتاب مسئلۀ پنهان: متغیر حضور در بیزی نیمرخ پایش

ماکسیمم روش دو با تغییر نقطه برآورد .٢ جدول ادامۀ

معیار انحراف مقدار پرانتز، داخل مقادیر بیزی. و درستنمایی

مͳ دهد. نشان را برآورد هر از حاصل تجربی
بیز برآورد ML برآورد نمونه اندازۀ

۴١(٢٫٨۶٢۴) ۴٢(٣٫٩٢۴٣) n = ۵٠

٣٨(١٫٧۵٩٧) ۴٠(٢٫۴٧٩٣) n = ١٠٠

٣٧(٠٫٨٧٧۴) ٣٨(١٫٣۴۵٢) n = ٢٠٠

مدنظر مͳ بایست عددی مطالعۀ این در که دیΎری قابل ملاحظۀ نکتۀ

عمل΋رد بیز برآوردگر مطالعه، این در هرچند که است آن داشت

هزینۀ Έی بهتر، عمل΋رد این لی΋ن دارد، ML برآوردگر از بهتری

مͳ کند. تحمیل MCMC الΎوریتم از استفاده به واسطۀ نیز ͳمحاسبات

ͳاهمیت چندان ،ͳاضاف ͳمحاسبات هزینۀ این عمل، در که هرچند

فرایندهای در را آن به کارگیری مͳ تواند موضوع این اما نمͳ یابد

کند. دشوارتر برخط، پایش

ͳواقع داده های تحلیل ٢ .۴

امتیازهای داده های از آزمایش، شدن اریب از جلوگیری برای

بستۀ از darts بستۀ در موجود پرتاب ١٠٠ از حاصل ثبت شدۀ

نیزک تختۀ مرکز نشانه گیری اثر در که مͳ کنیم استفاده R نرم افزاری

را پیاپی پرتاب ١٠٠ در تغییر نقطه وجود ام΋ان و ایجادشده اند

داده شده اند. نماش ۶ ش΋ل در پرتاب ها این مͳ کنیم. ͳبررس
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گرفته صورت پیاپی پرتاب ١٠٠ در کسب شده امتیازهای :۶ ش΋ل
نیزک. تختۀ مرکز گرفتن نشانه اثر در

.τ مقادیر مقابل در درستنمایی لΎاریتم ماکسیمم مقادیر :٧ ش΋ل

است. مشخص شده τ = ۶۵ در قرمزرنگ نقطۀ با ماکسیمم مقدار

(۶) خطاهای توزیع با را (۴) مدل مسئله، کلیت از نکردن کم برای

مشاهدات این از حاصل ML برآوردهای ابتدا مͳ گیریم. نظر در

مختلف τ = ٣, . . . , ٩٨ ازای به EM الΎوریتم از استفاده با را

تابع مقدار τ مقدار کدام ازای به که مͳ کنیم ͳبررس و کنیم محاسبه

ازای به درستنمایی لΎاریتم نمودار مͳ شود. ماکسیمم درستنمایی

است. شده رسم  ٧ ش΋ل در τ مختلف مقادیر

به صورت Σ٢ و Σ١ پارامترهای برای حاصل، مقادیر

Σ̂١ =

٣٩۴٫٨١٨٧ − ١١۶٫۶٢۵٢

−١١۶٫۶٢۵٢ ٢٠١٫۵٧٣١

 ,

Σ̂٢ =

٣۶۵٫٢۶٨٩ − ٨١٫٨۵٣۵

−٨١٫٨۵٣۵ ١٧٠٫۶٨٢٠

 ,

پیشین های و مͳ کنیم استفاده مقادیر همین از مͳ شود. حاصل

Σ٢ و Σ١ ماتریس های برای ترتیب به را IW(Σ̂٢, ۴) و IW(Σ̂١, ۴)

را τ مقدار برای الΎوریتم آغازین نقطۀ همچنین مͳ گیریم. کار به

MCMC الΎوریتم اجرای از مرحله هر در مͳ گیریم. نظر در ۶۵

تحدیدشده نرمال آمیختۀ دومتغیرۀ توزیع از مستقل نمونه های

تولید πZi|X,Σ١,k−١,Σ٢,k−١,τk−١(·|xi,Σ١,k−١,Σ٢,k−١, τk−١) از را

مͳ شود. تولید Σ٢,k و Σ١,k نمونه های آن اساس بر و مͳ کنیم
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ͳزمان Σ٢ ماتریس (١, ٢) مؤلفۀ از شبیه سازی شده مقادیر :٨ ش΋ل
است. شده گرفته  نظر در ۵٠٠٠ با برابر داغیدن مقدار .τ = ۵٩  که

نمونه های ͳتجمع میانگین نمودار تنها پارامترها، تعدد به توجه با

کرده ایم. ترسیم ٨ ش΋ل در را Σ٢ ماتریس σ١٢,٢ مؤلفۀ از تولیدشده

کنار داغیدن از پیش نمونه های به عنوان نخست، نمونۀ ۵٠٠٠

تولیدشده نمونه های نسبی ͳفروان نمودار همچنین گذاشته شده اند.

این از که همان طور است. شده آورده ٩ ش΋ل در نیز τ پسین از

ما بنابراین، و است شده برآورد ۵٩ با برابر τ مقدار پیداست، ش΋ل



ص١٢۵‐ ١٣٧ ،۵١ پیاپی شماره ،١۴٠٠ تابستان و بهار ،١ شماره ششم، و بیست سال آماری، ١٣٧اندیشه

است τ = ۵٩ وقتͳ که ͳشرط توزیع های از تولیدشده نمونه های از تنها

تولیدشده نمونه های کل ٣٢٫۶١٪ نمونه ها، این تعداد مͳ کنیم. استفاده

ماتریس های برای پارامترها بیزی برآورد مقادیر مͳ دهد. تش΋یل را

و

٣۵۴٫١۴۵٣ − ٨٠٫٠٠١٩

−٨٠٫٠٠١٩ ١٨٨٫۶٢٧۴

 از عبارت اند ترتیب به Σ٢ و Σ١

.

٣٧١٫٠۵٩۵ − ۶۴٫١٧٩٨

−۶۴٫١٧٩٨ ١۶٠٫٨۶۵۵


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.τ پسین توزیع از
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Bayesian profile monitoring in presence of latent variable:
darts problem

Ali Reza Taheriyoun1 and Ghazal Azadi2

Abstract:

Profile monitoring is usually faced by control charts and mostly the response variable is observable in those problems. We

confront here with a similar problem where the values of the reward function are observed instead of the response variable

vector and we use the dart model to make it easier to understand. Supposing there exists at most one change-point, a sequence

of independent points resulted by darts throws is observed and the estimation of parameters and the change-point (if there

exists any) are presented using the frequentist and Bayesian approaches. In both the approaches, two possible precision scalar

and matrix are studied separately. The results are examined through a simulation study and the methods applied on a real

data.

Keywords: change-point, EM algorithm, Gibbs sampler, latent variable, MCMC, mixture distribution.
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