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چکیده:
که T = X١

X١+X٢
و W = X١

X٢
براي حاشیه�اي و توأم توزیع توابع سپس می�شود. معرفی کاماراسوامی توزیع نخست مقاله، این در

T و Wمتغیرهاي گشتاورهاي مقدار همچنین می�آید. �دست به کاماراسوامی�اند، توزیع داراي و مستقل �متغیرهاي Xو٢ X١ آنها در
به پیشین توزیع به�عنوان بیزي آمار مدل�هاي در آن پارامتر�هاي به توجه با انعطاف�پذیري به�دلیل کاماراسوامی توزیع می�شود. محاسبه

دارد. کاربرد سیستم�ها اعتماد قابلیت به مربوط فشار-�قدرت مدل�هاي در W و T متغیر�هاي توزیع و می�رود کار
سیستم. اعتماد قابلیت فشار-قدرت، مدل توأم، چگالی تابع گوسی، فوق�هندسی تابع کاماراسوامی، توزیع کلیدي: واژه�هاي

با برابر کاماراسوامی توزیع میانۀ خاص، حالت یک در و
بود. خواهد med(X) = (١ − ٠/۵

١
q )

١
p

توزیع گشتاور مولّد تابع باشد، X ∼ Kum(p, q) اگر
بود. خواهد زیر به�صورت صفر نقطۀ در کاماراسوامی

µ′
r(X) = qB(١ +

r

p
, q),

است. زیر ��ترتیب به گاما تابع و بتا تابع آن در که

B(α, β) =

∫ ١

٠
sα−١)١ − s)β−١ds

=
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
,

Γ(α) =

∫ ∞

٠
tα−١e−tdt.

توزیع با یکسان دامنۀ داراي اینکه دلیل به کاماراسوامی توزیع
به�کار بخش اطلاع پیشین توزیع به�عنوان بیزي آمار در است، بتا
از و داد ارائه را بتا متغیرهاي نسبت توزیع [3] جیا فام می�رود.
مقاله این در کرد. استفاده فشار-قدرت مدل�هاي بررسی در آن
که توزیعی به�عنوان کاماراسوامی توزیع اساس بر می�کنیم سعی
ارائه را متغیر�ها نسبت توزیع است بتا توزیع از انعطاف�پذیر�تر

دهیم.

مقدمه 1
شد. معرفی زیر به�صورت بار [1]نخستین کاماراسوامی توزیع

fZ(z) =
١

b− c
pq(

z − c

b− c
)p−١

× [١ − (
z − c

b− c
)p]q−١, c < z < b

متغیر کران�هاي b و c و توزیع�اند پارامترهاي q > ٠ و p > ٠ که
Kum(p, q, c, b) نماد با کاماراسوامی توزیع کلّی حالت در آن.
فرض با متغیر، تبدیل روش از استفاده با و می�شود داده نشان
زیر به�صورت استاندارد کاماراسوامی چگالی تابع ،X = Z−c

b−c

می�شود. حاصل

fX(x) = pqxp−١)١ − xp)q−١, ٠ < x < ١. (1)

داریم: همچنین این�جا در

Kum(p, q) ≡ Kum(p, q, ٠, ١)

زیر به�صورت را استاندارد کاماراسوامی توزیع تجمعی توزیع تابع
داریم:

F (x) = ١ − (١ − xp)q, ٠ < x < ١

داریم: زیر به�صورت را F−١(u) چندك شکل همچنین

x = [١ − (١ − u)
١
q ]

١
p , ٠ < u < ١.

ایران زنجان، دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 1

ایران زنجان، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 2 [
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آن در که

C = {(v, w); ٠ < w, ٠ < v < ١, ٠ < vw < ١} .

داریم: ٠ ⩽ w ⩽ ١ براي

f(w) = Awa−١
∫ ١

٠
v٢a−١)١ − (wv)a)b١−١

× (١ − va)b١−٢dv.

داریم: ava−١dv = dt نتیجه در و va = t متغیر تغییر با و

f(w) =
Awa−١

a

∫ ١

٠
t(١ − wat)b١−١

× (١ − t)b١−٢dt.

داریم: (2) از استفاده با حال

f(w) =
Awa−١

a
· ١
b٢(b٢ + ١)

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, wa).

و wv = z به�صورت دیگري متغیر تغییر انجام با w > ١ براي
داریم: dv = dz

w نتیجه در

f(w) = A

∫ ١

٠
za−١)١ − za)b١−١

× (
z

w
)a−١)١ − (

z

w
)a)b١−٢(

z

w
)
dz

w
.

داریم: کردن ساده اندکی با

f(w) = A

∫ ١

٠

z٢a−١)١ − za)b١−١

wa+١

× (١ − (
z

w
)a)b١−٢dz.

داریم: aza−١dz = dt نتیجه در و za = t متغیر تغییر با مجدداً

f(w) = A

∫ ١

٠

t(١ − t)b١−١

awa+١ (١ − t

wa
)b١−٢dt,

داریم: (2) از استفاده با نهایت در و

f(w) =
A

awa+١ · ١
b١(b١ + ١)

×٢ F١)١ − b٢, ٢, b١ + ٢,
١
wa

).

□

تابع .X٢ ∼ Kum(a, b٢) و X١ ∼ Kum(a, b١) کنید فرض
،٠ ⩽ t ⩽ ١

٢ اگر است: زیر به�صورت T = X١
X١+X٢

چگالی

g(t) =
Ata−١)١ − t)−a−١

a
· ١
b٢(b٢ + ١)

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, (
t

١ − t
)a),

حاشیه�اي و توأم چگالی تابع 2
تابع .X٢ ∼ Kum(a, b٢) و X١ ∼ Kum(a, b١) کنید فرض
w > ١ و ٠ ⩽ w ⩽ ١ براي W = X١

X٢
تصادفی متغیر چگالی
به�صورت به�ترتیب

f(w) =
Awa−١

a
· ١
b٢(b٢ + ١)

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, wa),

و

f(w) =
A

awa+١ · ١
b١(b١ + ١)

×٢ F١)١ − b٢, ٢, b١ + ٢,
١
wa

),

و A = (ab١)(ab٢) آن در �که می�باشد

٢F١(a, b, c, x) =

∫ ١

٠

ub−١)١ − u)c−b−١

B(b, c− b)(١ − ux)a
du, (2)

است، شده داده نشان ٢F١ نماد با و بوده گوسی هندسی فوق تابع
ساکسنا،[2]). و ماتاي به شود (رجوع

داریم زیر به�صورت را توأم احتمال چگالی تابع

f(x١, x٢) = Axa−١
١ (١ − xa

١ )
b١−١

× xa−١
٢ (١ − xa

٢ )
b١−٢,

.٠ < x١, x٢ < ١ آن در که
داریم: متغیر تبدیل روش از استفاده با

w =
X١

X٢
, v = X٢ ⇒ X١ = wv, X٢ = v,

داریم تبدیل ژاکوبین براي آن به�دنبال و

|J | = v.

این بر بنا

f(w, v) = A(wv)a−١)١ − (wv)a)b١−١

× va−١)١ − va)b١−٢v,

داریم: زیر به�صورت را W حاشیه�اي چگالی تابع و

f(w) =

∫
C

A(wv)a−١)١ − (wv)a)b١−١

× va−١)١ − va)b١−٢vdv, [
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داریم: (2) از استفاده با نهایت در و

g(t) =
Ata−١)١ − t)−a−١

a
· ( ١

b٢(b٢ + ١)
)

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, (
t

١ − t
)a).

داریم: ١
٢ ≤ t ≤ ١ براي

g(t) =

∫ ١
t

٠
g(y١, t)dy١

= A(t(١ − t))a−١
∫ ١

t

٠
y٢a−١

١ (١ − (ty١)
a)b١−١

× (١ − (y١)١ − t))a)b١−٢dy١.

ساده اندکی و du = tdy١ نتیجه در و u = tyمتغیر١ تغییر با
داریم: کردن

g(t) = At−a−١)١ − t)a−١
∫ ١

٠
u٢a−١)١ − ua)b١−١

× (١ − (
u(١ − t)

t
)a)b١−٢du.

انجام را aua−١du = dv نتیجه در و ua = vمتغیر تغییر حال
می�دهیم.

g(t) =
At−a−١)١ − t)a−١

a

∫ ١

٠
v(١ − v)b١−١

× (١ − (
١ − t

t
)av)b١−٢dv,

داریم: (2) از استفاده با

g(t) =
At−a−١)١ − t)a−١

a
(

١
b١(b١ + ١)

)

×٢ F١)١ − b٢, ٢, b١ + ٢, (
١ − t

t
)a).

□

T = X١
X١+X٢

متغیر چگالی تابع شکل1.

، ١
٢ ⩽ t ⩽ ١ اگر

g(t) =
At−a−١)١ − t)a−١

a

١
b١(b١ + ١)

×٢ F١)١ − b٢, ٢, b١ + ٢, (
١ − t

t
)a).

داریم: زیر به�صورت را توأم چگالی تابع تبدیلات، اساس بر

g(y١, t) = A(t(١ − t))a−١y٢a−١
١

× (١ − (ty١)
a)b١−١

× (١ − (y١)١ − t))a)b١−٢,

از است عبارت T متغیر حاشیه�اي چگالی تابع آن به�دنبال و

g(t) = A(t(١ − t))a−١

×
∫
C

y٢a−١
١ (١ − (ty١)

a)b١−١

× (١ − (y١)١ − t))a)b١−٢dy١.

آن در که

C =

{
(y١, t); ٠ < y١ < ٢, ٠ < y١ <

١
t
,

٠ < y١ <
١

١ − t
, ٠ < t < ١

}
.

داریم: ناحیۀ دو ،C به توجه با حال
،٠ ⩽ t ⩽ ١

٢ اگر

g(t) =

∫ ١
١−t

٠
g(y١, t)dy١

= A(t(١ − t))a−١

×
∫ ١

١−t

٠
y٢a−١

١ (١ − (ty١)
a)b١−١

× (١ − (y١)١ − t))a)b١−٢dy١,

و dv = (١− t)dy١ نتیجه در و v = (١− t)yمتغیر١ تغییر با که
داریم: کردن ساده اندکی

g(t) = Ata−١)١ − t)−a−١
∫ ١

٠
v٢a−١

× (١ − (
tv

١ − t
)a)b١)١−١ − va)b١−٢dv.

داریم: ava−١dv = du نتیجه در و va = u فرض با مجدداً

g(t) =
Ata−١)١ − t)−a−١

a

×
∫ ١

٠

u(١ − u( t
١−t )

a)b١−١

(١ − u)١−b٢
du, [
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کرد. محاسبه را T و W متغیر�هاي کشیدگی و چولگی میزان
عددي مقدار محاسبۀ فشار-قدرت، مدل بررسی در همچنین
کمتر احتمال یعنی ،P (W < ١) معادل به�طور یا P (X١ < X٢)

مورد آن، به شده وارد فشار مقابل در سیستم یک قدرت بودن
مثال به�عنوان که است، سیستم�ها اعتماد قابلیت مباحث در توجه
از استفاده با ،X٢ ∼ Kum(٢, ٢) و X١ ∼ Kum(٢, ۴) فرض با

داریم: عددي روش�هاي

P (W > ١) =
∫ ∞

١

۴٢F١−)١, ٢, ۶, w−٢)

۵ · w٣ dw

= ٠/٣٣٣٣.

W = X١
X٢

متغیر اعتماد قابلیت تابع شکل3.
و X١ ∼ Kum(٢, ۴) که فرض این با دیگر مثالی به�عنوان
یک اعتماد قابلیت تابع نمودار 3 شکل در .X٢ ∼ Kum(٢, ٢)

،Rw(t) = P (W > t) یعنی ،W متغیر توزیع مبناي بر سیستم
است. شده ارائه

گیري نتیجه 3
را کاماراسوامی متغیرهاي نسبت توزیع نخست مقاله این در
نسبت که داده�ایم نشان مثال یک ارائه با سپس آوردیم. به�دست
فشار- مسئله بررسی در می�تواند کاماراسوامی مستقل متغیر دو

گیرد. قرار استفاده مورد سیستم یک براي قدرت

در که W و T متغیرهاي چگالی تابع 2 و 1 شکل�هاي در
مقادیر به�ازاي ،X٢ ∼ Kum(a, b٢) و X١ ∼ Kum(a, b١) آنها

است. شده داده نشان پارامتر�ها مختلف

W = X١
X٢

متغیر چگالی تابع شکل2.

و T = X١
X١+X٢

متغیرهاي مرکزي غیر گشتاورهاي .1.2 لم
داریم: زیر به�صورت را W = X١

X٢

E(Tn) = (
A

ab٢(b٢ + ١)
) ·

∫ ١
٢

٠

ta+n−١

(١ − t)a+١

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, (
t

١ − t
)a)dt

+ (
A

ab١(b١ + ١)
)

∫ ١

١
٢

t−a+n−١)١ − t)a−١

×٢ F١)١ − b٢, ٢, b١ + ٢, (
١ − t

t
)a)dt.

E(Wn) =
A

a
· ١
b٢(b٢ + ١)

·
∫ ١

٠
wa+n−١

×٢ F١)١ − b١, ٢, b٢ + ٢, wa)dw

+
A

a
· ١
b١(b١ + ١)

∫ ∞

١

١
wa−n+١

×٢ F١(b٢ − ١, ٢, b١ + ٢,
١
wa

)dw.

امکان�پذیر عددي روش�هاي با فقط فوق انتگرال�هاي حل
واریانس، ریاضی، امید مقادیر می�توان آنها اساس بر و بود خواهد
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