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تعمیم یافته تابعی خطی مدل در پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد
حسینی١ فاطمه زاده، ملک پرویز پاپی، فاطمه

٩٧/١٠/١٨ دریافت: تاریخ
٩٩/٣/١ پذیرش: تاریخ

چکیده:
صورت به و اسکالر پاسخ متغیر اگر می شود. گفته تابعی داده هاي داده ها، نوع این به که هستند دیگر متغیر یک از تابعی صورت به داده ها عمل در گاهی
یک مقاله این در می شود. استفاده تعمیم یافته تابعی خطی مدل از داده ها نوع این تحلیل براي آنگاه تابعی، صورت به کمکی متغیرهاي و باشد گسسته یا رسته اي
درنهایت می شود. استفاده درستنمایی ماکسیمم رهیافت یک از مدل پارامترهاي برآورد آوردن دست به براي و بررسی تعمیم یافته تابعی خطی بریده شده مدل

می شوند. پیاده سازي ارائه شده روش هاي و مدل کاربردي مثال دو و شبیه سازي مطالعه یک در
لوئه و. کارهونن بسط تعمیم یافته، تابعی خطی مدل تابعی، رگرسیون ویژه، توابع کوواریانس، عملگر کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

مدل هاي که است رسته اي یا گسسته صورت به کمی متغیر عمل در گاهی
تعمیم یافته٢ خطی مدل هاي از و نیست معتبر مسائل نوع این تحلیل براي خطی
و مک کلاو مفصل تر به طور و [١٢] ودربرن و نلدر بار اولین می شود. استفاده
مدل براي را مدل ها این و نمودند معرفی را تعمیم یافته خطی مدل هاي [٩] نلدر
توزیع هاي اکثر چون دادند. پیشنهاد گسسته و رسته اي پاسخ متغیرهاي بندي
تعمیم یافته خطی مدل هاي در هستند نمایی خانواده عضو پیوسته و گسسته
داده هایی با عمل در گاهی می شود. فرض نمایی خانواده به متعلق پاسخ متغیر
مانند دیگر متغیر یک از تابعی صورت به ذاتی به طور که داریم سروکار
است ممکن می گویند. تابعی داده هاي داده ها، نوع این به که هستند زمان،...
به کمکی متغیرهاي و گسسته پاسخ متغیر که شویم مواجه مطالعاتی با عمل در
تعمیم یافته٣ تابعی خطی مدل هاي از صورت این در که هستند تابعی صورت
می شود. استفاده است آن شامل و تابعی خطی مدل از بزرگ تري کلاس که
یک i = ١, ...,n ،Yi وابسته متغیر می کنند فرض معمولاً مدل این تعریف براي
متغیر و می باشد گسسته یا پیوسته که است اسکالر مقادیر با تصادفی متغیر
با متناظر i = ١, ...,n ،{Xi(t), t ∈ τ} تصادفی منحنی یک صورت به کمکی
خطی مدل مشابه است. τ فاصله روي و صفر میانگین با تصادفی فرایند یک
خانواده به متعلق پاسخ متغیر توزیع تعمیم یافته تابعی خطی مدل در تعمیم یافته

بیان Yi = g(α +
∫

β (t)Xi(t)dt)+ei صورت به مدل و می شود فرض نمایی
می شوند. نامیده رگرسیونی پارامتري توابع β (t) و مبدأ از عرض α که می شود
،[٨] فاراوي ،[١٣] سیلورمن و رمسی مثل افرادي توسط تابعی خطی مدل هاي
مدل مقاله این در قرارگرفته اند. موردمطالعه و...، [٢] همکاران و کاردوت
اسکالر پاسخ متغیر که است قرارگرفته موردبررسی تعمیم یافته اي تابعی خطی
باشند. تابعی شکل به کمکی متغیرهاي و گسسته یا رسته اي صورت به و
تابعی خطی بریده شده مدل یک از پارامترها برآورد و توابع بندي مدل براي
پرداخته شده مدل این بررسی به درستنمایی شبه رهیافت از و استفاده تعمیم یافته
مدل هاي معرفی به دوم بخش در که است صورت این به مقاله ساختار است.
پرداخته تعمیم یافته تابعی خطی خاص مدل یک و تعمیم یافته تابعی خطی
درستنمایی شبه رهیافت با مدل پارامترهاي برآورد سوم بخش در می شود.
تقریبی اطمینان بازه و فرضیه آزمون مجانبی رهیافت یک از استفاده با و بررسی
بخش در می شود. آورده دست به  رگرسیونی تابعی پارامترهاي براي هم زمان
در درنهایت و بحث بریده شده مدل در رتبه تعداد انتخاب خصوص در چهارم

می شود. پیاده سازي برآورد روش  و مدل مثال چند روي بر پنجم بخش
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حسینی۴۴ فاطمه و زاده ملک پرویز پاپی، فاطمه تعمیم یافته تابعی خطی مدل در پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد

تعمیم یافته تابعی خطی مدل ٢

تابعی کمکی متغیر هاي برخی با رسته اي پاسخ متغیر ارتباط بررسی هدف اگر
تابعی خطی مدل از بزرگ تري کلاس که تعمیم یافته تابعی خطی مدل از است،
مشاهده کنید فرض نمود. استفاده می توان است، تابعی خطی مدل شامل و
باشد i = ١, ...,n ،({Xi(t), t ∈ τ},Yi) صورت به آزمایش واحد امین i براي
یک صورت به X(t) و t ∈ τ کمکی متغیر هستند. هم توزیع و مستقل که
روي و صفر میانگین با تصادفی فرآیند یک با متناظر و است تصادفی منحنی
اسکالر مقادیر با تصادفی متغیر یک Y پاسخ یا وابسته متغیر است. τ فاصله
رگرسیون از خاص حالتی مثال براي باشد. گسسته یا پیوسته می تواند که است
تابع یک g(·) کنید فرض باشیم. داشته Y ∈ {٠,١} یعنی دوجمله اي، تابعی
σ ٢(·) و تابعی رگرسیونی پارامترهاي β (·) است، معلوم مشتق پذیر یکنوا پیوند
پیشگوي ،τ روي dω مثل اندازه یک تعیین با صورت این در باشند واریانس

صورت به مدل خطی

η = α +
∫

β (t)X(t)dω(η)

که می شود تعریف

E(Y | X(t), t ∈ τ) = µ, µ = g(η)

Var(Y | X(t), t ∈ τ) = σ ٢(µ) = σ̃ ٢(η)

Y توزیعی تابع تعمیم یافته خطی مدل در تعمیم یافته خطی مدل مشابه هستند.
به معمولاً تابعی تعمیم یافته خطی مدل می شود. فرض نمایی خانواده به متعلق

صورت

Yi = g
(
α +

∫
β (t)Xi(t)dω(t)

)
+ ei, i = ١, ...,n (١)

می شود فرض آن در که می شود بیان

E(e | X(t), t ∈ τ) = ٠

Var(e | X(t), t ∈ τ) = σ ٢(µ) = σ̃ ٢(η)

(ei) خطاها و E(X(t)) = ٠ ،t هر براي و است مبدأ از عرض ثابت یک α و
به ν(·)نامنفی وزن توازن براي dω(t) به اندازه توجه با انتگرال و هستند مستقل
dω(t) = ν(t)d(t) و ν(t) = ٠ ،t /∈ τ اگر و ν(t)> ٠ ،t ∈ τ اگر که طوري
فرض است. dω(t) = dt و ν(t) = ١{t∈τ} معمولاً و می شود گرفته نظر در

آنگاه σ ٢ = E{σ̃ ٢(η)} کنید

Var(e) = Var{E(e | X(t), t ∈ τ}+E(Var(e | X(t), t ∈ τ}

= E{σ̃ ٢(η)}= σ ٢

فضاي از یکامتعامد پایه یک ρ j و j = ١,٢, ... دهید قرار .E(e) = ٠ همچنین
که L٢(dω) هیلبرت ∫تابعی

τ
ρ j(t)ρk(t)dω(t) = δ jk,

کارهونن- قضیه از استفاده با β (t) پارامتر تابع و X(t) پیشگویی فرآیند آنگاه
صورت به می توانند لوئه و

β (t) =
∞

∑
j=١

β jρ j(t)

X(t) =
∞

∑
j=١

ε jρ j(t),

و E(ε j) = ٠ آن در که شوند، داده بسط
ε j =

∫
X(t)ρ j(t)dω(t),

β j =
∫

β (t)ρ j(t)dω(t), ∑β ٢
j < ∞.

،σ ٢
j = E(ε٢

j ) گرفتن نظر در با

∑σ ٢
j =

∫
E(X ٢(t))dω(t)< ∞.

که گرفت نتیجه می توان ρ j یکامتعامد توابع به توجه با ∫اکنون
β (t)X(t)dω(t) =

∞

∑
j=١

β jε j.

صورت به که استانداردشده خطا هاي از معمولاً

e′ = eσ(µ) = eσ̃(η)

E(e٢′
) = و E(e′) = ٠ ،E(e′ | X) = ٠ که طوري به می شود، استفاده هستند

لازم (ei) خطا ها ساختار (١) مدل در .E(e۴′
) = µ۴ < ∞ می کنیم فرض و ١

باشد. نمایی خانواده به متعلق حتماً که نیست

تعمیم یافته تابعی خطی بریده شده مدل ٢. ١
تعریف با می شود. استفاده برش۴ ایده از مدل این در

Vp =
∞

∑
j=p+١

β jε j

Up = α +
p

∑
j=١

β jε j

نوشت می توان آنگاه

E(Y | X(t), t ∈ τ) = g(α +
∞

∑
j=١

β jε j) = g(Up +Vp).

،FVp|Up
شرطی توزیع تابع بردن کار به و اول مؤلفه p روي کردن شرطی با

صورت به gp بریده پیوند تابع به منجر

E(Y |Up) = gp(Up) = E[g(Up +Vp) |Up]

=
∫

g(Up + s)dFVp|Up
(s)

4Truncation
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شرط تحت بریده شده، پیوند تابع با کامل مدل زدن تقریب براي می شود.
که دادند نشان [١١] استدمولر و مولر |g′(·)|٢ ⩽ c{∫ [

g(Up +Vp)−g(Up + s)
]

dFVP|Up
(s)

}٢

⩽
∫

g′(ξ )٢(Vp − s)٢dFVP|Up
(s)

⩽ ٢c
∫
(V ٢

p + s٢)dFVP|Up
(s)

بنابراین: و

E
((

g(Up +Vp)−gp(Up)
)٢
)

= E
(∫ [

g(Up +V p)−g(Up + s)
]
dFVP|Up

(s)
)٢

⩽ ٢cE
(

V ٢
p +E(V ٢

p |Up)
)
= ۴cE(V ٢

p )

⩽ ۴c
∞

∑
j=p+١

β ٢
j

∞

∑
j=p+١

σ ٢
j . (٢)

و می شود مربوط Var(Vp) به مستقیم به طور بریده شده مدل تقریبی خطاي
نظر در با اکنون می شود. کنترل j = ١,٢, ... ،σ ٢

j = Var(ε j) فرمول توسط
گرفتن

ε(i)j =
∫

Xi(t)p j(t)dω(t), i = ١, ...,n

صورت به e′i استانداردشده خطا هاي با کامل مدل

Yi = g
(

α +
∞

∑
j=١

β jε
(i)
j

)
+ e′iσ̃

(
α +

∞

∑
j=١

β jε
(i)
j

)
,

،µ میانگین هاي و η بریده شده خطی پیشگوهاي با است.

ηi = α +
p

∑
j=١

β jε
(i)
j , µi = g(ηi), i = ١, ...,n

صورت به بریده شده مدل -p و

Y (p)
i = gp

(
α +

p

∑
j=١

β jε
(i)
j

)
+ e′iσ̃p

(
α +

p

∑
j=١

β jε
(i)
j

)
, (٣)

(٣) بریده شده مدل در هستند. ثابت gp و σ̃p آن در که می شود، تعریف
می شود فرض و داده قرار یک از مجموع مبدأ از عرض گرفتن نظر در براي

.β٠ = α و ε(i)٠ = ١

خطی مدل پارامترهاي برآورد ٣

تعمیم یافته تابعی
شبه روش از p نگه داشتن ثابت با β ′ = (β٠, ...βp) پارامترها برآورد براي

صورت به امتیاز۵ معادله باید [١۵] ودربرن درستنمایی

U(β ) = ٠ (۴)

گرفتن نظر در با و g و σ ٢ بودن معلوم فرض با شود. حل
صورت به ηi و ε(i) = (ε(i)٠ , ...,ε(i)p )′

ηi =
p

∑
j=٠

β jε
(i)
j ,µi = g(ηi), i = ١, ...,n

صورت به بردار-مقدار امتیاز تابع

U(β ) =
n

∑
i=١

(Yi −µi)g′(ηi)ε(i)/σ ٢(µi) (۵)

صورت به (۵) امتیاز معادله جواب .([١١] استدمولر، و (مولر می شود، تعریف

β̂ ′ = (β̂٠, ..., β̂p), α̂ = β̂٠ (۶)

ماتریس هاي (۵) امتیاز معادله راحت تر حل براي می شوند. فرض

D = Dn,p =
(

g′(ηi)ε
(i)
k /σ(µi)

)
, ١ ⩽ i ⩽ n, ٠ ⩽ k ⩽ p,

V =Vn,p = diag
(

σ ٢(µ١), ...,σ ٢(µn)
)
, ١ ⩽ i ⩽ n,

تعریف و η , ε, µ بردن کار به با و می شوند. تعریف

Γ = Γp = (γkl)٠⩽k, l⩽p,

γkl = E
(g′′

٢
(η)

σ ٢(µ)
εlεl

)
,

Γ−١ = (ξkl)٠⩽k,l⩽p (٧)

نوشت می توان
Γ =

١
n

E(D′D)

در که دارد، وجود آن معکوس و است مثبت معین متقارن ماتریس یک که
صورت این غیر

E

(( p

∑
k=٠

αkεkg′(η)/σ(µ)
)٢
)

= ٠

گرفتن نظر در با اکنون نمی شود. برقرار α٠, ...,αp غیرصفر ثابت هاي براي
را U(β ) = ٠ معادله µ ′ = (µ١, ...,µn) ،Y ′ = (Y١, ...,Yn) بردارهاي

ماتریس صورت به می توان

D′V
−١

٢ (Y −µ) = ٠

برآورد βها و می شود حل تکرار روش هاي با معمولاً معادله این نوشت.
p هر براي مثبت معین ماتریس یک ١

n E(D′D) = ΓP فرض تحت می شوند.
روش در داشت. خواهد وجود یکتا راه حل یک ثابت، p هر براي آنگاه است،
کرد فرض را حالتی می توان اما می شوند، فرض معلوم دو هر σ ٢(·),g(·) بالا
از می توان هستند هموار تابع دو هر اینکه نظر در با که هستند نامعلوم هردو که
[۵ ،۴] مولر و چییو SPQR نیمه پارامتري۶ درستنمایی شبه رگرسیونی مدل هاي

5Score Equation
6Semi Parametric Quasi-Likelihood Regression Model



حسینی۴۶ فاطمه و زاده ملک پرویز پاپی، فاطمه تعمیم یافته تابعی خطی مدل در پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد

و همواري محدودیت هاي براي است دلخواه پیوند تابع چون کرد. استفاده
برآوردها و پارامترها باید یکنوایی

∥β∥= ١, ∥β̂∥= ١

و ĝ(·) صورت به پیوند تابع برآورد و η̂i = ∑p
j=٠ β̂ jε

(i)
j دهید قرار باشند.

تابع برآورد و (η̂i,Yi) پراکنش نمودار هموارسازي از ĝ′(·) آن اول مشتق
پراکندگی نمودار هموار سازي با σ̂ ٢(.) واریانس

(µ̂i, ε̂٢
i )i=١,...,n

مجذور و پاسخ میانگین برآورد µ̂i = ĝ(η̂i) آن در که می آید، دست به
نیمه پارامتري امتیاز معادله از استفاده با اکنون است. ε̂٢

i = (Yi − µ̂i)
٢ مانده ها

U(β ) =
n

∑
i=١

(
Yi − ĝ(ηi)

)
ĝ′(ηi)ε(i)/σ̂ ٢

(
ĝ(ηi)

)
(٨)

معادله حل با درنهایت و می شود نتیجه β̂ = (β̂٠, ..., β̂p) صورت به برآوردها
صورت به تابعی رگرسیونی پارامترهاي برآوردهاي (٨) و (۵) امتیاز

β̂ (t) = β̂٠ +
p

∑
j=١

β̂ jρ j(t) (٩)

جایگزین و اصلاح  SPQR حالت براي Γ و D ماتریس هاي می شود. حاصل
می شوند. برآورد ها

براي فرضیه آزمون و اطمینان بازه ٣. ١
تابعی رگرسیونی پارامترهاي

بگیرید نظر در R(s, t) : τ٢ −→R صورت به ،L٢ انتگرال پذیر هسته تابع یک
خطی انتگرال عملگر یک صورت به را AR کنید تعریف و

AR : L٢(dω)−→ L٢(dω)

، f ∈ L٢(dω) براي L٢(dω) هیلبرت فضاي روي
(

AR f
)
(t) =

∫
f (s)R(s, t)dω(s). (١٠)

اگر هستند. فشرده٧ خودالحاقی هیلبرت-اشمیت عملگرهاي AR عملگرهاي
∫

|R(s, t)|٢dω(s)dω(t)< ∞,

باشند. شده قطري صورت به می توانند [۶] کانوي با مطابق آنگاه
هستند موردنظر مقاله این در که انتگرال عملگرهاي از خاصی حالت هاي

هسته با X از AK اتوکوواریانس عملگر

k(s, t) = cov(X(s),X(t)) = E(X(s)X(t)), (١١)

هسته با AG تعمیم یافته اتوکواریانس عملگر و

G(s, t) = E

(
g′(η)٢

σ ٢(µ)
X(s)X(t)

)
, (١٢)

صورت به L٢ در متریک فضاي یک AR هستند. هیلبرت-اشمیت عملگرهاي

d٢
R( f ,g) =

∫ (
f (t)−g(t)

)(
AR( f −g)

)
(t)dω(t)

=
∫ ∫ (

f (s)−g(s)
)(

f (t)−g(t)
)
R(s, t)dω(s)dω(t)

{ρ j, j = دلخواه یکامتعامد پایه و f ،g ∈ L٢(dω) براي که می کند، تولید
صورت به می توان را R هیلبرت-اشمیت هسته ،١,٢, ...}

R(s, t) = ∑rklρk(s)ρl(t),

کرد. بیان [٧] استوارتز و دانفورد {rkl ,k, l = ١,٢, ...} مناسب ضرایب براي
h ∈ L٢ مشخص تابع هر بردن کار به با

hρ, j =
∫

h(s)ρ j(s)dω(s),

با AR ویژه مقادیر و ویژه توابع دادن نشان با و

{ρR
j ,λ

R
j , j = ١,٢, ...}

صورت به می توان را dR فاصله

d٢
R( f ,g) = ∑

k,l
rk,l

(
fρ,k −gρ,k

)(
fρ,k −gρ,l

)
= ∑

k
λ R

k

(
fρR,k −gρR,k

)٢
,

(١٣)

می رود کار به dG متر (١) مدل به مربوط بریده شده - pn مدل براي کرد. بیان
می شوند. محاسبه مجانبی حدهاي ساده تري شرایط تحت L٢ متر به نسبت که

(١) صورت به بریده شده مدل براي متر این

d٢
G(β̂ ,β ) =

∫ ∫ (
β̂ (s)−β (s)

)(
β̂ (t)−β (t)

)
E
(g′(η)٢

σ ٢(µ)
X(s)X(t)

)
dω(s)dω(t),

با p هر براي که می شود گرفته نظر در

d٢
G,p(β̂ ,β ) = (β̂ −β )′Γ(β̂ −β ),

کار به SPQR نیمه پارامتري روش اگر که کنید دقت می شود. زده تقریب
به طور و هستند نامعلوم  پیوند و واریانس توابع مدل این در چون می رود،
مهم ترین که شود گرفته نظر در شرایطی باید می شوند، برآورد ناپارامتري
معکوس پذیر و یکنواخت g پیوند تابع باید این که از است عبارت آن ها
واریانس تابع .∥g′′(.)∥⩽ c, ∥g′(.)∥⩽ c ،c ⩾ ٠ هر براي و باشد مشتق پذیر
که طوري به دارد، وجود δ > ٠ و است مشتق پذیر پیوسته به طور σ ٢(.)

تعداد با ،pn بریده شده تقریبی مدل هاي از دنباله اي در همچنین .σ(٠) > δ
7Compact Self-adjoint Hilbert-schmidt
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.pnn
−١

۴ −→ ٠ آنگاه n −→ ∞ و pn −→ ∞ اگر ،pn پیشگویی جملات
شود). مراجعه [١١] استدمولر، و مولر به SPQR مدل شرایط جزئیات (براي
می توان ،SPQR مدل شرط هاي و اصلی فرض هاي گرفتن نظر در با اکنون

آنگاه n −→ ∞ اگر داد، نشان
n(β̂ −β )′Γpn(β̂ −β )− (pn +١)√

٢(pn +١)
d−→ N(٠,١), (١۴)

،pn = p گرفتن نظر در با [١١] استدمولر، و مولر که
پارامترهاي فقط که صورتی در نمودند. Γpn جایگزین را Γ̃ = ١

n E(D′D)

به و pn − ١ با pn هستند موردنظر مبدأ) از عرض (بدون β١,β٢, .... شیب
می شود استفاده Γ ،p× p ماتریس از Γ ،(p+ ١)× (p+ ١) ماتریس جاي
پارامتر تابع همگرایی براي است. به دست آمده ستون و سطر اولین حذف از که

صورت به بسط و dG فاصله ،β̂ (·) شده برآورد

β̂ (t) = ∑ β̂ρG
j
ρG

j (t)

عملگر ویژه پایه باید ،{ρG
j , j = ١,٢, ...} پایه در β̂ (·) پارامتر تابع به مربوط

بنابراین شود. گرفته کار به λ G
j ویژه مقادیر با متناسب AG

d٢
G

(
β̂ (.),β (.)

)
=
∫ ∫ (

β̂ (s)−β (s)
)

G(s, t)(
β̂ (t)−β (t)

)
dω(s)dω(t)

=
p

∑
j=١

λ G
j (β̂ρG

j
−βρG

j
)٢ +

∞

∑
j=p+١

λ G
j β ٢

ρG
j

=
(

β̂ G −β G
)′

ΓG
(

β̂ G −β G
)
+

∞

∑
j=p+١

λ G
j β ٢

ρG
j
.

ΓG و β G =
(

βρG
١
, · · · ,βρG

p

)′ ،β̂ G =
(

β̂ρG
١
, · · · , β̂ρG

p

)′ آن در که
صورت به εG

j است. قطري ماتریس

εG
j =

g′(η)

σ(µ)

∫
X(t)ρG

j (t)dω(t),

که طوري به می شود، مشخص

E(εG
j εG

k ) =
∫ ∫

G(s, t)ρG
j (s)ρ

G
k (t)dω(s)dω(t)

= δi jλ G
j . (١۵)

ویژگی β (·) پارامتري تابع اگر .٣. ١ نتیجه
∞

∑
j=p+١

E(εG(٢)

j )
[∫

β (t)ρG
j (t)dω(t)

]٢
= o
(√pn

n

)
, (١۶)

n −→ ∞ وقتی آنگاه باشد، داشته را
n
∫ ∫ (

β̂ (s)−β (s)
)(

β̂ (t)−β (t)
)

G(s, t)dω(s)dω(t)− (pn +١)
√

٢pn +١
d−→ N(٠,١)

شود) مراجعه [١١] استدمولر، و مولر به اثبات (براي

،SPQR رهیافت در هستند نامعلوم واریانس و پیوند توابع که حالتی در
هموارسازي مشتق ها، و توابع از ناپارامتري برآورد آوردن دست به براي
معادله حل از β̂ پارامتري برآورد سپس و می شود اعمال پراکنش نمودارهاي
ناپارامتري برآورد تکرار چند از بعد می آید. دست به (٨) پارامتري نیمه امتیاز
این می آیند. دست به σ̂ ٢ واریانس تابع و ĝ′ اولش مشتق و ĝ پیوند تابع
یا دوم درجه هسته هموارکننده هاي با توابع ناپارامتري منحنی برآوردگرهاي
و مولر می آیند. دست به هموارسازي در h باند پهناي یک با موضعی خطی
رهیافت براي (١۴) تقریبی توزیع شرایطی تحت دادند نشان [١١] استدمولر،

است. برقرار نیز SPQR

که است صورت این به رگرسیونی مدل هاي در رایج مسئله یک

H٠ : β = ,ثابت

مشخص پارامتري تابع یک براي H٠ : β ≡ β٠ آزمون از خاصی حالت که
،H٠ : β j = β٠ j فرض ،β٠(t) = ∑β٠ jρ j(t) گرفتن نظر در با است. β٠

در بیان شده آزمون آماره ي وقتی می شود رد H٠ و می شود j = ٠,١,٢, ...

باشد. Φ(١−α) بحرانی مقدار از بیشتر (١۴)
در است. موردنظر نیز β رگرسیونی پارامتر تابع براي اطمینان بازه هاي عمل در
مشخص شده اند β بردار براي β̂ برآوردهاي و است معلوم p = pn که حالتی
(β̂ −β )′Γ(β̂ −β )⩽ با (١۴) با مطابق (١−α) مجانبی اطمینان ناحیه یک

آن در که می شود مشخص C(α)

c(α) =
[

p+١+
√

٢(p+١)Φ(١−α)
]
/n,

کنید فرض اکنون می شود. جایگزین Γ̂ یا Γ̃ با معمولاً Γ و
باشند، Γ ماتریس ویژه مقادیر و ویژه بردارهاي (e١,λ١), ...,(ep+١,λp+١)

دهید قرار و

ωk(t) =
p+١

∑
l=١

ρl(t)ekl , k = ١, · · · , p+١, ek = (ek١ , · · · ,ek,p+١)
′,

تابع براي (١−α) هم زمان تقریبی اطمینان بازه یک p و بزرگ n براي آنگاه
صورت به β (t)

β̂ (t) =±

√√√√c(α)
p+١

∑
k=١

ωk(t)٢

λk
(١٧)

λk و ωk برآوردهاي کردن جایگزین با هم زمان اطمینان بازه عمل در است.
می شود. محاسبه به دست آمده اند، Γ جاي به Γ̂ یا Γ̃ ماتریس از که



حسینی۴٨ فاطمه و زاده ملک پرویز پاپی، فاطمه تعمیم یافته تابعی خطی مدل در پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد

تاوانیده درستنمایی برآورد ٣. ٢
همکاران و مایر توسط که تاوان٨ تابع معمولاً تاوانیده درستنمایی برآورد براي

صورت به است ارائه شده [١٠]

Pλ ,φ (β ) = λ (∥β∥٢ +φ∥β ′′∥٢)
١
٢

و β از L٢ نرم ∥β∥٢ =
∫

Di
{β (t)}٢dt آن در که می شود، گرفته نظر در

ترتیب به که هستند غیرمنفی تاوان پارامترهاي φ, λ , است. β ′′(t) = ∂ ٢β (t)
∂ t٢

ماکسیمم برآورد آوردن دست به براي می کنند. کنترل را همواري و تنکی
عبارت باید β (·) تابع تاوانیده درستنمایی

١
n

n

∑
i=١

ℓ(yi,β (t)Xi(t))−
p

∑
j=١

Pλ ,φ (β (t))

گرفتن نظر در با که طوري به شود مینیمم

β (t) =
p

∑
j=١

β jρ j(t)

صورت به تاوان

Pλ ,φ (β ) = λ (ρ ′(Ψ+φΩ)ρ)
١
٢

آن عنصر امین ( j,k) که p× p ماتریس Ψ آن در که می شود،

Ψ j,k =
∫

β j(t)βk(t)dt, j,k = ١, ..., p

آن عنصر امین ( j,k) که p× p ماتریس یک Ω و

Ω j,k =
∫

β ′′
j (t)β

′′
k (t)dt, j,k = ١, ..., p

صورت به تاوان که صورتی در هستند.

Pλ ,φ (β ) = λ (ρ ′kφ ρ)
١
٢

یک Ψ+φΩ = kφ آن در که است لاسو٩ تاوان نوعی شود گرفته نظر در
لاسو تاوان kφ = I که صورتی در است. مثبت معین متقارن p× p ماتریس

است. معمولی

مدل رتبه انتخاب ۴

خطی بریده شده مدل در مهم مطالب از یکی شد اشاره قبل در که همان طور
براي که ویژه اي توابع تعداد یا p براي مناسب مقدار انتخاب تعمیم یافته تابعی
مدل براي رتبه انتخاب دیگر عبارت به می روند، کار به β (t) تابع برازش

است AIC آکائیکه١٠ معیار از استفاده انتخاب این براي رهیافت یک است.
شامل ηp خطی پیشگوي بردار کنید فرض دارد. مدل رتبه افزایش به تمایل که
مؤلفه هاي شامل η̂p بردار و باشد i = ١, ...,n ،ηp,i = ∑p

j=٠ ε i
jβ j مؤلفه n

مشتق را G است. ∑∞
j=٠ ε i

jβ j مؤلفه هاي شامل η بردار و η̂p,i = ∑p
j=٠ ε i

jβ̂ j

چگالی داراي Y بنابراین بگیرید نظر در g پیوند معکوس تابع

fY (y) = exp(yη +a(y)−G(η))

صورت به انحراف١١ می باشد. σ̃ ٢(η) = g′(η) عمل در است.

D =−٢ℓn(Y, η̂p)+٢ℓn

(
Y,g−١(Y )

)
,

درستنمایی شبه لگاریتم آن در که می شود، تعریف

ℓn(Y, η̂p) =
n

∑
i=١

Yiη̂i,p −
n

∑
i=١

G(η̂i,p).

تیلور بسط از استفاده با است.

−٢ℓn(Y, η̂p) =−٢ℓn(Y,ηp)

+٢
(

∇βp
Ln(Y, η̂p)

)′
(βp − β̂p)

+(βp − β̂p)
′
( ∂ ٢

∂βk∂βl
ℓn(Y, η̃p)

)
(βp − β̂p)

به ماتریس و صفر راست سمت دوم عبارت امتیاز، معادله به توجه با آن در که
امید مقدار .[١١] استدمولر و مولر طبق است. (D′D) دوم درجه فرم صورت

دوم درجه فرم ریاضی

n(βp − β̂p)
′(

D′D
n

)(βp − β̂p),

چون است. p مقدار تقریبی به طور

−٢ℓn(Y,ηp) = − ٢ℓn(Y,η)−٢
n

∑
i=١

(
Yi −g(ηi)

)
(ηi,p −ηi)

+
n

∑
i=١

g′(ηi)(ηi,p −ηi)
٢ (١٨)

نتیجه در

E(D) = n ∑
k,l=P+١

E
(

g′(η)εkεl

)
βkβl − p

(
١+o(١)

)
+En

= n ∑
k,l=P+١

E
(g٢′

(η)

σ̃ ٢(η)
εkεl

)
βkβl − p

(
١+o(١)

)
+En,

به کارگیري با [١١] استدمولر و مولر نیست. وابسته p به En عبارت آن در که
آنگاه بگیرد قرار (p٠,cn

١
۴ ) بازه در p اگر که دادند نشان بزرگ اعداد قانون

D/E(D)
P−→ ١.

8Penalty Function
9Lasso
10Akaike Information Criterion
11 ِDeviance
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دادند نشان آن ها همچنین
d(β̂ (·),β (·)) =

∫ ∫ (
β̂ (s)−β (s)

)
G(s, t)

(
β̂ (t)−β (t)

)
dω(s)dω(t)

= (β̂p −βp)
′Γ(β̂p −βp)+

∞

∑
k, j=p+١

γ j,kβ jβk

+٢
p

∑
j=١

∞

∑
k=p+١

γ j,k(β̂ j −β j)βk

آن در که
γk,l = E

(g٢′
(η)

σ̃ ٢(η)
εkεl

)
.

اکنون

E
(

d
(
β̂ (.),β (.)

))
= p/n

(
١+o(١)

)
+

∞

∑
k, j=p+١

γ j,kβ jβk
(

١+o(١)
)
.

ساختن کمینه با (d(β̂ (.),β (.)) هدف تابع که می دهد نشان استنباط این
دقت که صورتی در می شود. نزدیک E(D/n)+ ٢p/n به مجانبی به طور
مینیم با pd و AIC با pA رتبه که می شود اثبات باشد، مطرح AIC و هدف تابع
در .pd/pA −→ ١ ،n −→ ∞ اگر آنگاه می شوند. انتخاب هدف تابع کردن
یا انحراف اولین آوردن دست به با را BIC بیزي١٢ اطلاع ملاك و AIC عمل
درستنمایی شبه در که می بریم. بکار p مدل مرتبه به وابسته ،D(p)شبه انحراف
است امکان پذیر راحتی به باشد معلوم پیوند تابع با اگر درستنمایی ماکسیمم یا
تابع با SPQR رهیافت و درستنمایی لگاریتم باشد، نامعلوم که صورتی در و

عبارت درنهایت است. انتگرال گیري نیازمند نامعلوم پیوند

C(p) = D(p)+P(p) (١٩)

و AIC براي ٢p که طوري به است، جریمه P آن در که می شود کمینه
وجود p تعیین براي دیگري روش هاي می شود. انتخاب BIC براي p logn

و [١۴] سیلورمن، و رایس متقابل اعتبارسنجی از استفاده به می توان که دارد
نمود. اشاره [۴] مولر، و چیو انحراف و پیرسون معیار بین نسبی اختلاف

مثال چند بررسی ۵

موردبررسی کاربردي مثال دو و شبیه سازي مطالعه یک بخش این در
است. قرارگرفته

شبیه سازي ١ .۵
پایه یک تعیین ،p انتخاب بر علاوه تعمیم یافته تابعی خطی مدل یک در
پایه یک از یا داریم، انتخاب دو معمولاً است. مهم {ρ j,١,٢, ...} یکا متعامد
j ⩾ ١ ،t ∈ [٠,١] ،ρ j ≡ φ j ≡

√
٢ sin(π jt) فوریه پایه مانند ثابت استاندارد

روابط در ۴ بخش در که AK کوواریانس عملگر ویژه توابع یا می شود، استفاده
که الگوریتمی و می شود استفاده دوم الگوریتم از اینجا در دیدیم. (١٠) و (١١)

ارائه شده، [١۴] سیلورمن و رایس ؛ [١] مولر و کاپرا در ویژه توابع برآورد براي
مشاهده شده واحد امین i بنابراین و می شود تعیین مدل مؤلفه p می رود. کار به

می یابد کاهش پیشگویی کننده p به فرآیند

ε(i)j =
∫

Xi(t)ρ j(t)dω(t), j = ١, ..., p.

محاسبه عددي به طور انتگرال ها و جایگزین ρ j جاي به شده برآورد ویژه توابع
معادله حل با تعمیم یافته تابعی مدل در β١, ...,βp و α پارامترهاي می شوند.
و مک کلا در شده بحث مربعات کمترین الگوریتم می شوند. برآورد امتیاز
تابع با درستنمایی شبه یا تعمیم یافته خطی مدل یک از حالتی براي [٩] نلدر
مدل براي [۵] مولر و چیو در مطرح شده ١٣QLUE الگوریتم و معلوم پیوند
شبیه سازي مثال این ارائه از هدف می کنیم. تکرار نامعلوم پیوند تابع با SPQR

توان بررسی و است p رتبه تعیین براي BIC و AIC مقایسه مونت کارلویی
همچنین و تعمیم یافته تابعی رگرسیون مدل در رگرسیون اثر آماري آزمون هاي
با مقایسه در تابعی، رگرسیون براي SPQR پارامتري نیمه فرآیند رفتار بررسی
شبیه سازي است. مشخص پیوند تابع با ماکزیمم و درستنمایی شبه پیاده سازي
پایه اول تابع ٢٠ بر مبنی شبه تصادفی فرآیندهاي که است صورت این به
ε j ∼ نرمال شبه تصادفی متغیرهاي از استفاده با X(t) = ∑٢٠

j=١ ε jφ j(t) فوریه
،١ ⩽ j ⩽ ٣ ،β j = ١/ j کنید فرض تولیدشده اند. j ⩾ ١ ،N(٠,١/ j٢)

کنید فرض . j > ٣ و β j = ٠ ،β٠ = ١

β (t) =
٢٠

∑
j=١

β jφ(t)

P(X(·)) = g(β٠ +
٢٠

∑
j=١

β jε j)

پیوند و [g(x) = exp(x)/(١+exp(x))] که طوري به لوجیت پیوند پیوند، دو
گرفته نظر در [g(x) = exp(−exp(−x))] ،(c− loglog) مکمل لگ- لگ
تصادفی متغیر یک صورت به Y |X ∼ Binomial(P(X),١) آنگاه می شود.
می شود. تولید i = ١, ...,n ،(Xi(t),Yi) نمونه و P(X) احتمال با شبه برنولی
براي تجربی توان توابع دیدیم، (١۴) در که تقریبی نتایج دادن نشان براي
در که T آزمون آماره و لوجیت پیوند تابع بردن کار به با و تولیدشده داده هاي
H٠ : β j = ٠, j = ١,٢, ... فرضیه کردن آزمون براي (١۵) رابطه چپ سمت
یک آزمون این می شوند. محاسبه دیدیم، رگرسیونی اثر وجود عدم یعنی
|T | > Φ−١(٠٫٩۵) اگر که طوري به است، ۵٪ سطح در یک طرفه آزمون
حجم براي رد نرخ مونت کارلو نمونه ۵٠٠ تولید با می شود. رد H٠ فرض
بردار که شد تعیین ٠ ⩽ δ ⩽ ٢ ،δ تابع صورت به ،n = ۵٠,٢٠٠ نمونه
وسیله ي به و است شده ضرب δ در قبلی، پاراگراف در داده شده شرح پارامتر
در ۵٠,٢٠٠ نمونه حجم دو براي توان تابع می شود. تعیین (δ ,δ ,δ/٢,δ/٣)

مهمی نقش نمونه اندازه که می دهد نشان شکل این است. شده رسم ١ شکل
دارد. آزمون توان

12Bayesian Information Criterion
13Quasi Likelihood with Unknown linke and variance function Estimation
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و (خط چین) ۵٠ به اندازه نمونه اي براي شبیه سازي، ۵٠٠ اساس بر .۵٪ سطح در تابعی لوژستیک رگرسیون معناداري آزمون توان تابع :١ شکل
p = ٣ با ممتد)، ٢٠٠(خط

.

نمودار دو هر در ممتد خط است. تولیدشده لوجیت پیوند تابع از چپ شکل و مکمل لگ- لگ پیوند از داده ها راست سمت شکل :٢ شکل
(نقطه چین) با SPQR مکمل لگ- لگ روش و (خط چین-نقطه) با پیوند (خط چین)، با لوجیت پیوند فرض با برآوردها و است هدف خط

است. مشخص شده

میانگین شود، بررسی SPQR نیمه پارامتري روش بودن خوب این که براي
زیر حالات در مونت کارلو اجراي بار ۵٠ با β̂ (.) پارامتر تابع برآورد

لوجیت پیوند تابع از استفاده .١

مکمل لگ- لگ پیوند تابع از استفاده .٢

نامعلوم پیوند با SPQR پارامتري نیمه رهیافت .٣

رهیافت یک SPQR روش که درمی یابیم ٢ شکل به توجه با شد. محاسبه
این در مهم مسئله یک پیوند تابع انتخاب که می شود نتیجه بنابراین است. مفید
در مشکلاتی بروز باعث می تواند آن براي نادرست انتخاب و می باشد مدل ها

شود. استنباط ها

١ کاربردي مثال ٢ .۵

چربی براي که است گوشت چربی پاسخ متغیر بررسی یک در کنید فرض
گرفته شده نظر در یک عدد ١۵ از بیشتر چربی براي و صفر عدد ١۵ از کمتر
اندازه گیري جذب میزان است. یک و صفر صورت به پاسخ متغیر و است

تابعی کمکی متغیر عنوان به میلی متر ١٠۵٠ تا ٨۵٠ بین موج طول ١٠٠ در شده
در که است اصلی داده مجموعه از بخشی داده مجموعه این می شود. فرض
و جذب میزان تابعی متغیر نمودار است. دسترس در http://stat.cmu.edu
متغیر این کردن رسته اي از قبل پاسخ متغیر جعبه اي نمودار و دوم و اول مشتق

می شود. مشاهده ٣ شکل در
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است. ١۵ از بیشتر چربی به مربوط قرمز رنگ و ١۵ از کمتر چربی به مربوط آبی رنگ :٣ شکل

بسته از تعمیم یافته تابعی خطی مدل از استفاده با داده ها تحلیل براي
به توجه با شد. Rاستفاده نرم افزار در fregre.glm تابع و fda.uscنرم افزاري
پروبیت١۵ و لوجیت١۴ پیوند توابع از می توان است دودویی پاسخ متغیر اینکه
لوجیت پیوند براي می دانیم که کرد استفاده (cloglog) مکمل لگ- لگ و

Pi = P(Y = ١ | Xi(t), t ∈ τ) =
exp(α +

∫
β (t)Xi(t)dt)

١+ exp(α +
∫

β (t)Xi(t)dt)

پروبیت پیوند براي

Pi = P(Y = ١ | Xi(t), t ∈ τ) = Φ(α +
∫

β (t)Xi(t)dt)

براي می شود. استفاده است استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع Φ آن در که

صورت به پیوند تابع مکمل لگ- لگ مدل

Pi = P(Y = ١ | Xi(t), t ∈ τ)

= ١− exp(−exp(α +
∫

β (t)Xi(t)dt))

ترتیب به مکمل لگ- لگ و پروبیت لوجیت، مدل سه AIC مقدار است.
توجه با مکمل لگ- لگ مدل که آمد دست به ٢٧٫٠٣٢ و ٢٧٫١٩۴ ،٢٧٫۶٢٧

مدل براي نادرست طبقه بندي نرخ همچنین است. مناسب مدل کمتر AIC به
و ٪٣٫%٣. ٧۵ ،٣٫۵٪ ترتیب به SPQR و  مکمل لگ- لگ پروبیت، لوجیت،
رهیافت به مکمل لگ- لگ مدل نتایج که می دهد نشان که آمد دست به ٣٫٨٪

است. برخوردار بیشتري دقت از این داده ها براي و است نزدیک تر SPQR

٢ کاربردي مثال ٣ .۵

مگس هایی ،[٣] همکاران و کري در مطرح شده مدیترانه اي مگس هزار از
مگس ۵٣۴ از نمونه اي و می کنیم انتخاب را زنده مانده اند بعد روز ٣۴ که
روز ٣٠ تا ٠ از تخم گذاري مسیر خط پیش بینی، براي و فراهم مدیترانه اي
می شود. استفاده i= ١, ...,۵٣۴ ،t ∈ [٠,٣٠] ،Xi(t)پیشگوي فرآیندهاي براي
طول طبقه بندي در باشد بیشتر یا روز ١۴ گذشته روز ٣٠ در مگس عمر اگر
از دارد. کوتاه عمر طول صورت این غیر در می گیرد، قرار بلندمدت عمر
عمر طول داراي مگس ٢٧٨ و کوتاه عمر طول مگس ٢۵۶ مگس، n = ۵٣۴

داده ها به لوجیت تابعی رگرسیون یک لوجیت، پیوند انتخاب با هستند. بلند
عمر و بلند عمر طول با مگس هاي براي تولیدمثل سیر خط می شود. برازش
گروه دو بین تفاوت است. ترسیم شده ۴ شکل در جداگانه صورت به کوتاه
نیست. قابل تشخیص چشمی صورت به شده رسم منحنی هاي ازدحام دلیل به
همان طور می رود. کار به AIC ملاك مدل مؤلفه هاي تعداد انتخاب براي
است وابسته p مدل مرتبه به AIC ملاك می شود، مشاهده ۵ شکل در که
انتخاب براي می شود. انتخاب p = ۶ بنابراین است. ۶ در مینیمم مقدار و
PE = متقابل اعتبارسنجی پیشگویی خطاي معیار از p = ۶ مناسب مقدار
مشاهده iامین خروج با pi برآورد p̂(−i)

i آن در که ١
n ∑n

i=١

(
Yi − p̂(−i)

i

)٢

14Logit
15Probit
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و کوتاه عمر طول با مگس ٢۵۶ تولیدمثل (چپ) مگس. n = ۵٣۴ براي روزانه، تخم گذاري منحنی هاي با مطابق سیر، خط پیش بینی :۴ شکل
می دهد. نمایش را بلند عمر طول با مگس ٢٧٨ (راست)

مدیترانه اي مگس داده براي p مدل مؤلفه هاي مقادیر از تابعی عنوان به (AIC) آکائیکه اطلاعات معیار :۵ شکل
.

طبقه بندي نرخ برآورد آمد. دست به p= ۶ هم معیار این از شد. استفاده است،
٣۵٪ و لوجیت پیوند با ٣٧٪ بلند، عمر طول مگس هاي گروه براي نادرست
۴٧٪ عمر کوتاه مگس هاي گروه براي درحالی که است. SPQR پیوند براي
مگس هاي صحیح طبقه بندي بنابراین است. ،SPQR براي ۴٨٪ و لوجیت براي
تابعی رگرسیون براي β̂ (·) پارامتر توابع می دهد. نشان سختی به را عمر کوتاه
داده شده نشان ۶ شکل در هم زمان اطمینان بازه هاي با SPQR و لوژستیک
برآورد به نزدیک کاملاً ناپارامتري پیوند با برآورد که می شود مشاهده است؛
انتخاب را لوژستیک پیوند حالت این در بنابراین است، لوژستیک پیوند با
صعودي شیب پیوند تابع می گیریم نتیجه مجانبی اطمینان بازه هاي از می کنیم.
مشخص β̂ (·) پارامتر تابع شکل و دارد، روزه ٣٠ عمر براي راست سمت در را

است. مرتبط عمر طول افزایش با تخم گذاري تناوب دوره هاي که می کند
بلند عمر طول با مگس طبقه بندي احتمال می دانیم لوجیت، پیوند تابع تحت
ناپارامتري پیوند تابع برآورد براي است. g(η) = exp(η)/

(
١+ exp(η)

)
باند پهناي و موضعی خطی هموارسازي که شد، استفاده SPQR رهیافت از
بزرگ ترین پیوند، تابع دو براي شد. انتخاب هموارسازي مراحل براي ٠٫۵۵

احتمال با ،β (·) پارامتر تابع مقادیر بزرگ ترین سپس ،η خطی پیشگوي
روز ١٢− ١٧ بین پارامتر تابع برآورد چون هستند. مرتبط عمر طول افزایش
دوره ها این طول در که می گیریم نتیجه است، بزرگ نسبتاً روز ٢۶ از پس و
افزایش مقابل، در است. ارتباط در عمر طول افزایش با سنگین باروري فعالیت
است. ارتباط در عمر طول کاهش با روز ٢−٢٠۶ و روز ١٢−٨ بین تولیدمثل

نتیجه گیري و بحث

متغیر یک بین ارتباط بررسی براي بریده شده تعمیم یافته تابعی خطی مدل یک
درستنمایی شبه رهیافت با تابعی کمکی متغیرهاي و گسسته اسکالر پاسخ

مجانبی اطمینان بازه و فرضیه آزمون مدل این براي گرفت. قرار موردبررسی
نیمه پارامتري مدل شد. آورده دست به تابعی رگرسیونی پارامترهاي براي
و مدل درنهایت و بررسی است نامعلوم پیوند تابع که حالتی براي SPQR

شد مشاهده مثال ها در که همان طور شد. پیاده سازي مثال چند روي بر روش ها
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.SPQRناپارامتري رهیافت (راست) لوجیت، پیوند (چپ) هم زمان، اطمینان بازه هاي و (توپر) β̂ (·) تابعی پارامتر برآورد :۶ شکل

است. مناسب تعمیم یافته تابعی خطی مدل تحلیل براي SPQR رهیافت معمولاً
اطمینان براي و شود گرفته نظر در مختلف پیوند توابع می توان داده ها به توجه با

مدل بهترین درنهایت و شود گرفته کار به SPQR رهیافت ناپارامتري رهیافت
. شود. انتخاب
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