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انقباض روش معرفی

کاظمی١ رامین

١٣٩٨/١/٢٨ دریافت: تاریخ

١٣٩٨/٧/٢٣ پذیرش: تاریخ

چکیده:

می�توانند بازگشتی روابط از رده چندین روش، این اساس بر است. الگوریتم�ها تحلیل برای انقباض روش معرفی مقاله، این هدف

نسبت الگوریتم انقباض ویژگی�های اساس بر فن این اصلی گام�های شوند. تحلیل شده بیان کلّی خاصچارچوب حالت�های به�عنوان

احتمال توزیع�های ردۀ روی حدی عملگر یک ثابت نقطه� به�عنوان حدی توزیع نوعاً می�شوند. پایه�ریزی مناسب احتمالی متر�های به

می�شود. مشخص�سازی

حدی. توزیع ثابت، نقطه� حدی، عملگر احتمال، متر بازگشتی، الگوریتم�های کلیدی: واژه�های

می�شود. نتیجه (p > ٠ هر برای Lp

روش اما دارد. وجود انقباض روش به موسوم دیگری روش

برای روش�ها مفیدترین از یکی انقباض روش چیست؟ انقباض

به شبیه حدودی تا روش این است. الگوریتم�ها مجانبی تحلیل

یک مجانبی تحلیل برای انقباض روش است. گشتاوری روش

اولین مطالعه� با ابتدا است: زیر مراحل شامل بازگشتی الگوریتم

نسخه� هستیم. الگوریتم صحیح نرمال�سازی به مجبور گشتاورها

سپس می�شود. ارائه بازگشتی شکل یک در مجدداً �شده نرمال

حدس الگوریتم حدی معادله� برای ثابت نقطه� معادله� یک اغلب

به معادله یک توسط حدی ثابت نقطه� معادله� این می�شود. زده

همه مجموعه� روی K حدی عملگر یک برای Kµ = µ شکل

اثبات به مجبور بعدی، گام در می�شود. بیان احتمال توزیع�های

توسط کار این هستیم. ثابت نقطه� معادله� این از حل یک وجود

احتمال اندازه�های فضای روی مناسب احتمال متر یک انتخاب

این به نسبت انقباضی نگاشت یک K به�طوری�که می�شود انجام

گام در می��شود. گرفته به�کار باناخ ثابت نقطه� قضیۀ� و است متر

نقطه� �این به توزیع) (در الگوریتم همگرایی �اثبات به مجبور آخر،

توزیع�ها همراه دنباله�های معرفی با نیز کار این هستیم. ثابت

را حدی معادله� ساختار همچنین و همانندسازی را الگوریتم که

مقدمه ١

تبدیل روش�های الگوریتم�ها مجانبی تحلیل برای اصلی روش�های

روش و [۴] مارتینگلی روش ، [٣] گشتاور) مولد توابع (به�ویژه،

برون�گشت�های به�وسیله� تقریب طریق از [٢] شاخه�ای فرایندهای

تصادفی الگوریتم�های از محدودتر رده� یک برای هستند. براونی

میان این در نیز تصادفی تقریب�های روی شده پایه�ریزی روش

روش�های کلاسیک�ترین از یکی گشتاورها، روش می�گیرند. قرار

مختلف حوزه�های در گوناگون مسائل در حدی، توزیع دست�یابی

است: زیر گام�های شامل روش این .[١٠] است

می�شوند. محاسبه واریانس و میانگین -١

می�شود. مقیاسیده سره�ای به�طور تصادفی متغیر -٢

تصادفی متغیر بالاتر گشتاورهای استقراء از استفاده با -٣

می�شوند. محاسبه مقیاسیده

گرفته به�کار حدی قاعده� یکتایی تصدیق برای کارلمان معیار -۴

می�شود.

همگرایی فرشه-شوهات، گشتاوری همگرایی قضیۀ� بر بنا -۵

در همگرایی (یا گشتاورها همه در همگرایی و توزیع در

ایران قزوین، خمینی، امام المللی بین دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ١
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١٣٠

بازگشتی معادله� در ریاضی امید می�شود.

an =
∑
i∈N

E(Tn,i)aZn,i + cn (٢)

شکل .cn = E(Cn) و n٠ ≤ n به�طوری�که می�کند صدق

به�صورت معادله استاندارد

an =

n−١∑
j=٠

νn(j)aj + cn (٣)

مجموعه� روی علامت�دار اندازه� یک νn این�جا در است.

بیشتر در است. احتمال اندازۀ یک لزوماً نه و {٠, . . . , n− ١}

مثال�های در هستیم. علاقه�مند n در an مجانبی رفتار به مواقع،

مرتبه� از an ،an → ٠ جایی�که نه استاندارد،

(ثابت) n lnn+ (ثابت) n+ o(n)

مرتبۀ یا

(ثابت) n+ o(n)

است. lnn مرتبه� از یا و

با برهان یک جمله از گوناگونی فن�های و متعدد روش�های

دیفرانسیلی معادلات جبری، معادله� چند و مولد توابع یکحدس،

فرایندهای طریق از احتمالی تفسیر حد، در تفاضلی معادله و

وجود کوشی و دریکله مسئله� از استفاده با مارکف یا تجدید

برخاسته معالات این برای تجدید نظریه از کلّی روش یک دارند.

دارد. وجود [١١] روسلا در الگوریتم�ها تحلیل از

معادله� آن�گاه باشد، داشته n− ١ نقطه� در جرمی تنها νn اگر

an = νn(n− ١)an−١ + cn (۴)

معادلات یا تفاضلی معادلات طریق از یا تکرار (با ساده�تر

شد. خواهد حل حدی) دیفرانسیل

می�شود زده حدس درست کردنِ نرمال کردن): (نرما�ل دوم گام

همگرا W حد یک به Xn از Yn �شده� نرمال نسخه� به�طوری�که

نسخه� به� باشد.

Yn :=
Xn − an

bn

یک برای دقیقی و کلّی قاعده� می�کنیم. توجه bn > ٠ برای

bn انتخاب روش، یک کرد. ارائه نمی�توان bn مناسب انتخاب

از C∗
n �شده نرمال نسخه� به�طوری�که است کوچک ممکن �اندازه� به

می�شود. انجام می�کنند، منعکس

در شد استفاده انقباض روش از آن در که مثال اولین

مرتب�سازی الگوریتم مطالعه� در و روسلا توسط شده نوشته مقاله�

توسط مستقل به��طور روش این کلّی، شکل در .[١١] بود سریع

است. شده داده بهبود [١٠] روشندورف و راشف و [١٢] روسلا

روش�های بر روش �این مطالعه�های از بسیاری در این، از بعد

است. شده داده ترجیح ترکیبیاتی و تحلیلی روش�های و احتمالی

مرکزی حدی قضیۀ� احتمال، نظریۀ کلاسیک موضوع ِیک

وابسته تصادفی متغیرهای از مجموع�هایی از دنباله�هایی برای

دارند. ساده بازگشتی ساختار یک تجمعی دنباله�های این است.

در به�ویژه حالت، این در انقباض فن�های و احتمال متر�های

معرفی مرکزی حدی قضیۀ� اثبات برای احتمال روسی مدرسه�

نظم ویژگی�های مفید، احتمال متر�های مدرسه، این در شده�اند.

(برای است شده مطالعه جدی به�طور آنها بین ارتباط و آنها،

ویژگی�های این کنید). مراجعه [١۵ ،١٠ ،٩] به بیشتر اطلاعات

هستند. مفید کلّی بازگشتی الگوریتم�های تحلیل در نظم

ترتیبی گام�های ٢

که باشد تصادفی متغیرهای از دنباله�ای (Xn)n∈N کنید فرض

توزیعی برابری در ،n ≥ n٠ ،n هر برای

Xn
d
=
∑
i∈N

Tn,iX
(i)
Zn,i

+ Cn (١)

تصادفی متغیرهای و طبیعی عدد یک n٠ عدد می�کند. صدق

مستقل ٠ ≤ j ≤ n − ١ برای X(i)
j ∈ N و (Cn, Zn, Tn)

هستند.

Tn = و Zn = (Zn,١, Zn,٢, . . . ) نمادگذاری از

Zn,i تصادفی متغیرهای می�کنیم. استفاده (Tn,١, Tn,٢, . . . )

می�کنند. اتخاذ {٠, ١, . . . , n− ١} مجموعه� در را خود مقادیر

X
(i)
j توزیع و می�شود داده ٠ ≤ j ≤ n٠ − ١ برای Xj توزیع

تحلیل .X٠ ≡ ٠ می�دهیم قرار همچنین، است. Xj توزیع همان

می�گیرد. صورت زیر ترتیبی گام�های در Xn

محاسبه an := E(Xn) ریاضی امید ریاضی): (امید اول گام
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١٣١ ١۴١٢٩-١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

همه و هستند مستقل i ∈ N برای Wi و (C, T ) این�جا داریم.

معادله حل یک باید W توزیع دارند. را W توزیع همان Wiها

توزیع ثابت، نقطه� معادله� این اوقات، برخی باشد. بالا ثابت نقطه�

معادله این فرمول�بندی به مایل حال، می�کند. مشخص را حدی

یک روی را K عملگر هستیم. عملگر یک و توزیع�ها حسب بر

طریق از �خودش به احتمال اندازه�های از M زیرمجموعه�

K(µ) := L
(∑

i∈N
TiYi + C

)
(۶)

مستقل i ∈ N هر برای Yi و (C, T ) این�جا می�کنیم. تعریف

معادله� از (C, T ) توزیع و هستند، µ توزیع دارای Yiها و هستند

نقطه� یک می�نامیم. حدی عملگر را K عملگر می�آید. حدی

K(ν) = ν شرط در که است ν احتمال اندازه� یک K ثابت

با معادل شرط این می�کند. صدق

W
d
=
∑
i∈N

TiWi + C (٧)

معادله را (٧) معادله� است. ثابت نقطه� یک W توزیع است.

گوییم. ثابت نقطه� یک را آن حل و ثابت نقطه�

اثبات برای ابزاری روش این انقباض): (روش چهارم گام

بحث یک پایه ایده� است؛ W به Yn �شده� نرمال دنباله� همگرایی

برای را Kn نگاشت�های است. توزیع�ها فضای روی انقباض

طریق از M به Mn روی n ≥ n٠ هر

Kn(µ٠, . . . , µn−١) := L
(∑

i∈N
T ∗
n,iY

(i)
Zn,i

+ C∗
n

)
(٨)

برای Y (i)
j متغیرهای و (C∗

n, Zn, T
∗
n) این�جا در کنید. تعریف

را µj توزیع همان Y
(i)
j هستند، مستقل ٠ ≤ j ≤ n و i ∈ N

می�شود. داده بالا به�صورت (C∗
n, Zn, T

∗
n) توزیع و دارد

دنباله یک ،µn١−٠, . . . , µ٠ احتمال اندازه�های از شروع با

به�صورت

µn٠ = Kn٠(µ٠, . . . , µn١−٠),

µn١+٠ = Kn١+٠(µ٠, . . . , µn٠),

...

µn = Kn(µ٠, . . . , µn−١)

هرگاه است Yn توزیع همان µn توزیع می�آید. دست به

باشند. Xn١−٠،. . . ،X٠ توزیع�های µn١−٠،. . . ،µ٠

یک به امکان صورت در و حد یک به زیر در شده تعریف Cn

قابل و باشد متناهی واریانس اگر باشد. همگرا ناتباهیده حد

است. مناسبی گزینه bn =
√

var(Xn)صورت این در محاسبه،

معادله� است. lnn یا و √
n یا n مرتبه� از bn نوعی مثال�های

به�صورت (١) پایه�

Yn
d
=

∑
i∈N

Tn,i

bZn,i

bn
Y

(i)
Zn,i

(۵)

+
∑
i∈N

Tn,iaZn,i − E(Tn,i)aZn,i

bn
+ Cn − E(Cn)

شده نرمال پایه�ای معادله� را معادله� این است. بازنویسی قابل

Cn و Tn,i با (١) معادله� با مشابه ساختاری معادله این گویند.

توسط شده جایگزین

T ∗
n,i := Tn,i

bZn,i

bn
,

C∗
n :=

∑
i∈N

Tn,iaZn,i − E(Tn,i)aZn,i

bn
+ Cn − E(Cn)

دارای Yiها همه که است این (١) معادله� با اصلی اختلاف دارد.

هستند. صفر میانگین

زده حدس Yn Wاز حدی توزیع یک حدی). (توزیع سوم گام

به�عنوان می�تواند حدی توزیع وضعیت�ها، از بسیاری در می�شود.

نقش ثابت نقطه� قضیۀ� �شود. زده Kحدس یکعملگر ثابت نقطه�

می�کند. بازی ریاضی مختلف شاخه�های کاربردهای در مهمی

نظری نتایج از دسته �آن به متریک ثابت نقطه� قضیۀ� اصطلاح

اساسی فضاهای روی هندسی شرایط در که دارد اشاره ثابت نقطه�

لهستانی، ریاضی�دان باناخ دارند. حیاتی نقش نگاشت�ها و

که کرد ثابت انقباضی نگاشت�های مورد در مهم بسیار نتیجه�ای

فنی قضیۀ این می�شود. شناخته باناخ انقباض اصل به�عنوان

مهندسی و ریاضی علوم در گوناگون کاربردی مسائل حل برای

است.

و ∞ به Zn,i ،W به Yn اگر ،(۵) �شده� نرمال معادله� در

معادله� یک آن�گاه باشد، همگرا (C, T ) به (C∗
n, T

∗
n) همچنین

به�صورت حدی

Yn
d
=
∑

T ∗
n,iY

(i)
Zn,i

+ C∗
n

↓ ↓ ↓ ↓

W
d
=
∑
i∈N

Ti Wi + C,
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١٣٢

می�شود توزیع [٠, ١] بازه�ی روی یکنواخت به�طور U این�جا است.

ویژگی�های دارای ℓp متر است. µ توزیع تابع Fµ و

ℓp(aX, aY ) ≤ |a|ℓp(X,Y ),

ℓp

(∑
i

Xi,
∑
i

Yi

)
≤
∑
i

ℓp(Xi, Yi),

ℓp(AX,AY ) ≤ ∥A∥pℓp(X,Y )

مستقل (Xi, Yi) ،i ∈ N هر برای و a ∈ R آن در که است

فضای Mp کنید فرض است. (X,Y ) از مستقل A و هستند

یعنی باشد، متناهی مطلق قدر گشتاورهای با µ توزیع�های ∫همه
|x|pµ(dx) < ∞.

است کامل تفکیک�پذیر متریک فضای یک (Mp, ℓp) فضای

می�کنیم. توجه p = ٢ حالت به ادامه، در .[١]

با احتمال اندازۀ دو µ, v ∈ M٢ کنید فرض [١٠] .١.٣ ∫قضیۀ
xµ(dx) = ٠ =

∫
xv(dx)

صورت، این� در باشند.

ℓ٢(K(µ),K(v)) ≤

√√√√E
(∑

j

T ٢
j

)
ℓ٢(µ, v). (٩)

اساسی نقش است، مشهور انقباض لم به که (٩) نابرابری

ثابت نقطه� قضیۀ� به که زیر قضیۀ� می�کند. بازی انقباض روش در

را ثابت نقطه� معادله� حل یکتایی و وجود است، مشهور باناخ

می�کند. تضمین

یک (E, d) کنید فرض باناخ). ثابت نقطه� (قضیۀ� .٢.٣ قضیۀ

یک K : E 7−→ E کنید فرض باشد. کامل متریک فضای

صورت، این در باشد. k < ١ انقباض ثابت با اکید انقباض

�نقطه� به kn مرتبه� با نمایی به�طور n ∈ N برای Kn(e) دنباله�

است. همگرا e ∈ E هر برای K یکتای ثابت

ℓ٢ متر فضای در زیر بنیادی قضیۀ� به باناخ ثابت نقطه� قضیۀ�

می�شود. منجر

و E(C) = ٠ ،E(C٢) < ∞ کنید فرض .٣.٣ قضیۀ

n ∈ N هر برای Kn(µ) دنباله� صورت، این در .∑i E(T
٢
i ) < ١

d �متر به احتمال اندازه�های از M زیرفضای یک روی

d(X,Y ) := d(L(X),L(Y )) نماد از سادگی (برای کنید توجه

به همگرا و توزیع�ها از دنباله�ای vn کنید فرض می�شود). استفاده

مشابه بازگشتی معادله� یک در vn معمولا �باشد. v معلوم توزیع

فرمول�بندی Ln عملگر یک حسب بر که می�کند صدق µn با

انقباض روش می�نامند. همراه دنباله� را vn دنباله� می�شود.

vn و µn بین اختلاف که است این دادن نشان برای روشی

دنباله� و Ln یک زدن حدس از بعد البته که است همگرا �صفر به

به�توزیع همگرا Yn توزیع که می�کند ثابت این می�افتاد. اتفاق vn
عملگر برای v ثابت نقطه با یکسان vn دنباله� اغلب است. v

متر�های داریم سروکار K خطی عملگر�های با چون است. حدی

دادن نشان برای متر�ها دیگر از بهتر خاصمی�توانند ویژگی�های با

مشخص به�طور گیرند. قرار استفاده مورد انقباض روش اجرای

هستند. دسته این از زُلتارف متر و واسراشتاین متر

واسراشتاین متر ٣

[a, b] بازه روی شده تعریف تابعی f : [a, b] → R کنید فرض

هر برای است. متناهی
∫ b

a
|f(x)|pdx انتگرال به�طوری�که باشد

به�صورت p-نُرم ،p ≥ ١

||f ||p =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) ١

p

نیز [١] مالوس متر که ١ ≤ p < ∞ با ℓp متر می�شود. تعریف

به�صورت می�شود نامیده

ℓp(µ, v) = inf {∥X − Y ∥p}

با X تصادفی متغیرهای همه روی اینفیمم می�شود. تعریف

احتمال فضای روی v توزیع با Y تصادفی متغیرهای و µ توزیع

معمول Lp نرم بیان�کنندۀ ∥·∥p علامت می�شود. گرفته غیراتمی

اینفیمم است. ℓp متر، این برای مرسوم نمادگذاری است.

به�صورت

ℓp(µ, v) = ∥F−١
µ (U)− F−١

v (U)∥p

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 a

nd
is

he
ye

am
ar

i.i
rs

ta
t.i

r 
on

 2
02

4-
05

-0
2 

] 

                             4 / 13

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-755-en.html


١٣٣ ١۴١٢٩-١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

به�وضوح،

E(Yn) = E(YIn) + E(Y ∗
n−١−In) + n− ١

=
١
n

n∑
j=١

E(Yj+١) +
١
n

n∑
j=١

E(Yn−j) + n− ١

= ٢(n+ ١)
n+١∑
h=١

١
h
− ۴(n+ ١) + ٢

= ٢n log n+ n(٢γ − ۴) + ٢ log n+ ٢γ + ١

+O

(
log n

n

)
,

زیرا

Hn =
n∑

h=١

١
h
= log n+ γ − ١

٢n
+O(n−٢),

تصادفی متغیرهای دنباله� حال، است. اویلر ثابت γ آن در که

که می�کنیم ادعا بگیرید. نظر در را Yn − E(Yn)

n

Yn − E(Yn)

n

d→ X,

ثابت نقطه معادله� در X تصادفی متغیر آن در که

X
d
= UX + (١− U)X∗ + b(U) (١٠)

و X∗ ،X و X
d
= X∗ ،U ∼ U(٠, ١) به�طوری�که می�کند صدق

و هستند مستقل U

b(x) = ٢x log x+ ١)٢− x) log(١− x) + ١.

که کنید توجه ادعا این اثبات از قبل

E(X) = E(UX + (١− U)X∗ + b(U))

= ٠

و

var(X) =

∫ ١

٠
b٢(x)dx = ٧− ٢

٣
π٢

این، بر بنا

var(Yn) ∼ n٢var(X) =

(
٧− ٢

٣
π٢
)
n٢.

R روی اندازه�ها فضای M٢معرف کنید فرض ادعا، اثبات برای

متر صورت این در باشد. صفر میانگین و متناهی دوم گشتاور با

به�صورت می�شود داده نشان ℓ٢ با که (L٢ (متر یا واسراشتاین

ℓ٢(µ, v) = inf∥X − Y ∥٢

در K یکتای ثابت �نقطه� به ℓ٢ متر در نمایی به�طور µ ∈ M٠ و

است. همگرا M٠

کنید. مراجعه [١۴] به اثبات.

(Xn)n≥١ کنید فرض بگیرید. نظر در را زیر ساده� مثال

نرمال نسخه� Xn − E(Xn)

sn
و تصادفی متغیرهای از دنباله�ای

نیست. واریانس دقیقاً s٢n که می�شویم یادآور باشد. آن �شده�

به را E(Xn) توانسته�ایم روشی �هر به کنید فرض مشخص به�طور

می�توان آیا است. نشده تعیین Xn واریانس ولی آوریم دست

به�عنوان s٢n عموماً کرد؟ ارائه واریانس برای مناسبی تقریب

مرتبه� دوم توان آن مرتبه� که می�شود پیشنهاد مشخص مقیاسی

می�توان آن�گاه ،E(Xn) ∼ log n اگر مثال برای است. میانگین

[١۴] است واضح انتخاب این دلیل کرد. اختیار sn =
√
log n

که دارد وجود امکان این آیا که است این اصلی پرسش اما .

ثابت نقطه� معادله� یک در که کرد پیدا X چون تصادفی متغیری

واریانس و است صفر آن امید دارد، یکتا جوابی که کند صدق

برای .Xn − E(X)

sn

d−→ X به�طوری�که است محاسبه قابل آن

صورت، این در شود. تعیین X واریانس کنید فرض لحظه یک

var(Xn) ∼ s٢nvar(X).

تعداد مطالعۀ در را انقباض روش �بار اولین [١١] روسلا

برای سریع مرتب�سازی الگوریتم به�وسیله نیاز مورد مقایسه�های

آنها طبیعی ترتیب�های درون عدد n از فهرست یک کردن مرتب

اشاره آن حل چگونگی و مسئله این به� ادامه، در گرفت. به�کار

در شده تعریف متغیر دهیم نشان توانسته�ایم کنید فرض می�شود.

چگونگی از نظر (صرف می�کند صدق زیر هم�توزیعی رابطۀ� در بالا

،n ≥ ٢ هر برای آن):

Yn
d
= YIn + Y ∗

n−١−In + n− ١,

یکنواخت توزیع دارای In و Y٢ = ١ ،Y٠ = Y١ = ٠ آن در که

همچنین، است. {٠, ١, ٢, . . . , n− ١} مجموعه� روی گسسته

هستند. مستقل ١ ≤ j ≤ n برای Y ∗
j و Yj ،In و Yj

d
= Y ∗

j
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١٣۴

نتیجه، در

ℓ٢٢(T (µ), T (ν))

≤ ||UX + (١− U)X∗ − UY − (١− U)Y ∗||٢٢

= (E(U ٢) + E(١− U)٢)E(X − Y )٢

=
٢
٣
E(X − Y )٢,

همه روی اینفیمم گرفتن با .E(U) = ١/٢ و E(U ٢) = ١/٣ زیرا

ممکن، Yهای و X

ℓ٢(T (µ), T (ν)) ≤
√

٢
٣
ℓ٢(µ, ν),

مطلب این دادن نشان بعدی گام می�کند. ثابت را ادعا که

که می�کنیم یادآوری است. همگرا X به واقعاً Xn که است

.Xn
d→ X که دارد دلالت این بر ℓ٢(L(Xn),L(X)) → ٠

L(X) = و باشند مستقل X∗ و X ،νn = L(Xn) کنید فرض

است. T (µ) = µ ثابت نقطه µ آن در که ،L(X∗) = µ

هستند مستقل ١ ≤ j ≤ n − ١ برای که Xj , X
∗
j نسخه�های

با را

var(Xj −X) = ℓ٢٢(νj − µ),

var(X∗
j −X∗) = ℓ٢٢(νj − µ)

و Vx = Xj دهید قرار x ∈
(

j
n ,

j+١
n

]
برای کنید. انتخاب

،X∗
j و Xj از مستقل U برای صورت، این در .V ∗

x = X∗
j

νn = L
(⌈nU⌉ − ١

n
VU +

n− ⌈nU⌉
n

V ∗
١−U + bn(⌈nU⌉)

)
.

همچنین،

sup
٠≤x≤١

|bn(⌈nx⌉)− b(x)| = O
(
logn

n

)
. (١٢)

اینفیمم و است -نرم L٢ معرف ∥·∥٢ آن در که می�شود تعریف

Yها همه و µ = L(X) قانون با X تصادفی متغیرهای همه روی

دنباله ،(M٢, ℓفضای(٢ روی می�شود. گرفته v = L(Y ) قانون با

µ به توزیع در µn اگر تنها و اگر M٢ در همگراست µ به µn

همگرا µ دوم گشتاور به µn دوم گشتاورهای اگر و باشد همگرا

آن�گاه ،Xn =
Yn − E(Yn)

n
دهیم قرار اگر . [١] باشد

(١١)

Xn
d
= XIn

In
n

+X∗
n−١−In

n− ١− In
n

+ bn(In) n ≥ ٢

مستقل X∗
j و Xj ،In و Xj

d
= X∗

j و X٠ = X١ = ٠ آن در که

روی یکنواخت توزیع دارای U =
In
n

که می�کنیم دقت هستند.

به�علاوه، است. (٠, ١) بازه

bn(j) =
n− ١
n

+
١
n
(E(Yj) + E(Yn−١−j)− E(Yn))

= ١+ ٢
j

n
log

j

n
+ ٢
(
١− j

n

)
log

(
١− j

n

)
+O

(
log n

n

)
.

آن�گاه باشد، X � به حدی توزیع یک دارای Xn اگر این، بر بنا

است این دادن نشان گام اولین کند. صدق (١٠) رابطۀ� در باید

فرض است. E(X) = ٠ با یکتا حل یک دارای (١٠) رابطۀ� که

به�صورت شده تعریف نگاشتی ،T : M٢ → M٢ ،T کنید

T (µ) = L(UX + (١− U)X∗ + b(U))

،L(X) = L(X∗) = µ هستند ,∗X,Xمستقل U آن در که باشد

T صورت، این در .U ∼ f(u) = ١, ٠ < u < ١ و

این بر بنا و است ℓ٢ واسراشتاین متر به نسبت انقباض یک

این برای است. T (µ) = µ با µ ∈ M٢ ثابت نقطه یک

،L(X) = L(X∗) = µ این�که و µ, ν ∈ M٢ کنید فرض

مستقل U, Y, Y ∗ و U,X,X∗ به�طوری�که L(Y ) = L(Y ∗) = ν

صورت، این در هستند.

T (µ) = L(UX + (١− U)X∗ + b(U)),

T (ν) = L(UY + (١− U)Y ∗ + b(U)).
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١٣۵ ١۴١٢٩-١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

عبارتششم)، برای مشابه به�طور (و پنجم عبارت برای نهایت در

E
((⌈nU⌉ − ١

n
VU − UX

)
× (bn(⌈nU⌉)− b(U))

)
= O

(
log n

n٢

n∑
j=١

j − ١
n

ℓ٢(vj−١, µ)

)
+O

(
log n

n٢

)
.

،aj = ℓ٢٢(vj , µ) انتخاب با این، بر بنا

an =
٢
n

n∑
j=١

(
j − ١
n

)٢

aj−١

+ O

(
logn

n٢

) n∑
j=١

j − ١
n

√
aj−١ +O

(
(log n)٢

n٢

)
,

،C٢ و C١ مثبت مقادیر برای لذا و

an ≤ ٢
٣

max
٠≤j≤n−١

aj + C١
log n

n
max

٠≤j≤n−١

√
aj + C٢

log٢ n

n٢ .

این، بر بنا .an −→ ٠ که داد نشان می�توان آسانی به

lim
n→∞

ℓ٢(L(Xn),L(X)) = ٠.

کنید. مراجعه [١١] به بیشتر جزئیات برای

L٢ روی انقباض روش ١.٣

روش چندین به می�توان را شد معرفی ٣ بخش در که روشی

دنباله�های از رده یک هدف، این به رسیدن برای داد. تعمیم

L٢ فضای ویژگی�های توسط می�توانند که توزیع�ها از بازگشتی

حالت یک ارائه� به�منظور می�شوند. مشخص�سازی شوند، تحلیل

می�کنیم. توجه Rd در تصادفی بردارهای به کلّی�تر

در (Yn)n≥١ d-بعدی بردارهای از دنباله یک کنید فرض

بازگشتی رابطۀ�

Yn
d
=

K∑
r=١

Ar(n)Y
(r)

I
(n)
r

+ bn, n ≥ n٠. (١٣)

آن در که می�کنند صدق

(Y (١)
n ), . . . , (Y (k)

n )

و

(A١(n), . . . , AK(n), bn, I
(n))

واسراشتاین، متر تعریف بر بنا

ℓ٢٢(vn, µ) ≤ E
(⌈nU⌉

n
VU +

n− ⌈nU⌉
n

V ∗
١−U + bn(⌈nU⌉)

− UX − (١− U)X∗ − b(U)
)

= E
(⌈nU⌉ − ١

n
VU − UX

)٢
+ E

(n− ⌈nU⌉
n

V ∗
١−U − (١− U)X∗

)٢
+ E(bn(⌈nU⌉)− b(U))٢

+ ٢E
((⌈nU⌉ − ١

n
VU − UX

)
× (bn(⌈nU⌉)− b(U))

)
+ ٢E

((n− ⌈nU⌉
n

V ∗
١−U − (١− U)X∗

)
× (bn(⌈nU⌉)− b(U))

)
+ ٢E

((⌈nU⌉ − ١
n

VU − UX
)

×
(n− ⌈nU⌉

n
V ∗
١−U − (١− U)X∗

))
.

طرفی، از

E
(⌈nU⌉ − ١

n
VU − UX

)٢
= E

( n∑
j=١

I(j − ١
n

,
j

n

](U)

(
j − ١
n

Xj−١ − UX

))٢

=
١
n

n∑
j=١

(j − ٢(١

n٢ ℓ٢٢(vj−١, µ)

+O

(
١
n٢

n∑
j=١

j − ١
n

ℓ٢(vj−١, µ)

)
+O

(
١
n٢

)
.

با سوم عبارت بود. خواهد مشابه به�طریق نیز دوم عبارت برای

به�صورت (١٢) رابطۀ� از استفاده

E(bn(⌈nU⌉)− b(U))٢ = O

(
(log n)٢

n٢

)
,

E(Xj) = این�که و استقلال فرض بر بنا می�شود. برآورد

داریم: E(X) = ٠

E
((⌈nU⌉ − ١

n
VU − UX

)
×

(n− ⌈nU⌉
n

V ∗
١−U − (١− U)X∗

))
= O

(
١
n٢

n∑
j=١

j − ١
n

ℓ٢(vj−١, µ)

)
+O

(
١
n٢

)
.
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١٣۶

همه� فضای ثابت، نقطه ویژگی�های بازفرمول�بندی برای

قرار و می�دهیم نشان Md با را Rd روی احتمال� اندازه�های

می�دهیم:

T : Md −→ Md, µ 7−→ L

(
K∑
r=١

A∗
rZ

(r) + b∗

)
, (٢٠)

هستند مستقل Z(K)،. . .،Z(١) و (A∗
١ , . . . , A

∗
K , b∗) آن در که

یک X صورت، این در .L(Z(r)) = µ ،r = ١, . . . ,K برای و

یک L(X) توزیع اگر تنها و اگر است (١٩) ثابت نقطه� حل

باشد. T نگاشت ثابت نقطه�

همه فضای در یکتا ثابت نقاط اغلب (٢٠) نوع از نگاشتی

نقاط همه مجموعه� مشخص�سازی و ندارد احتمال توزیع�های

دقیق�تر مطالعۀ یک به�منظور است. باز و مهم مسئله یک ثابت

می�شوند: تعریف زیر به�صورت Md از زیرمجموعه�هایی

Md
s = {µ ∈ Md :∥ µ ∥s< ∞}, s > ٠ (٢١)

(٢٢)

Msd(M) = {µ ∈ Md
s : E(µ) = M}, s ≥ ١

(٢٣)

Msd(M,C) = {µ ∈ Md
s(M) : cov(µ) = C}, s ≥ ٢

متقارن و مثبت معین ماتریس یک C و M ∈ Rd آن در که

-s بیان�کنندۀ به�ترتیب cov(µ) و E(µ) ،||µ||s و است d × d

کوواریانسیک ماتریس و ریاضی امید مطلق، قدر گشتاور امین

هستند. µ توزیع با تصادفی بردار

M∗ ∈ مناسب زیرفضای یک اعطای روش این هسته�

با (٢٣) تا (٢١) در شده ارائه مجموعه�های از یکی روی Md

انقباض یک M∗ به T قید به�طوری�که است δ کامل متر یک

نقطه� قضیۀ� در شده اشاره معنای به (M∗, δ)متریک فضای روی

موجود ثابت نقطه� یک که می�دهد نشان این است. باناخ ثابت

می�شود. یکتا M∗ در T از L(X)

کمیت�های همگرایی دادن نشان هدف دوم گام در

یعنی است. δ متر در L(X) به L(Xn) بازمقیاسیدۀ

همگرایی یک روی که n → ∞ وقتی δ(L(Xn),L(X)) → ٠

δ اگر می�شود. پایه�ریزی (١٨) در شده بیان ضرایب مناسب

d× تصادفی ماتریس�های AK(n)، . . .،A١(n) هستند، مستقل

صحیح�های از برداری I(n) تصادفی، d-بعدی بردار یک bn ،d

(Y
(K)
n )، . . .،(Y (١)

n ) و {٠, ١, ٢ . . . , n} به متعلق I
(n)
r تصادفی

. . .،Y٠ بردارهای ،n٠ ≥ ١ برای هستند. (Yn) توزیع دارای

تعیینی K ≥ ١ تعداد هستند. آغازین تصادفی بردارهای Yn١−٠،

توسط (١٣) رابطۀ� در (Yn) تصادفی بردار است.

Xn = (Yn −Mn)C
−١/٢
n , (١۴)

معین-مثبت d × d ماتریس یک Cn و Mn ∈ Rd آن در که

Yn اول گشتاور دو اگر می�شود. بازمقیاسیده است، متقارن

امید مرتبه� از به�ترتیب نوعاً Cn و Mn آن�گاه باشند، متناهی

بازگشتی رابطۀ� از هستند. Yn کوواریانس ماتریس و ریاضی

بهبودیافته� بازگشتی رابطۀ� Xn برای (١٣)

Xn
d
=

K∑
r=١

A(n)
r X

(n)

I
(n)
r

+ b(n), n ≥ n٠ (١۵)

با

A(n)
r = C−١/٢

n Ar(n)C
١/٢
I
(n)
r

, (١۶)

bn = C−١/٢
n

(
bn −Mn +

K∑
r=١

Ar(n)MI
(n)
r

)
(١٧)

روش است. (١٣) رابطۀ� مانند استقلال�ها که می�آیند دست به

می�شود. دنبال زیر به�صورت انقباض

می�شود. مشخص�سازی (١۵) Xnتوسط که فرضمی�کنیم

ضرایب همگرایی صورت، این در

A(n)
r

d−→ A∗
r , b(n)

d−→ b∗, (١٨)

دلالت X حد یک به (Xn) کمیت�های توزیع همگرایی برای

ثابت، نقطه� معادله� یک توسط ،L(X) حدی توزیع می�کنند.

قرار با بهبودیافته بازگشتی رابطۀ� از که می�شود مشخص��سازی

می�آید: دست به n → ∞ دادن

X
d
=

K∑
r=١

A∗
rX

(r) + b∗. (١٩)

هستند مستقل X(K)، . . .،X(١) و (A∗
١ , . . . , A

∗
K , b∗) این�جا در

،r = ١, . . . ,K هر برای و

X(r) d
= X.
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صورت، این در شد. معرفی (٢٠) رابطۀ� در که باشد همان T

ثابت برای و است ℓ٢ در پیوسته لیپ�شیتس Md
(٠)٢ به T قید

داریم: lip(T ) لیپ�شیتس

lip(T ) ≤
∥∥∥∥E( K∑

r=١

(A∗
r)

TA∗
r

)∥∥∥∥ ١
٢

op
.

برای ℓ٢ در همگرایی دادن نشان انقباض روش بعدی گام

شرط�های زیر قضیۀ� است. (١۵) در شده ارائه (L(Xn)) دنباله�

جزئیات و برهان برای می�دهد. نشان را موضوع این برای کافی

کنید. مراجعه [٧] در ١.۴ قضیۀ و [١٣] در ١.٣ قضیۀ� به آن

-d تصادفی بردارهای از دنباله�ای (Xn) کنید فرض .۵.٣ قضیۀ

می�کند صدق (٢٠) شرط در که باشد L٢ در انتگرال�پذیر بعدی

A
(n)
r L٢-انتگرال�پذیر و تصادفی d × d ماتریس�های آن در و

b(n) L٢-انتگرال�پذیر تصادفی بردار و ١ ≤ r ≤ K برای

با I(n) = (I
(n)
١ , . . . , I

(n)
K ) تصادفی صحیح� مقادیر بردار و

ℓ ≥ ٠ برای که کنید فرض شدند. معرفی I
(n)
r ∈ {٠, ١, . . . , n}

،r = ١, . . . ,K و

(A
(n)
١ , . . . , A

(n)
K , b(n))

L٢→ (A∗
١ , . . . , A

∗
K , b∗), (٢۴)

E
( K∑

r=١

∥ (A∗
r)

TA∗
r ∥op

)
< ١, (٢۵)

E
(
I{I(n)

r ≤ℓ}∥(A
(n)
r )TA(n)

r ∥op

)
→ ٠, n → ∞. (٢۶)

،n → ∞ وقتی صورت، این در

ℓ٢(L(Xn),L(X)) → ٠,

(٢٠) در شده تعریف T نگاشت ثابت نقطه� L(X) آن در که

است. یکتا Md
(٠)٢ در که است

معرفی ضرایب همگرایی که است معنا بدین (٢۴) شرط

به مجاز این، برای باشد. برقرار L٢ در باید (١٨) در شده

روی (A(n)
١ , . . . , A

(n)
K , b(n)) با مطابق (A∗

١ , . . . , A
∗
K , b∗) قید

که است معنا بدین (٢۴) یعنی هستیم. توأم احتمال فضای

ℓ٢(L(A(n)
١ , . . . , A

(n)
K , b(n)),L(A∗

١ , . . . , A
∗
K , b∗)) → ٠.

انقباض شرط از قوی�تر یِنسون نابرابری بر بنا (٢۵) )E∥∥∥∥شرط K∑
r=١

(A∗
r)

TA∗
r

)∥∥∥∥
op

< ١ (٢٧)

ضعیف همگرایی بر δ در همگرایی که شود انتخاب به�گونه�ای

می�شود. نتیجه توزیع در همگرایی آن�گاه کند، دلالت

مطلب این دادن نشان برای سره یکمتر انتخاب حیاتی نکتۀ

طبیعی، انتخاب یک است. انقباض یک T نگاشت که است

به�صورت که است p > ٠ برای ℓp متر

ℓp(µ, v) := inf{∥ X − Y ∥p;L(X) = µ,L(Y ) = v}

آن در که می�شود تعریف µ, v ∈ Md
p برای

||X||p = (E(||X||p))min{ ١
p ,١},

بیان�کنندۀ ||X|| و X تصادفی بردار یک برای Lp نرم بیان�کنندۀ

خاص حالت یک ℓ٢ واستراشتاین متر است. آن اقلیدسی نُرم

برای (Md
p, ℓp) فضای به�علاوه است. حالت مهم�ترین البته و

فضای p ≥ ١ و M ∈ Rd برای (Md
p(M), ℓp) به�خوبی p > ٠

و ضعیف همگرایی معادل ℓp در همگرایی و است کامل متریک

است. pام مطلق قدر گشتاور همگرایی همچنین

یک روی Y و X بردارهای همیشه µ, v ∈ Md
p برای

ℓ(µ, v) = و L(Y ) = v و L(X) = µ با توأم احتمال فضای

بهینۀ مفصل�های بردارها این به�طوری�که دارند وجود ||X −Y ||p

به ℓp متر ویژگی�های و مطلب این برای می�شوند. نامیده v و µ

کنید. مراجعه [۶]

نُرم (٢٠) نگاشت انقباض ویژگی�های به دست�یابی به�منظور

با را A مربع ماتریس یک عملگر

||A||op = sup
||x||=١

||Ax||

متناهی صورت در را T لیپ�شیتس ثابت و AT با را آن ترانهادۀ و

با بودن

lip(T ) = inf
µ,v∈M∗
µ̸=v

ℓp(T (µ), T (v))

ℓp(µ, v)

�آسانی به لیپ�شیتس ثابت p = ٢ حالت در می�دهیم. نشان

می�شود. برآورد

-L٢ بردار یک (A∗
١ , . . . , A

∗
K , b∗) کنید فرض .۴.٣ لم

یک و A∗
K، . . .،A∗

١ تصادفی d× d ماتریس�های از انتگرال�پذیر

کنید فرض و باشد E(b∗) = ٠ با b∗ تصادفی d-بعدی بردار
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١٣٨

این، بر بنا می�شود.

A∗
١ = U,

A∗
٢ = ١− U,

b∗ = ١+ ٢U logU + ١)٢− U) log(١− U).

برای شوند. بررسی مستقیم به�طور می�توانند ۵.٣ قضیۀ� شرایط

توسط می�تواند لیپ�شیتس ثابت )مثال،
E∥(A∗

١)
٢∥op + E∥(A∗

٢)
٢∥op

)١/٢

=

(
٢
∫ ١

٠
u٢du

)١/٢

=

√
٢
٣

شود. برآورد

برابری�های در (Yn) و (Wn) دنباله� دو کنید فرض حال،

کنند: صدق زیر توزیعی

Wn
d
= W

(١)
In

+ (n+ In)YIn +W
(٢)
n−١−In

+ (In + ١)Yn−In−١

+ ٢I(n)(n− ١− I(n)) + n− ١,

Yn
d
= Y

(١)
In

+ Y
(٢)
n−١−In

+ n− ١.

که است معنا بدان این

d = ٢,

K = ٢,

I
(n)
١ ∼ DU{٠, . . . , n− ١},

I
(n)
٢ = n− ١− I

(n)
١ ,

A
(n)
١ =

١ n− I
(n)
١

٠ ١

 ,

A
(n)
٢ =

١ n− I
(n)
٢

٠ ١

 ,

bn =

٢I(n)١ I
(n)
٢ + n− ١

n− ١

 .

این، بر بنا

E(Wn) = ٢n٢Hn − ۶n٢ + ٨nHn − ١٠n+ ۶Hn

= ٢n٢ log n+ (٢γ − ۶)n٢ + o(n٢).

معمولا که است فنی شرط یک (٢۶) شرط است. ۴.٣ لم در

بررسی مواقع برخی در است. آسان کاربرد در دست�یابی برای

می�گیرد. صورت مستقیم به�طور Xn
d−→ X همگرایی

در (Yn) بازگشتی دنباله�های برای ۵.٣ قضیۀ� کاربرد برای

مقیاس�بندی برای است. ضروری زیر نکات به توجه (١٣)

تعیین به�منظور Mn = E(Yn) انتخاب به مجبور (١۴) در

b(n) چون هستیم. E(b(n)) = ٠ و E(Xn) = ٠ شرط�های

حد یک آوردن دست به نیازمند است Mn کمیت�های شامل

قضیۀ� کاربرد برای که دارد این بر دلالت این هستیم. b(n) برای

در شود. مشخص باید E(Yn) میانگین مجانبی بسط یک ۵.٣

مرتبه� مجانبی بسط در باید cov(Yn) کوواریانس ماتریس مقابل

گشتاور همگرایی بر ℓ٢ در همگرایی چون شود. زده حدس آن اول

مجانبی بسط یک بر خودکار به�طور ۵.٣ قضیۀ� دارد، دلالت دوم

می�کند. دلالت cov(Yn) کوواریانس ماتریس

نظر در را ٣ بخش در روسلا توسط شده ارائه مثال مجدداً

دهید: قرار بگیرید.

d = ١,

K = ٢,

A
(n)
١ = A

(n)
٢ = ١,

I
(n)
١ ∼ DU{٠, . . . , n− ١},

I
(n)
٢ = n− ١− I

(n)
١ ,

bn = n− ١.

یعنی (٠)M٢هستیم. فضای در به�کار مجبور که می�کنیم یادآوری

(١٣) تقلیل به�منظور گشتاور اولین روی اطلاع داشتن به مجبور

داریم: ،١/n توسط کردن نرمال با هستیم. (١۵) به

Xn =
Yn − E(Yn)

n
.

می�رسیم (١١) بازگشتی رابطۀ� به ،٣ قسمت در مشابه بحث با

داده (١٠) توسط X برای حدی معادله� است. (١۵) به�شکل که
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بازگشتی رابطۀ� اگر مثال، برای است. تباهیده

Yn
d
= YIn + bn, n ≥ n٠

تباهیده�ای حدی معادله� به است ممکن کنیم بازمقیاسیده را

اطلاعی هیچ حدی معادله� این برسیم. X
d
= X به�صورت

نیازمند انقباض روش مفهوم و ندارد حدی توزیع خصوص در

است. مواردی چنین برای توسیعی

زُلتارف متر ۴

حل که حدی معادلات از مسائلی نگداشتن بی�پاسخ به�منظور

هستیم. سره زیرفضای یک انتخاب به مجبور ندارند یکتایی

آن�گاه کنیم، Mdکار
s(M) Mdبه�جای

s(M,C) با اگر مثال، برای

X
d
=
∑K

r=١ A
∗
rX

(r) معادله� همچنین و است ثابت کوواریانس

داشت. خواهد یکتا حد یک ∑K
r=١(A

∗
r)

٢ = ١ قید تحت

که می�شود باعث که دیگری متر از استفاده به مجبور به�علاوه،

این هستیم. باشد، داشته زیرفضا روی انقباض یک T نگاشت

متر از آنها شد. بررسی [٨] روشندورف و نینینگر توسط موضوع

به�صورت که Rd در Y و X تصادفی بردارهای روی ξs زُلتارف

ξs(X,Y ) = sup
f∈Fs

|E(f(X)− f(Y ))|

با s = m + α آن در که کردند استفاده می�شود، تعریف

و m ∈ N٠ است، ٠ < α ≤ ١

Fs = {f ∈ Cm(Rd,R) :∥ f (m)(x)−f (m)(y) ∥≤∥ x−y ∥α},

است R به Rd از پیوسته مشتق�پذیر mبار توابع فضای بیانگر

از است. α مرتبۀ از هولدر پیوسته مشتق m-امین به�طوری�که

کوتاه نماد

ξs(L(X),L(Y )) = ξs(X,Y )

همه هرگاه ξs(X,Y ) < ∞ که داریم می�کنیم. استفاده

و باشند برابر Y و X از m، . . .،١ مرتبه�های آمیخته گشتاورهای

به�علاوه باشند. متناهی Y و X مطلق قدر گشتاورهای s-امین

١ < s ≤ ٢ برای (Md
s(M), ξs) ،٠ < s ≤ ١ برای (Md

s , ξs)

با کامل متریک فضاهای ٢ < s ≤ ٣ برای (Md
s(M,C), ξs) و

�شده� نرمال بردار به اگر

Xn =

(
Wn − E(Wn)

n٢ ,
Yn − E(Yn)

n

)
آن�گاه کنیم، توجه

A∗
١ =

(١− U)٢ U(١− U)

٠ ١− U

 ,

A∗
٢ =

(١− U)٢ U(١− U)

٠ ١− U

 ,

b∗ =

۶U(١− U) + ٢U logU + ١)٢− U) log(١− U)

١+ ٢U logU + ١)٢− U) log(١− U)


متغیر می�شود. توزیع [٠, ١] بازۀ روی یکنواخت به�طور U آن در که

جستجوی درخت�های داخلی مسیر طول Yn و وینر Wnشاخص

ببینید). را [٧] جزئیات (برای هستند دودویی

در محدودیت چندین اما است ساده نسبتاً L٢ از استفاده

اگر مثال، برای دارد. وجود آن از استفاده

E
( K∑

r=١

(A∗
r)

٢
)

= ١, (٢٨)

به�ترتیب و (٢٧) شرط یعنی، گرفت. به�کار نمی�توان را L٢ آن�گاه

که دارد وجود فراوانی کاربردهای به�ویژه، نیستند. برقرار (٢۵)

حدی معادله� به

X
d
=

K∑
r=١

A∗
rX

(r) (٢٩)

با
K∑
r=١

(A∗
r)

٢ = ١ (٣٠)

که می�شود نتیجه نرمال توزیع پیچش ویژگی از می�شود. منجر

معادله حل�های N(٠, σ٢) قاعده� با نرمال تصادفی متغیرهای

می�رسد نظر به این، بر بنا هستند. (٣٠) قید تحت (٢٩) حدی

داشته وجود اگر حتی را مرکزی حدی قضیۀ یک نمی�توان که

ندارد یکتا ثابت نقطه� حدی، معادله� چون .[١٠] کرد ثابت باشد

وجود نیز باشد انقباض یک T این�که برای متر یک شک بدون

حدی معادله�های ظهور انقباض، روش دیگر اصلی مشکل ندارد.
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کاظمی رامین انقباض روش معرفی ١۴٠

[١٠] به محاسبه�ای جزئیات برای .σ٢ = E(Y ٢
n ) آن در که

کنید. مراجعه

نتیجه�گیری ۵

بازگشتی روابط تحلیل روش�های مهم�ترین از یکی مقاله، این در

بازگشتی ساختارهای و الگوریتم�ها تحلیل در اغلب که تصادفی

استقلال شریط با را زیر بازگشتی معادله� شد. معرفی می�دهد، رخ

بگیرید: نظر در دلخواه آغازین شرایط و مقاله طول در بیان�شده

Xn
d
= X

(١)
In

+X
(٢)
n−In

+ Tn.

معادله� در که بررسی تحت اصلی متغیر به غیروابسته بخش

می�شود. عوارضنامیده تابع می�شود ظاهر Tn به�صورت بازگشتی

مثال در نیست. وابسته یا است وابسته In به یا عوارض تابع

بخش مثال در و n − ١ با برابر تابع این روسلا توسط حل�شده

تحلیل باشد وابسته In به عوارض تابع اگر است. ١ با برابر ۴

مورد را موضوع این [۵] نینینگر و هوانگ شد. خواهد پیچیده�تر

حوزه�های در گوناگون مثال�های برای داده�اند. قرار دقیق بررسی

ببینید. را [١٠ ،٨ ،۵] مختلف

هستند. C متقارن و معین-مثبت d × d ماتریس و M ∈ Rd

توسط می�تواند T نگاشت لیپ�شیتس ثابت

lip(T ) ≤ E
( k∑

r=١

∥ A∗
r ∥sop

)
آن�گاه ،∑K

r=١(A
∗
r)

٢ = ١ اگر مثال، برای شود. برآورد

T : M١
s(٠, ١) → M١

s(٠, ١)

مستقیم توسیع یک است. ٢ < s ≤ ٣ هر برای انقباض یک

و آمار در بسیاری کاربردهای با زُلتارف متر به ۵.٣ قضیۀ� از

منتهی که دارد وجود مرتبط موضوعات و بازگشتی الگوریتم�های

کار حتی می�شود. کلّی�تر شرایط تحت مرکزی حدی قضایای به

اولین است. امکان�پذیر نیز مناسب باناخ فضای یک در کردن

شرح به گرفت قرار بررسی مورد زُلتارف متر به�کمک که مسئله�ای

و L٠ = L١ = ١ کنید فرض است: زیر

Ln
d
= ١+ L

(١)
In

+ L
(٢)
n−In

,

شرط گذشته همچون .L(١)
k

d
= L

(٢)
k و In ∼ Bin(n, p) آن در که

خاصی، شرایط تحت که شد ثابت است. برقرار استقلال

Yn =
Ln − E(Ln)√

n
→ N(٠, σ٢),
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