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چکیده:
لازم شرط یک است، مقیاس و مکان پارامتر با عمومی نمایی خانوادة یک که تعمیمیافته نرمال توزیع فراخوانی با مقاله این در
است، درستنمایی ماکسیمم برآوردگر یک که مکانی همورداي بسندة آمارة از مکانی ناورداي آمارة یک استقلال براي کافی و

است. صحیح مجانبی حالتهاي در جز به مطلب این عکس که میشود داده نشان پایان در میشود. ارائه
مقیاس. و مکان پارامترهاي نمایی، خانواده باسو، قضیۀ کلیدي: واژههاي

تحت آنگاه باشد، مقیاس پارامتر براي درستنمایی ماکسیمم
است (صفر) یک میانگین با (نرمال) نمایی توزیع نظم شرایط
دادند. تعمیم چندمتغیره حالت در را اخیر حقیقت [13] که
نمونه اندازه براي اگر که دادند نشان نظم شرایط تحت [9]
پارامتر یک براي درستنمایی ماکسیمم برآوردگر n = ۴

لاپلاس توزیع حاصل، توزیع آنگاه شود، نمونه میانه برابر مکان
درستنمایی ماکسیمم برآوردگر وجود شرایط مورد در است.
[3] کروي توزیعهاي ،[4] پارامتري یک گروه خانوادههاي در
شده انجام ارزندهاي تحقیقات [15 ،14] گسسته توزیعهاي و
رجوع شده اشاره منابع به میتوان بیشتر اطمینان براي که است
یک در اگر که میشود داده نشان مقاله این در همچنین کرد.
کلّی صورت از نمونه دو تفاضل ،n = ٢ اندازة به تصادفی نمونۀ
توزیع مکان پارامتر با متناظر درستنمایی ماکسیمم برآوردگر
نرمال توزیع داراي متغیر دو آنگاه باشد، مستقل تعمیمیافته نرمال
نقضی مثال باسو قضیۀ بهکمک پایان در و هستند تعمیمیافته
دست به مجانبی حالتهاي در گزاره این برقراري عدم براي
و مستقل تصادفی متغیر دو از نقض مثال این در میشود. آورده
حالت این عکس داد نشان [6] میشود، استفاده هندسی همتوزیع
کلّی صورت از تصادفی نمونۀ دو تفاضل استقلال و است برقرار
توزیع مکان پارامتر با متناظر درستنمایی ماکسیمم برآوردگر

مقدمه 1
باعث که است آمار مشهور قضیههاي از یکی [1] باسو قضیۀ
شد. استقلال و کمکی آمارههاي بسندگی، بین ارتباط کشف
توأم توزیع محاسبه بدون استقلال وجود قضیه این از استفاده با
(و باسو قضیۀ از خاصی حالات [7] میشود. حاصل آماره دو
کردهاند بیان را خاص چگالی با خانوادههایی در آن) عکس
نتیجه کمکی آمارة و کامل بسندة آمارة استقلال آنها در که
نام به عمومی نمایی خانواده یک ابتدا در مقاله این در میشود.
توزیعهاي بیشتر که میکنیم معرفی را تعمیمیافته نرمال توزیع
وایبل لگنرمال، گاما، دمبریده، نمایی نرمال، نظیر معروفآماري
اساس بر خانواده این در سپس و میگیرد بر در را یکنواخت و
آمارة استقلال براي کافی و لازم شرط یک تصادفی، نمونۀ یک
درستنمایی ماکسیمم یکبرآوردگر که مکانی همورداي بسندة
به (که میشود مطرح مکانی ناورداي دلخواه آمارة هر از است
حالت در و است) آن عکس و باسو قضیۀ از حالت یک نوعی
بهازاي میشود. شامل را [11 ،10] در شده ثابت نتایج خاص
میشود مشاهده تعمیمیافته نرمال توزیع در خاص پارامتر یک
برابر مکان پارامتر براي درستنمایی ماکسیمم برآوردگر که
دارد. مطابقت [13 ،8] نتایج با نتیجه این که است نمونه میانگین
برآوردگر یک نمونه، (دوم) اول گشتاور اگر که داد نشان [16]

ایران کاشان، دانشگاه آمار، علمیگروه هیئت عضو 1
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از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض [7] .3.1 قضیۀ
چگالی تابع با جمعیتی

fθ (x) = Q (θ)M (x) I(a(θ), b(θ)) (x)

است غیرتهی فواصل به متعلق θ نامعلوم پارامتر که بهطوري باشد
و هستند پیوسته b′ و a′ ،1.1 قضیۀ 1 شرط برقراري بر علاوه و
برقرار زیر شرایط از یکی همچنین .sup a (θ) = inf b (θ)

باشد:

برعکس). (یا است یکنوا اکیداً b و ثابت a .1

برعکس). (یا است صعودي اکیداً b و نزولی اکیداً a .2

آمارههاي ترتیب به ،2 یا 1 شرط برقراري صورت در

Z = X(n)

Z∗ = X(١)

یا

Z = max
{
a−١(X(١)), b

−١(X(n))
}

Z∗ = min
{
a−١(X(١)), b

−١(X(n))
}

استقلال براي کافی و لازم شرط استو θ براي کامل بسندة آمارة
باشد. کمکی آمارة U که است آن U آماره از

از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض [7] .4.1 قضیۀ
چگالی تابع با جمعیتی

fθ (x) = Q (θ)M (x) I(a(θ), b(θ))(x)

اعضاي θ = (θ١, θ٢) نامعلوم پارامتر بردار در که بهطوري باشد
1 شرط بر علاوه و هستند غیرتهی بازههاي به متعلق θ٢ و θ١

هستند: برقرار زیر شرط ،1.1 قضیۀ
و باشند پیوسته و یکنوا مؤلفهها از یک هر به نسبت bو a

باشد. غیرتهی (a, b) برد

براي توأم کامل بسندة آمارة Z =
(
X(١), X(n)

صورت( این در
Z و U دلخواه آمارة استقلال براي کافی و لازم شرط و است θ

باشد. کمکی آمارة یک U که است این

داراي متغیرها که میشود حقیقت این به منجر تعمیمیافته نرمال
(و باسو قضیۀ از خاصی حالات به ابتدا در هستند. هندسی توزیع
اثبات بدون قضیهها میشود. اشاره ، [7] شد مطرح آن) عکس
مراجعه [7] به قضایا اثبات مشاهده براي خواننده میشود. ارائه

کند.
از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض [7] .1.1 قضیۀ

چگالی تابع با جمعیتی

fθ (x) = Q (θ)M (x) e
∑q

j=١ Pj(θ)Kj(x)I(a, b)(x) ; q < n

نامعلوم پارامترهاي بردار θ = (θ١, ..., θq) که بهطوري باشد،
است: برقرار زیر بهصورت نظم شرایط و است

است. پیوسته و نامنفی تابعی M .1

هستند. خطی مستقل و پیوسته ها K ′
j .2

Rq زیرمجموعۀ که (P١, ..., Pq) برد و پیوستهاند ها Pj .3
است. غیرتهی q-بعدي فواصل شامل است،

ندارند. بستگی ها θj به b و a .4
آن در که Zj =

∑n
i=١ Kj(Xi) اگر صورت این در

U دلخواه آمارة استقلال براي کافی و لازم شرط ،j = ١, ..., q

یک U است، این Z = (Z١, ..., Zq) توأم کامل بسندة آمارة از
باشد. کمکی آمارة

از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض [7] .2.1 قضیۀ
چگالی تابع با جمعیتی

fθ (x) = Q١ (θ)M١ (x) exp
(∑q

j=١
Pj(θ)Kj (x)

)
; q < n

قضیۀ 3 شرط بر علاوه و θ = (θ١, ..., θq) که بهطوري باشد،
باشد: برقرار نیز زیر نظم شرایط ،1.1

یک هر به نسبت آنها جزئی مشتقات و مستقلاند ها Kj .1
هستند. پیوسته نمونه اجزاي از

باشد. نداشته بستگی پارامتر به fθ دامنۀ .2
توأم کامل بسندة آمارة یک Z = (Z١, ..., Zq) صورت این در
U دلخواه آمارة استقلال براي کافی و لازم شرط و است θ براي

باشد. کمکی آمارة U که است این Z و
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چگالی توابع با (راست) چپ از دمبریده نمایی یا N(θ, σ٢)

fY (y) = ١√
٢πσ٢

exp
{
− ١

٢σ٢ (y − θ)٢} ; y ∈ R γ → ٠,

fY (y) = ١
σ
exp

{
− ١

σ
(y − θ)

}
; y > θ γ → −∞,

fY (y) = ١
σ
exp

{
+ ١

σ
(y − θ)

}
; y < θ γ → +∞

،N(θ, σ٢, نمادهــاي(٠ از بهترتیب سادگی براي و میکند میل
نتیجه در میشود. استفاده N(θ, σ٢,+∞) و N(θ, σ٢,−∞)

و σ٢ > ٠ و θ ∈ R روي را N(θ, σ٢, γ) نماد میتوان
خانواده این کرد. تعریف نیز γ ∈ R∗ = R ∪ {−∞,+∞}

و (σ٢ یا (و θ در یکپارامتري نمایی خانوادة یک توزیعها از
اگر حال هستند. (θ, σ٢) در دوپارامتري نمایی خانوادة یک
باشد، N(θ, σ٢, γ) توزیع از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١

θ براي درستنمایی) ماکسیمم (برآوردگر بسنده آمارة آنگاه
با: است برابر ثابتاند γ و σ٢ پارامترهاي آن در که

Mγ(X١, ..., Xn) =



١
γ ln

( ١
n

∑n
i=١ e

γxi
)
, γ ∈ R− {٠}

X̄, γ = ٠

X(n), γ = +∞

X(١), γ = −∞

تابع این .[4] گوییم γ مرتبه میانگین اصطلاحاً را آن که
از پیوسته و صعودي اکیداً تابع یک نمونه ثابت مقادیر براي
حالت این در که باشند مساوي Xiها همۀ که این مگر است، γ
اندازة به تصادفی نمونۀ یک براي است. ,Mγ(X١اثبات ..., Xn)

براي کامل بسندة آمارة یک وجود عدم یا و وجود ثابت ،n ≥ ٢

نشده حل مسئله یک N(θ, σ٢, γ) خانوادة در θ مکان پارامتر
در (و [8] نتیجه با N(θ, σ٢, ٠) توزیع خاص حالت .[5] است
ماکسیمم برآوردگر اگر اینکه بر مبنی ( [13] چندمتغیره حالت
شود، نمونه میانگین برابر مکان پارامتر یک براي درستنمایی

هستند. منطبق است چندمتغیره) (نرمال نرمال توزیع آنگاه

N(θ, σ٢, γ) توزیع داراي Y تصادفی متغیر اگر .1.2 تذکر
داده نمایش L(θ, σ٢, γ) نماد با X = eY توزیع آنگاه باشد،
حالت در است. مقیاس پارامتر θ توزیع این در که میشود
لگنرمال توزیع L(θ, σ٢, ٠) گاما، توزیع L(θ, σ٢, ١) خاص
L(θ, ١,+∞) و (γ > ٠) وایبل توزیع ،L(θ, ١

σ٢ Ψ
′( ١

γ ), γ)

از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض [7] .5.1 قضیۀ
چگالی تابع با جمعیتی

fθ (x) = Q (θ)M (x) exp

 q∑
j=٣

Pj(θ٣, ...θq)Kj(x)


I(a(θ١,θ٢), b(θ١,θ٢))(x), q < n

پارامتر بردار مختصات از یک هر که بهطوري باشد
تا 1 شرایط است، غیرتهی بازههاي به متعلق θ = (θ١, ..., θq)

،Z١ = X(١) و هستند برقرار 4.1 قضیۀ شرط و 1.1 قضیۀ 4
در .j = ٣, ..., q آن در که Zj =

n∑
i=١

Kj (Xi) و Z٢ = X(n)

براي توأم کامل بسندة آمارة یک Z = (Z١, ..., Zq)صورت این
Z و U دلخواه آمارة استقلال براي کافی و لازم شرط و است θ

باشد. کمکی آمارة یک U که است این

با نمایی خانوادههاي در استقلال 2
مقیاس و مکان پارامترهاي

چگالی تابع با گاما توزیع داراي X تصادفی متغیر کنید فرض

fX(x) =
١

βαΓ(α)
e−x/β xα−١ ; x > ٠ , α, β > ٠

Y = ١
γ ln(X) تصادفی متغیر چگالی تابع صورت این در است.

بهصورت γ ̸= ٠ براي

fY (y) =
|γ|αα

Γ(α)
exp

{
−αeγ(y−θ) + αγ(y − θ)

}
خانواده براي مکان پارامتر θ = ln γ

√
αβ آن در که بود، خواهد

میتوان را Y واریانس و میانگین .[5] است fY (y) چگالی توابع
بهصورت

E(Y ) = θ + ١
γ [Ψ(α)− ln(α)]

V ar(Y ) = σ٢ = ١
γ٢ Ψ

′(α)

مشتق دومین و اولین Ψ′(α) و Ψ(α) آن در که کرد محاسبه
داده نشان N(θ, σ٢, γ) نماد با Y توزیع هستند. ln (Γ(α))

خاص حالت در ،γ ̸= ٠ و σ٢ > ٠ ،θ ∈ R آن در که میشود
به ترتیب به (γ → +∞) γ → −∞ یا γ → ٠ وقتی توزیع این
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همچنین ندارد. بستگی θ پارامتر به و ثابت Wiها توزیع اینجا در
و λ بهازاي هرگاه گویند (مقیاسی) مکانی ناورداي را U آمارة

باشیم: داشته xn, ..., x١ هر

U(λ+ x١, ..., λ+ xn) = U(x١, ..., xn)

(U(λ+ x١, ..., λ+ xn) = U(x١, ..., xn))

λ بهازاي هرگاه گویند (مقیاسی) مکانی همورداي را T آمارة و
باشیم: داشته xn, ..., x١ هر و

U(λ+ x١, ..., λ+ xn) = U(x١, ..., xn) + λ

(U(λx١, ..., λxn) = λU(x١, ..., xn))[12].

مدل براي (مقیاسی) مکانی ناورداي آمارة .[12] .2.2 گزارة
است. کمکی آمارة یک (مقیاسی)، مکانی ناورداي

مقیاس حالت (در میشود ثابت مکان حالت در گزاره اثبات.
وجود Wn, ...,W١ همتوزیع و مستقل متغیرهاي است). مشابه

داریم ،θ یک بهازاي که بهطوري دارند

(X١, ..., Xn)
d
=(W١ + θ, ...,Wn + θ)

گرفت: نتیجه میتوان آن پی در و

U(X١, ..., Xn)
d
= U(W١ + θ, ...,Wn + θ)

= U(W١, ...,Wn) (1)

با است. U آمارة بودن مکانی ناورداي بهدلیل (1) تساوي که
نتیجه در ندارد، بستگی θ پارامتر به Wiها توزیع اینکه به توجه
کمکی آمارة رو این از و نیست θ به وابسته U آماره توزیع

است.

توزیع از تصادفی نمونۀ Xn, ..., Xاگر١ مثال بهعنوان
تصادفی نمونۀ براي اینکه از ،θ > ٠ که باشد U (٠, θ)

که میشود نتیجه θWi
d
=Xi ،U (٠, ١) توزیع از Wn, ...,W١

چون و هستند مقیاس مدل یک از U (٠, θ) توزیعهاي خانواده
آمارة براي

U = X١+...+Xn

X١

هستند. U(٠, θ) یکنواخت توزیع

در مقیاس و مکان پارامترهاي به راجع متنوع تحقیقات
قضیۀ عمومیت براي ایدهاي که شده باعث نمایی خانوادههاي
در میدانیم میشود. اشاره آن به اینجا در که شود پیدا باسو
بسنده آمارة بعد و پارامتر فضاي بعد وقتی نمایی خانوادههاي
در دیگر طرف از .[12] است کامل بسنده، آمارة باشد، یکسان
دو، این از ترکیبی و مقیاس مکان، پارامترهاي با خانوادههاي
اگر نمونه بهعنوان میآیند. دست به راحتی به کمکی آمارههاي
θ مکان پارامتر با توزیعی از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١

Xn−١ −Xn, ..., X١ −X٢ تفاضلهاي توأم توزیع آنگاه باشد،
بسندة آمارة باسو قضیۀ طبق این بر بنا ندارد. بستگی θ پارامتر به
است مستقل Xiها تفاضلهاي از تابعی هر از θ براي T کامل
پارامتر به بستگی Xi نسبتهاي توأم توزیع مشابه بهطور .[2]
مکان- پارامتر به تفاضلها نسبتهاي توأم توزیع و ندارد مقیاس
قضیۀ کاربردهاي عمدهترین این بر بنا ندارد. بستگی مقیاس
پارامترهاي نمایی(با خانوادههاي در یکمتغیره، حالت در باسو
خانوادهها این در زیرا است، مکان-مقیاس) و مقیاس مکان،
نتیجه در و است یکسان بسنده آمارة بعد با پارامتر فضاي بعد
استفاده باسو قضیۀ از میتوان لذا و است کامل بسنده، آمارة
از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ اگر مثال بهعنوان کرد.
از ∑n

i=١ lnXi
٢ آنگاه باشد، L(١, σ٢, ٠) لگنرمال توزیع

باشیم داشته λ هر بهازاي آن در که g(X١, ..., Xn) تابع هر
σ زیرا است، مستقل g(X١, ..., Xn) = g(X١

λ, ..., Xn
λ)

است ذکر شایان است. N(٠, σ٢, توزیع(٠ در مقیاس پارامتر
پارامتر که خانوادههایی در بالا موارد بر علاوه باسو قضیۀ که

میشود. استفاده نیز ندارند مقیاس یا و مکان
میشود. تعریف مقیاسی و مکانی ناوردایی ابتدا مقاله این در
ناورداي مدل یک از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ کنید فرض
همتوزیع و مستقل متغیرهاي هرگاه است (مقیاسی) مکانی
داشته θ یک بهازاي که بهطوري باشند داشته وجود Wn, ...,W١

باشیم:

(X١, ..., Xn)
d
=(W١ + θ, ...,Wn + θ)

((X١, ..., Xn)
d
=(θW١, ..., θWn)).
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قرار با که هستند 5.2 قضیۀ خاص حالت ،4.2 و 3.2 نتایج
حاصل گاما توزیع براي γ = ١ و نرمال توزیع براي γ = ٠ دادن

میشوند.
حقیقی مقادیر برخی براي و مستقل Y و Xاگر [5] .7.2 گزارة
آنگاه باشند، Mγ(X,Yمستقل ) و X−Y تصادفی متغیرهاي γ

هستند. N(θ, σ٢, γ) توزیع داراي دو هر Y و X
براي ولی است صحیح γ ∈ R هر بهازاي 7.2 گزارة
براي نقضی مثال باسو قضیۀ کمک با نمیکند. صدق γ → ±∞

آورده دست به γ → ±∞ حالت در گزاره این برقراري عدم
است. شده

هندسی توزیع با مستقل تصادفی متغیر دو Y و Xاگر .8.2 مثال
بهصورت Y و X توأم احتمال چگالی تابع آنگاه باشند، Ge(θ)

است: زیر

Pθ(X = x, Y = y) =(١ − p)
٢
px+y−٢θ

I{θ,θ+١,...}×{θ,θ+١,...}(x, y).

M−∞(X,Yآمارة ) = min(X,Y ) آنگاه ، γ → −∞ اگر
آمارة از باسو قضیۀ طبق رو این از و است θ براي کامل بسندة
توزیع داراي Y و X که حالی در است؛ مستقل X − Y کمکی
[6] که است ضروري نکته این (ذکر نیست. N(θ, σ٢,−∞)

min(X,Y ) اگر یعنی است، برقرار نیز مطلب عکس داد نشان
هندسی توزیع داراي Y و X آنگاه باشند، مستقل X − Y و

هستند.)

نتیجهگیري 3
عمومی نمایی خانواده یک در باسو قضیۀ بهکمک مقاله این در
استقلال مقیاس، و مکان پارامتر با تعمیمیافته نرمال توزیع یعنی
مورد مکانی ناورداي آمارة یک از مکانی همورداي بسندة آمارة
مکان- و مقیاس حالت در استقلال بررسی گرفت. قرار بررسی
و خانواده این در دیگر تبدیلات گروه تحت همچنین و مقیاس
در کامل بسندة آمارة یک وجود عدم یا و وجود اثبات همچنین
براي را جدیدي مسیر میتواند که است مطالبی از خانواده این

کند. باز علاقهمند محققان

میشود نتیجه
U(λX١, ..., λXn) =

λX١ + ...+ λXn

λX١

= U(X١, ..., Xn)

کمکی آمارة یک 2.2 گزارة طبق و مقیاسی ناورداي U آمارة
بهدستآمده گاما و نرمال توزیع براي را نتایجی [10 ،11] است.

میشوند: نتیجه 1.1 قضیۀ از که است
توزیع از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ اگر [11] .3.2 نتیجه
اگر فقط و اگر هستند، مستقل g(X١, ..., Xn) و X̄ باشد، نرمال

باشیم: داشته λ هر بهازاي
g(X١, ..., Xn)

d
= g(λ+X١, ..., λ+Xn).

توزیع از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ اگر [10] .4.2 نتیجه
اگر فقط و اگر هستند، مستقل g(X١, ..., Xn)و X̄ باشد، گاما

باشیم: داشته λ هر بهازاي
g(X١, ..., Xn)

d
= g(λX١, ..., λXn).

نتایج میتوان 1.1 قضیۀ و باسو قضیۀ از استفاده با راحتی به
خانوادة در و کلّی حالت در را اخیر

P = {N(θ, σ٢, γ) : θ ∈ R , σ٢ > ٠ , γ ∈ R∗}

است. شده اشاره آن به زیر قضیه در که داد تعمیم
توزیع از تصادفی نمونۀ یک Xn, ..., X١ اگر [10] .5.2 قضیۀ
مستقل g(X١, ..., Xn) از Mγ(X١, ..., Xn) باشد، N(θ, σ٢, γ)

باشیم: داشته λ هر بهازاي که اگر تنها و اگر است
g(X١, ..., Xn)

d
= g(λ+X١, ..., λ+Xn).

میشود مشاهده بالا قضیۀ در که همانطور .6.2 تذکر
ناورداي آمارة از Mγ(X١, ..., Xn) مکانی همورداي برآوردگر
بودن مکانی همورداي اثبات است. مستقل g(X١, ..., Xn)

است: واضح زیر تساوي از Mγ(X١, ..., Xn)

Mγ(X١ + c, ..., Xn + c) =



١
γ
ln

( ١
n
ec

∑n
i=١ e

γxi
)

γ ∈ R− {٠}

X̄ + c γ = ٠

X(n) + c γ = +∞

X(١) + c γ = −∞

= Mγ(X١, ..., Xn) + c.

حالتهاي در فقط Mγ(X١, ..., Xn) مشابه بهطور
است. مقیاسی همورداي برآوردگر γ = ٠,±∞
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