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ویژگی�ها ارائه و نمایی خانواده از توزیع چند مقایسه
آنها کاربردهاي و
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چکیده:
آنها ویژگی�هاي سپس می�کنیم. بررسی را نمایی توزیع�هاي از خانواده چند شکست نرخ تابع و احتمال چگالی تابع ابتدا مقاله این در
تابع نمودار به توجه با را توزیع انعطاف�پذیرترین و می�کنیم ارائه را درست�نمایی براورد و گشتاورها واریانس، امیدریاضی، جمله از

می�کنیم. ارائه را آنها از کاربردي مثالهایی نهایت، در و نموده مشخص آنها شکست نرخ تابع و احتمال چگالی
درست�نمایی براورد نمایی�شده، پوآسون-وایبل توزیع پارامتري، سه و دوپارامتري تک�پارامتري، نمایی توزیع کلیدي: واژه�هاي

گشتاورها. ماکسیمم،

تک�پارامتري نمایی توزیع 1.1
احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر
متغیر ،λ > ٠ هر براي f(x) =

∫ x

٠ λe−λx, ٠ < x < ∞

به�صورت آن تجمعی توزیع تابع است. λپارامتر با نمایی تصادفی

F (x) =

∫ x

٠
λe−λtdt = ١ − e−λx, x > ٠ (1)

ضریب واریانس، میانگین، که می�شود ثابت به�سادگی است.
از انحراف میزان اندازه براي (معیاري چولگی ضریب تغییرات،
میزان اندازه براي (معیاري برجستگی ضریب و توزیع) تقارن
تصادفی متغیر این گشتاور مولد تابع و فراوانی) توزیع برجستگی

به�صورت

E(X) =
١
λ
, var(X) =

١
λ٢ , Cv(X) = ١, γ١(X) = ٢,

γ٢(X) = ۶, Mx(t) = (
λ

λ− t
), t < λ. (2)

ضریب به�ترتیب Cv(X) و γ٢(X) ،γ١(X) آن در که است.
براورد است. تغییرات ضریب و برجستگی ضریب چولگی،

است. λ̂ = ١
x̄ برابر λ پارامتر ماکسیمم درست�نمایی

مقدمه 1

بیشترین شاید نمایی توزیع پارامتري، مدل�هاي همه میان در
دارد. مختلف زمینه�هاي در آماري توزیع�هاي میان در را کاربرد
شکست نرخ تابع که است آن توزیع این اهمیت دلایل از یکی
همه بین در �عمر طول مدل اولین مدل، این بعلاوه است. ثابت آن
است. موجود منابع در گسترده به�طور که است آماري مدل�هاي
از یکی که کرده�اند بیان [1] الکین و مارشال که اینست جالب
توزیع�هاي خانواده عمر، توزیع از پارامتري خانواده�هاي مهمترین
که می�شود واقعیت این به منجر اهمیت اندازه این تا است. نمایی
دو بسط�هایی عمر، توزیع�هاي از کاربرد پر رایج خانواده چندین
ابتدا حاضر، مقاله در هستند. نمایی توزیع�هاي از پارامتري سه یا
مسائل بقا، داده�هاي مدل�بندي در که نمایی خانواده از توزیع چند
خواهد ارائه دارند کاربرد فرسودگی مطالعات و اطمینان قابلیت
استفاده با شده ارائه مدل�هاي از تجربی کاربردهایی سپس و شد
می�گردد. ارائه مقاله اهداف� دادن نشان براي واقعی داده�هاي از

ایران طباطبایی، علامه دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 1

2 Matlab
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تابع می�شود. تبدیل نمایی توزیع به EE توزیع این�صورت در
به�صورت به�ترتیب EE توزیع شکست نرخ تابع و احتمال چگالی

g(x) = αλe−λx(١ − ee
−λx

)α−١,

h(x) =
αλe−λx(١ − e−λx)α−١

١ − (١ − e−λx)α
(5)

چگالی تابع نمودارهاي ترتیب به 4 و 3 شکل�هاي در است.
λ = ١ و αمختلف مقادیر براي EE توزیع شکست نرخ و احتمال

است. شده داده نشان

αمختلف مقادیر براي EE توزیع احتمال چگالی تابع .3 شکل
.λ = ١ و

( α > ١ (براي افزایشی می�تواند EE توزیع شکست نرخ تابع
نرخ تابع باشد α = ١ اگر باشد. ( α < ١ (براي کاهشی یا
کردند نشان خاطر [3] کاندو و گوپتا می�شود. ثابت شکست
توزیع شکست نرخ تابع همانند EE توزیع شکست نرخ تابع که
گاما توزیع به�جاي موقعیت�ها از بسیاري در می�تواند و است گاما
توسط اخیر سالهاي در EE توزیع شود. گرفته کار به وایبل و
مثال به�طور است. گرفته قرار توجه مورد محققان از بسیاري
کاندو و گوپتا ،[6] زنگ ،[5] راکاب ،[4] احسن�االله و راکاب
کاندو ،[12 گوپتا[11، و کاندو ،[10] مادي و راکاب [9 و 8 ،7]
و پرادهان ،[15] کاندو و میترا ،[14] سرهان ،[13] همکاران و
همکاران و کنان ،[17] حسینی آل و عبدالحمید ،[16] کاندو
این از تعدادي ،[20] ناداراجا و [19] همکاران و اسلام ،[18]
از خاص حالتی که نمایی توزیع از تعمیمی هستند. نویسنده�ها
[21] حقیقی و ناداراجا توسط اخیراً است وایبل و EE توزیع�هاي

به�صورت آن تجمعی تابع که شد ارائه

G(x) = ١ − exp{١ − (١ + λx)α}, x > ٠ (6)

است.

پارامتر به وابسته تنها نمایی توزیع احتمال چگالی تابع شکل
مقادیر براي چگالی تابع این زیر نمودارهاي در که است λ

است. شده داده نشان متلب2 نرم�افزار محیط در λ مختلف

مقادیر به�ازاي نمایی توزیع احتمال چگالی تابع شکل1.
λ پارامتر مختلف

به�صورت نمایی توزیع شکست نرخ تابع

h(t) =
λe−λt

e−λt
= λ (3)

است.

ثابت تابعی λ = ١ براي نمایی توزیع شکست نرخ شکل2.
است.

پارامتري دو نمایی توزیع 2.1
تابع اگر 3(EE) است پارامتري دو نمایی توزیع داراي X گوییم

به�صورت آن تجمعی توزیع

G(x) = (١ − e−λx)α, t > ٠ (4)

است. مقیاس پارامتر λ > ٠ و شکل پارامتر α > ٠ که باشد.
به�صورت را آن باشد، فوق تجمعی توزیع تابع داراي T اگر
از خاصی حالت EE توزیع می�دهیم. نمایش X ∼ EE(α, λ)

باشد α = ١ اگر .[2] است سه�پارامتري نمایی�شده وایبل توزیع
3 Exponentiated Exponentiatel
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EE پارامتري دو نمایی توزیع شکست نرخ .4 شکل

ψ
′′′ و ψ′′ ،ψ′ و گاماست تابع ψ(.) که می�آیند. دست به

از استفاده با گاماست. تابع سوم تا اول مرتبه مشتقات به�ترتیب
به�صورت X واریانس و میانگین ،(10) رابطه

E(X) = ψ(α+ ١)− ψ(١), V (X) = ψ
′
(١)− ψ

′
(α+ ١)

در آن میانه و دارد α > ١ براي lnα در مد یک تابع این است.
است. −ln(١ − (٠٫ ۵)١/α) نقطه

شکست نرخ و احتمال چگالی تابع نمودارهاي 6 و 5 شکل�هاي در
است. شده داده نشان λ = ١ و αمختلف مقادیر براي توزیع این

αمختلف مقادیر براي NH توزیع احتمال چگالی تابع .5 شکل
λ = ١ و

است. مقیاس پارامتر λ > ٠ و شکل پارامتر α > ٠ که
به�صورت را آن کند، پیروي ناداراجا-حقیقی توزیع از X اگر
توزیع باشد α = ١ که زمانی می�دهیم. نشان X ∼ NH(α, λ)

با متناظر شکست نرخ تابع و چگالی تابع می�شود. حاصل نمایی
به�صورت (6) رابطه

g(x) = αλ(١ + λx)α−١exp{١ − (١ + λx)α},

h(x) =
αλ(١ + λx)α−١exp{١ − (١ + λx)α}

١ − (١ − exp{١ − (١ + λx)α})
t > ٠

(7)
به�صورت λ = ١ براي EE توزیع گشتاور مولد تابع است.

M(t) = Eetx =
Γ(α+ ١)Γ(١ − x)

Γ(α− x+ ١)
(8)

به�صورت X تجمعی مولد تابع |x| < ١ براي است.

K(t) = ln(M(t)) (9)
= ln(Γ(α+ ١)) + ln(Γ(١ − x))− ln(Γ(α− x+ ١))

به�صورت تجمعی گشتاورهاي (9) از استفاده با است.
k١ = ψ(α+ ١)− (١), k٢ = ψ

′
(١)− ψ

′
(α+ ١) (10)

k٣ = ψ
′′
(α+ ١)− ψ

′′
(١), k٣ = ψ

′′′
(١)− ψ

′′′
(α+ ١) (11)
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λ = ١ و α مختلف مقادیر براي NH توزیع شکست نرخ .6 شکل

T تصادفی متغیر اگر آوریم. در (ENH) شده NHنمایی توزیع
T ∼ ENH(α, λ, β)به�صورت را آن باشد ENH توزیع داراي
توزیع باشد β = ١ اگر که است مشخص می�دهیم. نمایش
توزیع باشد α = ١ اگر و می�شود تبدیل NH توزیع به ENH
نمایی توزیع باشد α = β = ١ که زمانی می�آید. �دست به EE
صورت این در باشد T ∼ ENH(α, γ, β) اگر می�شود. حاصل
است؛ K > ٠ و λ∗ = K−١λ که KT ∼ ENH(α, λ∗, β)

است. بسته مقیاسی تبدیلات تحت ENH توزیع کلاسهاي یعنی
فرض می�شود. معرفی ENH توزیع از جدید یکویژگی اکنون
اندازه با تصادفی نمونۀ T١, T٢, ..., Tβ صحیح اعداد و b > ٠ کنید
،X = max{Xi}βi=١ می�کنیم تعریف باشند. NH توزیع از β
چگالی تابع می�شود. ENH توزیع به آن تبدیل به منجر که

به�صورت (6) رابطه با متناظر

f(x) = αβλ
(١ + λx)α−١exp{١ − (١ + λx)α}
[١ − exp{١ − (١ + λx)α}]١−β

α > ٠, β > ٠, x > ٠ (13)

در ENH توزیع احتمال چگالی تابع است.

معادلات حل با λ و α درست�نمایی ماکسیمم براورد
∂L

∂α
=
n

α
+

n∑
i=١

ln(١ + e−λxi) = ٠

∂L

∂λ
=
n

λ
+ (α− ١)

n∑
i=١

xie
−λxi

١ − e−λxi
−

n∑
i=١

xi = ٠

که می�آیند. دست به

α̂(λ) = − n∑n
i=١ ln(١ − e−λxi)

می�آید. دست به مشابه طریق به نیز λ̂

پارامتري سه نمایی توزیع 3.1
تابع رساندن توان به با و بوده ساده نسبتاً توزیع�ها، از خانواده این
می�شود. ساخته β > ٠ اختیاري توان یک به (6) معادله تجمعی

به�صورت شده ایجاد تجمعی تابع

F (x) = [١ − exp{١ − (١ + λx)α}]β x > ٠ (12)

مقیاس پارامتر λ > ٠ و شکل پارامتر β > ٠ و α > ٠ که است.
به�صورت را (12) رابطه در شده ارائه توزیع می�خواهیم هستند.

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 a

nd
is

he
ye

am
ar

i.i
rs

ta
t.i

r 
on

 2
02

5-
06

-0
5 

] 

                             4 / 16

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-422-fa.html


31 42-27 صص ،44 پیاپی شمارة ،1396 زمستان و پاییز دوم، شمارة دوم، و بیست سال آماري، اندیشۀ

در کامل به�طور ENH توزیع که می�کند دلالت این بر S(x)
مورد شده سانسور داده�هاي حضور با عمر طول داده�هاي تحلیل
به�صورت ENH توزیع شکست نرخ تابع می�گیرد. قرار استفاده

h(x) =αβλ(١ + λx)α−١exp{١ − (١ + λx)α}

× [١ − exp{١ − (١ + λx)α}]β−١

١ − [١ − exp{١ − (١ + λx)α}]β
, x > ٠

(14)

نشان 8 شکل در ENH توزیع شکست نرخ تابع شکل است.
است. شده داده

به�صورت ENH توزیع معکوس شکست نرخ

r(x) = αβλ
(١ + λx)α−١exp{١ − (١ + λx)α}

١ − exp{١ − (١ + λx)α}
, x > ٠(15)

که r(x) = βrNH(x) ،x > ٠ براي که کنید دقت است.
بنا است. NH توزیع معکوس شکست نرخ تابع معرف rNH(x)

احتمال ثابت مقدار با برابر rNH(x) به نسبت r(x) مقدار این بر
کنید. دقت زیر قضیه به است. β

β > ١ و α > براي١ ENH توزیع λ > ٠ هر براي .2.1 قضیۀ
داراي β < و١ α < براي١ و افزایشی شکست نرخ تابع داراي
که صورتی در شکست نرخ تابع است. کاهشی شکست نرخ

.[22] است ثابت مقداري باشد، α = β = ١

می�آید. �دست به چگالی تابع شکل از استفاده با نتیجه برهان.
کنید فرض گشتاوري، ویژگی�هاي ارائه براي
به�صورت X گشتاور s-امین باشد. X ∼ ENH(α, λ, β)

سري یک انجام از بعد است. µ′

S = E(Xs) =
∫∞

٠ xsf(x) dx

آن در که µ′

S = βλ−sJs(α, β) داریم محاسبات،

Js(α, β) =

∫ ١

٠
{[١ − log(١ − u)]١/α − ١}suβ−١du (16)

عددي به�طور به�آسانی، انتگرال این دارد. عددي محاسبات به نیاز
می�شود. محاسبه ،MATLAB مانند نرم�افزارهایی از استفاده با
سري�ها از بسته�اي فرم به�صورت می�توانند همچنین T گشتاورهاي
β پارامتر مقدار به وابسته نامتناهی یا متناهی که آیند �دست به
.٠ < e١−(١+λx)α < ١ ،x > ٠ براي که کنید دقت ابتدا هستند.

مختلف مقادیر براي ENH توزیع احتمال چگالی تابع .7 شکل
λ = ١ و β ،α

lim f(x)
x→∞

=


∞ β < ١

αλ β = ١

٠ β > ١

که می�دهد نشان محاسبات lim f(x)
x→∞

= ٠ است. شده داده نشان
d log[f(x)]

dx
=
(α− ١)λ− αλ(١ + λx)α

١ + λx

+
αλ(β − ١)(١ + λx)α−١e١−(١+λx)α

١ − e١−(١+λx)α

باشد. مد داراي است ممکن (13) رابطه احتمال چگالی تابع
رابطه از است چگالی تابع مد همان که x∗ یعنی؛ x مقدار
شکل در که همان�طور می�آید. �دست به [d log[f(x)]

dx ]x=x∗ = ٠

می�شود. دور صفر نقطه از مد β افزایش با است شده داده نشان 7
کنید. دقت زیر قضیه به حال

و α < ١ اگر است محدب ،ENH چگالی تابع .1.1 قضیۀ
.[22] β > ١ و α > ١ اگر است مقعر و β < ١

که دارد آن بر دلالت این . Z = (١+λx)α کنید فرض برهان.
حال .x = (Z

١
α −١)
λ می�دهیم قرار است. Z > ١ ،x > ٠ براي

بازنویسی است، ξ(Z) به�صورت که را Z از ENH چگالی تابع
داریم می�کنیم.

ξ(Z) = f(Z
١
α − ١/λ) = αλβ

z(α−١)/α exp(١ − z)

[١ − exp(١ − z)]١−β
, Z > ١.

می�آید. �دست به log[ξ(Z)] از دوم مشتق از استفاده با زیر نتیجه
d٢log[ξ(Z)]

dz٢ = −
[
(α− ١)
αz٢ +

(β − ١)e١−z

[١ − e١−z]٢

]
.

به�صورت x > ٠ براي بقا تابع
ساده ساختار است. S(x) = ١ − [١ − exp{١ − (١ + λx)α}]β
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λ = ١ و β ،α مختلف مقادیر براي ENH توزیع شکست نرخ .8 شکل

ناکامل گاماي تابع مکمل Γ(α, x) = ∫∞
x
zα−١e−zdz که

بنا می�شود، محاسبه ،MATLAB نرم�افزار از استفاده با که است،
به�صورت X گشتاور s-امین این بر

µ
′

S =βλ−s
∞∑
j=٠

s∑
i=٠

 β − ١

j


 s

i


× (−١)s+j−ie(j+١)

(j + ١)i/α+١ Γ(
i

α
+ ١, j + ١) (21)

(21) رابطه گشتاورهاي β > ٠ صحیح عدد براي می�شود. بیان
به�صورت

µ
′

S =βλ−s

β−١∑
j=٠

s∑
i=٠

 β − ١

j


 s

i


× (−١)s+j−ie(j+١)

(j + ١)i/α+١ Γ(
i

α
+ ١, j + ١) (22)

به�صورت β = ١ براي بالا عبارت به�علاوه می�شوند. بیان

µ
′

S =
e

λs

s∑
i=٠

 s

i

 (−١)s−iΓ(
i

α
+ ١, ١) (23)

ناداراجا توسط آمده �دست به گشتاورهاي با که می�شود. تبدیل
و Ks مرکزي گشتاورهاي دارد. مطابقت [21] حقیقی و
(21) رابطه از �ترتیب به ENH توزیع از µSتجمعی گشتاورهاي

داریم دوجمله�اي سري بسط از استفاده ]با
١ − exp{١ − (١ + λx)α}

]β−١
=

∞∑
j=٠

 β − ١

j

 (−١)jej[١−(١+λx)α]

(17)
بنویسیم می�توانیم رو این از

µ
′

S =αλβ

∫ ∞

٠
xs(١ + λt)α−١

×
∞∑
j=٠

 β − ١

j

 (−١)je(j+١)[١−(١+λx)α]dt (18)

انتگرال�پذیر مطلق به�طور مجموع این درونی کمیت�هاي چون
این بر بنا شوند تعویض می�توانند سیگما و انتگرال هستند،

µ
′

S =αλβ
∞∑
j=٠

 β − ١

j

 (−١)je(j+١)

×
∫ ∞

٠
xs(١ + λx)α−١e−(j+١)(١+λx)αdx (19)

داریم S > ٠ صحیح عدد ∫براي ∞

٠
xs(١ + λx)α−١e−(j+١)(١+λx)αdx =

α−١λ−s−١
s∑

i=٠

 s

i

 (−١)s−١

(j + ١)x/α+١Γ(
i

α
+ ١, j + ١)(20)
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∂l(θ)

∂λ
=
n

λ
+ (α−١)

n∑
i=١

xi(١ + λxi)
−١−α

n∑
i=١

xi(١ + λxi)
α−١

+ α(β − ١)
n∑

i=١

xi(١ + λxi)
α−١e١−(١+λxi)

α

(١ − e١−(١+λxi)α)

∂l(θ)

∂β
=
n

β
+

n∑
i=١

log(١ − e١−(١+λxi)
α

).

استفاده با θ = (α̂, λ̂, β̂)T ماکسیمم درست�نمایی براورد است.
درست�نمایی معادلات همزمان حل از

∂l(θ)

∂α
=
∂l(θ)

∂λ
=
∂l(θ)

∂β
= ٠

ماکسیمم براورد براي بسته فرم به عبارتی می�آیند. �دست به
استفاده با عددي به�طور این بر بنا و نیست موجود درست�نمایی
تسلسلی روش می�شود. محاسبه غیرخطی بهینه�سازي الگوریتم از
�دستآوردن به و درست�نمایی معادلات حل براي رافسون نیوتن-
که داد نشان می�توان می�شود. گرفته کار به عددي به�طور θ̂
براورد آمده، �دست به λ و α براي درست�نمایی معادلات از

به�صورت β درست�نمایی

β̂(α, λ) = − n∑n
i=١ log(١ − e١−(١+λxi)α)

لگاریتم (24) معادله در β̂(α, λ) توسط β جایگزینی با است.
به�صورت λ و α براي را درست�نمایی تابع

lp(α, λ) =nlog(n) + nlog(αλ)

+ (α− ١)
n∑

i=١

log(١ + λxi)−
n∑

i=١

(١ + λxi)
α

−
n∑

i=١

log(١ − e١−(١+λti)
α

)

− nlog[
n∑

i=١

log(١ − e١−(١+λxi)
α

)].

ماکسیمم براوردهاي می�توان همچنین می�آید. �دست به
lp(α, λ) تابع ماکسیمم�سازي از استفاده با را λ و α درست�نمایی
درست�نمایی معادلات آورد. دست به λ و α به نسبت به�ترتیب

می�آیند. �دست به (22 رابطه (یا

µS =
s∑

k=٠

 s

k

 (−١)kµ
′

١µ
′

S−k,

Ks = µ
′

S −
s−١∑
k=١

 s− ١

k − ١

 kkµ
′

S−k,

.K١ = µ
′

١ که
K٣ = µ

′

٣ − ٣µ
′

٢µ
′

١ + ٢µ
′٣
١ ،K٢ = µ

′

٢ − µ
′٢
١ این بر بنا

صورت همین به هم بقیه و K۴ = µ
′

۴ − ۴µ
′

٣µ
′

١ − ٣µ
′٣
٢ و

و سومین از کشیدگی و چولگی بعلاوه می�آیند. دست به
،γ٢ = k۴/k

٢
٢ به�صورت به�ترتیب شده استاندارد مجموع چهارمین

هستند. γ١ = k٣/k
٣/٢
٢

با ENH توزیع نامشخص پارامترهاي براورد بخش این در
فرض می�شوند. ارائه درست�نمایی ماکسیمم روش از استفاده
توزیع از n اندازه با تصادفی نمونه�اي x١, x٢, ..., xn کنید
بردار θ = (α, λ, β)T کنید فرض باشند. ENH(α, λ, β)

نمونۀ یک روي θ براي درست�نمایی تابع لگاریتم باشد. پارامتر
به�صورت تصادفی

l(θ) =n+ nlog(α, λ, β) + (α− ١)
n∑

i=١

log(١ + λxi)

−
n∑

i=١

(١ + λxi)
α

+ (β − ١)
n∑

i=١

log(١ − e١−(١+λxi)
α

) (24)

پارامترهاي درست�نمایی ماکسیمم براوردهاي می�آید. �دست به
درست�نمایی تابع لگاریتم سازي ماکسیمم از استفاده با نامشخص،
درست�نمایی معادلات �دستمی�آیند. به θ به نسبت (24) رابطه در
به پارامترها به نسبت l(θ) از جزئی انحرافات از استفاده با که

به�صورت می�آیند �دست

∂l(θ)

∂α
=
n

α
+

n∑
i=١

log(١ + λxi)−
n∑

i=١

(١ + λxi)
αlog(١ + λxi)

+ (β − ١)
n∑

i=١

(١ + λxi)
αlog(١ + λxi)e

١−(١+λxi)
α

(١ − e١−(١+λxi)α)

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 a

nd
is

he
ye

am
ar

i.i
rs

ta
t.i

r 
on

 2
02

5-
06

-0
5 

] 

                             7 / 16

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-422-fa.html


نانواپیشه عبدالهی آنیتا آنها کاربردهاي و ویژگی�ها ارائه و نمایی خانواده از توزیع چند مقایسه 34

h(y) =

αγββγyγ−١e−(βy)γ (١ − e−(βy)γ))α−١eθ(١−e−(βy)γ )α

eθ − eθ(١−e−(βy)γ )α

(28)

پوآسون- توزیع از مخاطره نرخ و چگالی تابع نمودارهاي هستند.
به�ترتیب (α, γ, θ)مختلف مقادیر و β = براي١ شده نمایی وایبل

شده�اند. ارائه 10 و 9 شکل�هاي در
به را EWP توزیع گشتاور مولد تابع بخش این در حال
و Y ∼ EWP (α, β, γ, θ) که کنید فرض می�آوریم. دست
،i = ١, ٢, ٣, ..., n براي که باشد X(n) = max(X١, ..., XN )

این�صورت در .Xi ∼ EW (α, β, γ)

MY (x) =

∞∑
n=١

p(N = n)Mx(n)(t)

=

∞∑
n=١

p(N = n)

∞∑
k=٠

tk

k!
nαβ−kΓ(

k

γ
+ ١)

×
∞∑
j=٠

(−١)j

 nα− ١

j

 (j + ١)−((k/γ)+١)

=
αθ

(eθ − ١)

∞∑
n=١

∞∑
k=٠

∞∑
j=٠

tk

k!
(−١)j θn−١

(n− ١)!
tkβk

k!

×
∞∑
j=٠

(−١)j

 nα− ١

j

 (j + ١)−((k/γ)+١)Γ(
k

γ
+ ١)

(29)

از صفر حول k-ام مرتبه گشتاور می�توان MY (t) از استفاده با
داریم آورد. دست به را EWP توزیع

E[Y k] =

∞∑
n=١

p(N = n)E[Xk
(n)] (30)

=
αθ

βK(eθ − ١)

∞∑
n=١

θn−١

(n− ١)!
αβ−k

×
∞∑
j=٠

(−١)j

 nα− ١

j

 (j + ١)−((k/γ)+١)Γ(
k

γ
+ ١)

=
αθΓ( k

γ
+ ١)

βK(eθ − ١)

×
∞∑
n=١

∞∑
j=٠

(−١)j

 nα− ١

j

 θn−١

(n− ١)!
(j + ١)−((k/γ)+١)

به�صورت
∂lp(α, λ)

∂α
=
n

α
+

n∑
i=١

log(١ + λxi)

−
n∑

i=١

(١ + λxi)
αlog(١ + λxi)

−
n∑

i=١

(١ + λti)
αlog(١ + λxi)e

١−(١+λxi)
α

(١ − e١−(١+λxi)α)

× [

n∑
i=١

log(١ − e١−(١+λxi)
α

)]−١

−
n∑

i=١

(١ + λxi)
αlog(١ + λxi)e

١−(١+λxi)
α

(١ − e١−(١+λxi)α)

∂lp(α, λ)

∂λ
=
n

λ
+ (α− ١)

n∑
i=١

xi(١ + λxi)
−١

− α
n∑

i=١

xi(١ + λxi)
α−١

− nα

n∑
i=١

xi(١ + λxi)
α−١e١−(١+λxi)

α

(١ − e١−(١+λxi)α)

× [

n∑
i=١

log(١ − e١−(١+λxi)
α

)]−١

− α
n∑

i=١

xi(١ + λxi)
α−١e١−(١+λxi)

α

(١ − e١−(١+λxi)α)

و lp(α, λ) تابع ماکسیمم�سازي از استفاده با λ̂ و α̂ که هستند.
معادلات دستگاه حل با

∂lp(α, λ)

∂α
=
∂lp(α, λ)

∂λ
= ٠

می�آیند. دست به

نمایی�شده وایبل پوآسون- توزیع 4.1
هرگاه است شده نمایی وایبل پوآسون- توزیع داراي Y گوییم

به�صورت آن تجمعی توزیع تابع

F (y) =
eθ(١−e−(βy)γ )α − ١

eθ − ١
(25)

.[22] �دهیم نمایش ،EWP (α, β, γ, θ) به�صورت را آن و باشد
به�صورت EWP توزیع احتمال چگالی تابع

f(y) =
αγββγyγ−١

eθ − ١
e−(βy)γ (١ − e−(βy)γ))α−١

eθ(١−e−(βy)γ )α (26)
از مخاطره نرخ و بقا تابع�هاي هستند. α, β, γ, θ > ٠ که است.

به�صورت به�ترتیب شده نمایی وایبل - پوآسون توزیع

S(y) = ١ − eθ(١−e−(βy)γ )α − ١
eθ − ١

(27)
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(α, γ, θ) از مختلف مقادیر و β = ١ براي EWP توزیع احتمال چگالی تابع .9 شکل

(α, γ, θ) از مختلف مقادیر و β = ١ براي EWP توزیع مخاطره نرخ تابع .10 شکل
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که می�شود ارائه
∂l(n)

∂α
=
n

α
+

n∑
i=١

log(١ − e−(βyi)
γ

)

+ θ

n∑
i=١

log(١ − e−(βyi)
γ

)(١ − e−(βyi)
γ

)α,

∂l(n)

∂β
=
nγ

β
− γβγ−١

n∑
i=١

yγi

+ (α− ١)γβγ−١
n∑

i=١

yγi e
−(βyi)

γ

١ − e−(βyi)γ

+ θγαβγ−١
n∑

i=١

yγi e
−(βyi)

γ

(١ − e−(βyi)
γ

)α−١,

∂l(n)

∂γ
=
n

γ
+ nlogβ +

n∑
i=١

log yi

−
n∑

i=١

(βyi)
γ log(βyi)

+ (α− ١)
n∑

i=١

(βyi)
γ log(βyi)e

−(βyi)
γ

١ − e−(βyi)γ

+ θα
n∑

i=١

(βyi)
γ log(βyi)e

−(βyi)
γ

(١ − e−(βyi)
γ

)α−١,

∂l(n)

∂θ
=
n

θ
+

n∑
i=١

(١ − e−(βyi)
γ

)α − n

١ − e−θ

حل از استفاده با Θ̂ یعنی Θ؛ پارامتر درست�نمایی ماکسیمم براورد
غیرخطی تابع این می�آید. دست به ،un(Θ) = ٠ غیرخطی تابع
آزمون و بازه�اي براورد ارائه براي نیست. بسته�اي فرم داراي
ماتریس داریم. اطلاع ماتریس به نیاز پارامترها، روي فرض

به�صورت ۴ × ۴ شده مشاهده اطلاع

Jn(Θ) = −



Jαα Jαβ Jαγ Jαθ

Jαβ Jββ Jβγ Jβθ

Jαγ Jβγ Jγγ Jγθ

Jαθ Jβθ Jγθ Jθθ


,

با شده�اند. ارائه A پیوست در آن درایه�هاي که است.
ماکسیمم براوردهاي رایج، بزرگنمونه�اي یکتقریب از استفاده
است n۴(٠, Jn(Θ)−به�صورت(١ تقریبا Θ̂ یعنی Θ؛ درست�نمایی
پارامترها براي که شرایطی تحت است. Jn(Θ) = E[In(Θ) که
نیست، برقرار کرانه�ها در اما است برقرار پارامتر فضاي داخل در
است n۴(٠,Kn(Θ)−١) به�صورت √n(Θ̂ − Θ) متقارن توزیع

است. واحد اطلاع ماتریس Kn(Θ) = limn−١
n→∞

Jn(Θ) که

براي دیگري فرمول ،i = n − ١ متغیر تغییر از استفاده با
به�صورت E[Y k]

E[Y k] =
αθΓ( k

γ
+ ١)

βK(eθ − ١)
(31)

×
∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

(−١)j

α(i+ ١−(١

j

θi
i!
(j + ١)−((k/γ)+١)

ترتیب به EWP توزیع واریانس و میانگین می�شود. ارائه
به�صورت

E[Y ]=
αθΓ(( ١

γ
) + ١)

β(eθ − ١)
(32)

×
∞∑
n=١

∞∑
j=٠

(−١)j θn−١

(n− ١)!

nα−١

j

(j + ١)−((١/γ)+١),

V ar[Y ]=
αθΓ(( ٢

γ
) + ١)

β٢(eθ − ١)
(33)

×
∞∑
n=١

∞∑
j=٠

(−١)j θn−١

(n− ١)!

nα−١

j

(j + ١)−((٢/γ)+١)

−E٢(Y ),

j اندیس ،αاز مثبت صحیح مقادیر براي که کنید توجه هستند.
می�شود. متوقف nα− ١ در 33 تا 29 معادله�هاي در

می�شود. ارائه EWP توزیع پارامترهاي براورد بخش، این در
مشاهده مقادیر با تصادفی نمونۀ یک Y١, Y٢, ..., Yn کنید فرض
باشند. θ و α, β, γ پارامترهاي EWPبا توزیع y١, y٢, ..., yn شده
کلّی تابع باشد. پارامتر بردار Θ = (α, β, γ, θ)T کنید فرض

رابطه از درست�نمایی لگاریتم

ln =ln(y; Θ)

=− nlog[eθ − ١] + n[logθ + logα+ logγ + γlogβ]

+ (γ − ١)
n∑

i=١

logyi −
n∑

i=١

(βyi)
γ

+ (α− ١)
n∑

i=١

log(١ − e−(βyi)
γ

)

+ θ
n∑

i=١

(١ − e−(βyi)
γ

)α

به�صورت مربوط، محاسبه�اي تابع می�آید. دست به

un(Θ) =

(
∂ln
∂α

,
∂ln
∂β

,
∂ln
∂γ

,
∂ln
∂θ

)T
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انسان عمر طول دوران شکل11.

است. ثابت شکست نرخ داشتن علت
(در بیماري بهبودي زمان�هاي واقعی، داده�هاي از مجموعه اولین
است خون سرطان داراي بیمار 128 از تصادفی، نمونۀ یک ماه)

.[23]
اکثر حد از تجاوز به مربوط واقعی داده�هاي از مجموعه دومین
در داده 72 که است یوکان قلمرو در ویتون رودخانه آب طغیان
رقم یک تقریب با که می�شود شامل را 1984 تا 1958 سال�هاي

.[24] شده�اند گرد اعشار
نرخ نمودارهاي باره در کیفی اطلاعاتی کاربردها، از بسیاري در
ما مشخص مدل یک انتخاب در می�توانند که دارد وجود شکست
نمودار از استفاده مفید، بسیار آزمون روش یک کنند. یاري را

.[25] است 4(TTT )
نمودار از استفاده با TTT نمودار

T (
r

n
) = [(

n∑
i=١

yi:n) + (n− r)yr:n]/
n∑

i=١

yi:n

yi:n ،i = ١, ..., n و r = ١, ..., n که می�آید دست به r
n برابر در

ثابت، شکست نرخ تابع براي است. نمونه از ترتیبی آماره�هاي
محدب نمودار کاهشی، شکست نرخ براي مورب، قطري نمودار
نرخ تابع اگر است. مقعر نمودار افزایشی، شکست نرخ براي و
است. محدب سپس و مقعر ابتدا نمودار باشد، شکل u شکست
از تجاوز و بیماري بهبود داده�هاي به مربوط TTT نمودارهاي
نمودارهاي که شده�اند داده نشان 12 شکل در طغیان اکثر حد
نرخ تابع یک نشان�دهنده 12(a) شکل در بیماري بهبود داده�هاي
حد از تجاوز براي TTT نمودار که حالی در است u شکست
u شکست نرخ تابع داراي 12(b) شکل در رودخانه طغیان اکثر

است. معکوس شکل

با K(Θ) که است معتبر زمانی تقارنی رفتار این
یعنی شد؛ محاسبه Θ̂ در که نمونه میانگین اطلاع ماتریس
متقارن چندمتغیره توزیع براورد شود. جایگزین n−١Jn(Θ̂)

براي تقریبی اطمینان بازه�هاي ایجاد براي Θ̂ از n۴(٠,Kn(Θ)−١)

می�گیرد. قرار استفاده مورد مخاطره نرخ تابع براي و پارامترها
Θr پارامتر هر براي درصدي ١)١٠٠ − γ) اطمینان بازه یک

به�صورت

ACIr = (Θ̂r − Z r
٢

√
Îrr, Θ̂r + Z r

٢

√
Îrr)

براي In(Θ̂)−١ قطر روي عناصر ،(r, r) زوج ،Îrr که است.
استاندارد نرمال توزیع از ١ − γ

٢ چندك Z r
٢
و r = ١, ٢, ٣, ۴

است.

ارائه توزیع�هاي از تجربی مثال�هاي 2
شده

استفاده با شده ارائه توزیع�هاي از کاربردي مثال�هایی ادامه در
این می�شود. ارائه مقاله هدف�هاي بیان براي واقعی داده�هاي از
در دیگر مدل�هاي به نسبت را توزیع هر انعطاف�پذیري کاربردها
نشان شده ارائه داده�هاي مجموعه براي مثبت داده�هاي مدل�بندي
نرخ داراي انسان�ها زندگی دوره می�دانیم که همان�طور می�دهند.
عمر دوره اولیه، عمر دوره ؛ دوره سه شامل و شکل U مخاطره
طول مفید، عمر دوره در که است پیري دوره و مفید(طبیعی)
U منحنی روي بر را دوره سه این 11 شکل است. ثابت عمر

می�دهد. نشان شکل
به نمایی توزیع طبیعی عمر دوران به برازش براي توزیع بهترین

4 total time on test (TTT)
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طغیان اکثر حد از تجاوز و بیماري بهبود داده�هاي به مربوط TTT نمودارهاي شکل12.

دستگاه 50 خرابی زمان به TTTمربوط نمودار شکل14.

توزیع داده�ها این به برازش براي توزیع مناسب�ترین است.
است. p− value مقدار بالاترین اساس بر EWP

-1393 سال�هاي تورم نرخ به مربوط داده�ها از مجموعه پنجمین
داده TTT نمودار که ،[27] است ایران شهري مناطق در 1342

به�صورت ها

سال�هاي تورم نرخ به مربوط TTT نمودار شکل15.
ایران شهري مناطق در 1393-1342

تابع شکل به توجه با و داده�ها TTT نمودار به توجه با است.

و ENH توزیع دو شکست نرخ تابع نمودار که آن�جا از
این بر بنا است معکوس شکل u و شکل u به�صورت EWP

هستند. مناسب داده�ها از مجموعه این براي نام�برده توزیع دو
بر ENH توزیع داده�ها این به برازش براي توزیع مناسب�ترین

است. p− value مقدار بالاترین اساس
ثبت�شده مقدار 63 داده�هاي به مربوط داده�ها از مجموعه سومین
آزمایشگاه در که سانتی�متري 1.5 فایبرگلاس�هاي مقاومت از

.[26] است است، شده اندازه�گیري انگلستان در ملی فیزیک

به�صورت داده�ها این به مربوط ،TTT نمودار

مقاومت داده�هاي به مربوط TTT نمودار شکل13.
سانتی�متري 1.5 فایبرگلاس�هاي

توزیع داده�ها این به برازش براي توزیع مناسب�ترین است.
است. EWP

دستگاه 50 خرابی زمان به مربوط داده�ها، از مجموعه چهارمین
.[25] است صفر زمان در عمر طول آزمون در
به�صورت داده�ها این به مربوط TTT نمودار
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نرخ تابع که آن�جا از داده�ها، TTT نمودار بررسی با .1
این لذا است ثابت تک�پارامتري نمایی توزیع شکست
شکست نرخ با دادهایی به برازش براي مناسب مدلی توزیع

است. طبیعی عمر دوران مانند ثابت،

شکست نرخ که داده�هایی براي NH و EE توزیع�هاي .2
است. مناسب است، کاهشی گاها و افزایشی آنها

دیگر به نسبت ENH پارامتري سه توزیع خلاصه به�طور .3
واقعی داده�هاي مدل�بندي براي منابع، در موجود مدل�هاي

دارد. کاربرد بسیار مثبت

نرخ تابع که است این EWP توزیع ویژگی�هاي از یکی .4
U افزایشی، کاهشی، هندسی شکل�هاي داراي آن مخاطره
است. آن پارامترهاي مقادیر به توجه با نمایی تک و شکل
داده�هاي از مجموعه دو براي EWP مدل بودن مناسب
پیشنهادي توزیع متعارف�بودن و انعطاف�پذیري واقعی،
تابع شکل�هاي از می�دهد. نشان داده�ها مدل�بندي در را
که می�شویم متوجه احتمال چگالی تابع و شکست نرخ
تحلیل�هاي در مناسبی پیشنهادي مدل می�تواند توزیع این
هیدرولوژیکی، بیولوژیکی، سیستم�هاي اطمینان، قابلیت

باشد. آنها با مرتبط زمینه�هاي و داده�ها مدل�بندي
شده ارائه توزیع�هاي که گفت می�توان کلی، نتیجه به�عنوان
از وسیعی طیف برازش براي انعطاف�پذیري نسبتاً مکانیسم
این امیدواریم و می�کند فراهم مثبت واقعی داده�هاي مجموعه
براي منابع، در دیگر موجود مدل�هاي براي جایگزینی توزیع�ها
بقا، تحلیل ، مهندسی زمینه�هاي در واقعی داده�هاي مدل�بندي
از بسط�هایی و ویژگی چند باشد. غیره و اقتصاد هیدرولوژي،
امیدواریم که است نشده ارائه مقاله این در جمله از توزیع�ها این
ترتیبی، آماره�هاي �گیرند: قرار بررسی مورد آینده تحقیقات در
توزیع ام، L مرتبه گشتاورهاي ترتیبی، آماره گشتاورهاي
تصادفی، ترتیبی آماره�هاي اکسترمم، ترتیبی آماره�هاي از متقارنی
تصادفی، متغیر دو نسبت باقیمانده،توزیع تجمعی آنتروپی
براورد تجربی، بیزي براورد بیزي، براورد موضوعی( براوردهاي
اقل حد از استفاده با براوردهایی واریانس، کمترین با نااریب

و... وزنی) مربعات

شکست نرخ که آن�جا از ،NH و EE توزیع�هاي شکست نرخ
گاها و افزایشی ، مختلف مقادیر به�ازاي NH و EE توزیع�هاي
بهترین داده�ها از مجموعه این براي این بر بنا است کاهشی

هستند. NH و EE توزیع�هاي توزیع�ها،
شکست نرخ به توجه با و شده ارائه مثالهاي به توجه با
و بوده توزیع�ها سایر از انعطاف�پذیرتر EWP توزیع داده�ها،
براي است. واقعی داده�هاي مجموعه براي مناسب�تري مدل
توزیع�ها سایر به نسبت توزیع این بودن مناسب دادن نشان
آماره�هاي از دستگاه 50 خرابی زمان به مربوط داده�هاي براي
زیر جدول در گردید. استفاده اسمیرنوف کلموگروف آزمون
برازش نیکویی آزمون و پارامترها درست�نمایی ماکسیمم براورد
و NH ، ENH توزیع�هاي براي اسمیرنوف کلموگروف-
شده ارائه واقعی داده�هاي از مجموعه این براي ترتیب به ،EWP

است.
چندین احتمال چگالی تابع نمودار و بافت�نگاشت 16 شکل در
رسم داده�ها به برازش براي توزیع بهترین انتخاب جهت توزیع
،EWP مدل است مشخص شکل�ها از که همان�طور است. شده
از مجموعه این روي را بهتري برازش مدل�ها، سایر به نسبت

می�کند. فراهم داده�ها

یافتن جهت توزیع چندین احتمال چگالی تابع مقایسه شکل16.
واقعی داده�هاي به برازش براي توزیع بهترین

پیشنهادات و نتیجه�گیري 3
از عبارتند تحقیق این از به�دست�آمده نتایج کلّی به�طور
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واقعی داده�هاي مجموعه براي برازش نیکویی آزمون و پارامترها ماکسیمم درست�نمایی براورد .1 جدول
مجموعه شده ارائه مدل براوردها (K − s)

α β λ θ γ

ENH ٠٫ ۶٣٧٢ ١٫ ۶٨٨۴ ٠٫ ٣۴۴۴ - - ٠٫ ٧٩٩٣

IV مجموعه NH ٠٫ ٨۴١٣ - ٠٫ ١٠٩۴ - - ٠٫ ۶٨٧۶

EWP ٠٫ ٨۴٨ ٠٫ ۶٣٨ - ٢٫ ٧٨٢ ۵٫ ۴١٢ ٠٫ ۵١٨٠

Jλλ =
−n
λ٢ − (α− ١)

n∑
i=١

t٢i(١ + λti)
−٢

− α(α− ١)
n∑

i=١

t٢i(١ + λti)
α−٢

+ α٢(β − ١)
n∑

i=١

t٢i(١ + λti)
α−٢e١−(١+λti)

α

١ − e١−(١+λti)α

− α٢(β − ١)
n∑

i=١

t٢i(١ + λti)
٢(α−١)e١−(١+λti)

α

[١ − e١−(١+λti)α ]٢

Jαβ =
n∑

i=١

(١ + λti)
αlog(١ + λti)e

١−(١+λti)
α

١ − e١−(١+λti)α

Jλβ =α

n∑
i=١

ti(١ + λti)
α−١e١−(١+λti)

α

١ − e١−(١+λti)α

Jββ =
−n
β٢

A پیوست

Jαα =
−n
α٢ −

n∑
i=١

(١ + λti)
α[log(١ + λti)]

٢

+ (β − ١)
n∑

i=١

(١ + λti)
٢α[log(١ + λti)]

٢e١−(١+λti)
α

[١ − e١−(١+λti)α ]٢

Jαλ =

n∑
i=١

ti(١ + λti)
−١]١ − (١ + λti)

α]

− α

n∑
i=١

ti(١ + λti)
α−١log(١ + λti)

+ (β − ١)
n∑

i=١

ti(١ + λti)
α−١e١−(١+λti)

α

١ − e١−(١+λti)α

× {١ + αlog(١ + λti)} − α(β − ١)

×
n∑

i=١

ti(١ + λti)
٢α−١log(١ + λti)e

١−(١+λti)
α

[١ − e١−(١+λti)α ]٢

B پیوست
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