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چکیده:
خانواده یک براي T آمارة اگر که می�کند بیان قضیه این مختصر به�طور است. کلاسیک آمار در زیبا نتایج از یکی باسو قضیۀ
در باسو قضیه جدید کاربردهاي از یکی هستند. مستقل V و T باشد، کمکی آمارة یک V و باشد بسنده احتمال اندازه�هاي از
قانون از نسخه یک کاربرد این کارگیري به براي قضیه، این بر علاوه است. مشخص آماره�هاي بودن نامتناهی تقسیم�پذیر اثبات
استاندارد نرمال آن�ها از تا دو که تصادفی متغیرهاي از توابعی بزرگ ردة یک باسو قضیۀ از استفاده با است. نیاز مورد گلدي-استیوتل
متغیر دو حاصل�ضرب به�صورت که می�کند فراهم نرمال تصادفی متغیرهاي از نمایش یک دوم نتیجۀ نامتناهی�اند. تقسیم�پذیر هستند،

نیست. دیگري و است نامتناهی تقسیم�پذیر یکی که مستقل�اند تصادفی
مقیاسی. ناورداي تابع مقیاسی، هم�ورداي تابع گلدي-استیوتل، قانون نامتناهی، تقسیم�پذیر توزیع�هاي کلیدي: واژه�هاي

دادند. قرار استفاده مورد سهام مدل�هاي براي را توزیع�ها این
دارایی�هاي ارزش در کاربردهایی به [12] راچف و گامروفسکی
مالی تحقیقات در کرده�اند. اشاره اعتباري یا مالی طویل�المدت
توزیع پارامترهاي کردن برآورد براي روش�هایی اقتصاد، و
زمینه در [2] آراد به می�توان نمونه براي که می�شود بیان پایدار
مضنۀ مدل�هاي زمینه در [24] برورسن و لیو سهام، بازگشت
[1] همکاران و آدلر راستا این در که کرد مراجعه خارجی ارز
توزیع�هاي است. کاربردها این بارة در مفیدي اطلاع حاوي
توزیع�هاي از خانواده�اي یافتن براي اغلب نامتناهی تقسیم�پذیر
حتمی مدل��هاي براي طبیعی انتخاب یک است ممکن که احتمال

دارد. کاربرد باشند

گوییم، نامتناهی تقسیم�پذیر را X تصادفی متغیر .1.1 تعریف
هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي ،n ∈ N هر براي هرگاه
.[31] X d

= X١, . . . , Xn که باشند داشته وجود Xn, . . . , X١

n ∈ N هر به�ازاي X که است آن متغیر، این تسمیۀ وجه
می�شود تقسیم هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیر n مجموع به
نرمال، (مانند پایدار 3 تباهیده، توزیع�هاي داد نشان می��توان .[7]

مقدمه 1

دفینیتی توسط بار اولین براي نامتناهی2 تقسیم�پذیر توزیع�هاي
گسترده�تري به�طور آن از پس و شدند معرفی 1929 سال در [8]
،[19] خین�چین ،[21] کولموگوروف ،[23 ،22] لِوي به�وسیله
تاریخچۀ مورد در .[39] یافتند توسعه [18] ایتو و [10] فلر
مراجعه [14] گندنکو و [25] لوِئو به می�توان توزیع�ها این
[40 ،38 ،37] استیوتل و [11] فیسز مروري مقالات کرد.
باشند. توزیع�ها این به علاقه�مندان براي خوبی مراجع می�توانند
جالبی تعمیم�هاي حاوي که را خاص حالت یک [6] بوندسون
توزیع�هاي [41] کتی و وارد همچنین است. کرده مطرح است،
به�عنوان که کرده�اند، مدل�بندي را نامتناهی تقسیم�پذیر گسستۀ
[30] تاناکا و سایتو به زتا توزیع�هاي براي می�توان نمونه
[42] یاسودا و [28 ،27] والکر و مک�کرودن کرد. مراجعه
بررسی مجرد فضاهاي در را نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي
یعنی آن�ها زیر�ردة و نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي کرده�اند.
اقتصاد مخصوصاً علوم، مختلف شاخه�هاي در پایدار، توزیع�هاي
[29] آفیسر و [26] ماندلبروت دارند. کاربرد مالی ریاضیات و

کاشان دانشگاه آمار 1گروه
2 infinite divisible
3 degenerate
4 extreme value [
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X١ اگر که گرفت نتیجه می�توان 3 و 2 خاصیت به توجه با (مثلا�ً
نامتناهی تقسیم�پذیر هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي X٢ و
توزیع ولی است). نامتناهی تقسیم�پذیر نیز X١ − X٢ باشند،
تقسیم�پذیر ندارد لزومی نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي از آمیخته
(همگرایی حد که می�کند بیان 4 خاصیت همچنین باشد. نامتناهی
خودش نامتناهی، تقسیم�پذیر توزیع�هاي از دنباله یک ضعیف)

است. نامتناهی تقسیم�پذیر
است برابر a نقطۀ در تباهیده توزیع یک مشخصۀ تابع .3.1 مثال
آن در که φ(t) = (φn(t))

n آن پی در و φ(t) = aita با
a.n نقطۀ در تباهیده توزیع یک مشخصۀ تابع φn(t) = eit(a.n)

است.
یعنی ،λ میانگین با پوآسون توزیع مشخصۀ تابع .4.1 مثال
نوشت φ(t) = (φn(t))

n به�صورت می�توان را φ(t) = eλ(e
it−١)

پوآسون توزیع یک مشخصۀ تابع φn(t) = e
λ
n (eit−١) آن در که
است. λ

n میانگین با
خانوادة توصیف براي را زیر قضیۀ [21] کولموگوروف

کرد. ارائه متناهی واریانس با نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي
با توزیع تابع یک که این براي کافی و لازم شرط .5.1 قضیۀ
باشد نامتناهی تقسیم�پذیر ،φ(t) مشخصۀ تابع و متناهی واریانس
،ln φ(t) = iγt +

∫
{eitx − ١ − itx} ١

x٢ dG(x) که است آن
غیرنزولی تابع یک G(x) و ثابت حقیقی عدد یک γ آن در که
.[17] است G(−∞) = ٠ آن در که است کران�دار تغییرات با
و EX = γ ،5.1 قضیۀ در که داد نشان می�توان به�راحتی
و [20] خین�چین ،[23 ،22] لِوي .[18] است V ar X = G(R)

تقسیم�پذیر توزیع�هاي براي کلی حالت در را قضیه این [9] فلر
و گندنکو که دادند تعمیم نیز نامتناهی واریانس با نامتناهی
زمینه این در مطالعه براي مناسبی مرجع [16] کولموگوروف

است.
و γ = µ دادن قرار با N(µ, σ٢) توزیع در .6.1 مثال

داریم: ، G(x) = σ٢I(٠,+∞)(x)

iγt+

∫
{eitx − ١− itx} ١

x٢ dG(x) (1)

= iµt+ lim
u→٠

eitu − ١− itu

u٢ [G(u+)−G(u−)]

= iµt− t٢σ٢

٢

خی�دو)، و نمایی (و گاما 4 غائی، مقادیر لِوي)، و کوشی
دوگانه، نمایی نرمال، لگ هندسی)، (و منفی دوجمله�اي پوآسون،
هستند. نامتناهی تقسیم�پذیر فیشر و استیودنت لجستیک، پارتو،
به�طور و بتا یکنواخت، هندسی، فوق دوجمله�اي، توزیع�هاي
نامتناهی تقسیم�پذیر کران�دار غیر�تباهیده تصادفی متغیرهاي کلی
مستقل، تصادفی متغیرهاي حدي توزیع�هاي ردة همچنین نیستند.
است منطبق نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي از خانواده یک با
راه�گشا می�تواند زیر گزارة موضوع، شدن روشن براي .[15]

باشد.

و اگر است نامتناهی تقسیم�پذیر X تصادفی متغیر .2.1 گزارة
،n→ +∞ وقتی اگر تنها

Xn,١ + · · ·+Xn,kn

d→ X

{Xn,i}kn

i=١ ،n هر براي و limn→+∞ kn = +∞ آن در که
.[15] هم�توزیع�اند و مستقل تصادفی متغیرهاي

باشد، نامتناهی تقسیم�پذیر یکتوزیع مشخصۀ5 تابع φ(t) اگر
قسمی به دارد وجود φn(t) مشخصۀ تابع یک ،n ∈ N هر براي
مشخصه تابع خواص برخی به ذیل در .φ(t) = (φn(t))

n که
می�پردازیم. نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي

توزیع�هاي مشخصۀ توابع از دنباله�اي {φn(t)}n∈N اگر
باشد: نامتناهی تقسیم�پذیر

نیست. صفر نقطه�اي هیچ در φn(t) .1

به�علاوه و است مشخصۀ تابع یک φλ
n ،λ > ٠ هر براي .2

مربوط مشخصۀ توابع |φn|٢ و (φn مختلط (مزدوج φn

a, b ∈ R همچنین نامتناهی�اند. تقسیم�پذیر توزیع�هاي به
.|ln φn(t)| ≤ a+ bt٢ ،t هر براي که دارند وجود

نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع� یک مشخصه تابع φ١(t)φ٢(t) .3
است.

مشخصه تابع φ(t) آن�گاه ،limn→∞ φn(t) = φ(t) اگر .4
است. نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع یک

خطی ترکیب هر داد نشان می�توان 3 خاصیت از استفاده با
توزیع یک مستقل تصادفی متغیرهاي از حقیقی ضرایب با
است نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع یک خود نامتناهی، تقسیم�پذیر

5 characteristic function [
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تصادفی متغیرهاي ،٠ ≤ t١ < · · · < tn هر
مستقل��اند. Xtn −Xtn−١, · · · , Xt٢ −Xt١

هر براي یعنی باشد؛ پیوسته9 تصادفی به��طور فرایند د)
.lims→٠ P (||Xt+s −Xt|| > ε) = ٠ ،ε > ٠

مسیرهاي یعنی باشد؛ مسیر10 خاصیت داراي فرایند هـ)
همه�جا تقریباً�ً و باشند پیوسته راست از t 7→ Xt

نمونه��اي11
باشند. چپ حد داراي

،t ≥ ٠ هر براي باشد، لِوي فرایند یک {Xt}t≥٠ اگر
حرکت نتیجه در است. نامتناهی تقسیم��پذیر Xt تصادفی متغیر
نمو ،s < t هر براي همچنین و پوآسون13 فرایند 12 براونی،
هر با متناظر برعکس، هستند. نامتناهی تقسیم��پذیر Xt − Xs

ساخت. لِوي فرایند یک می��توان نامتناهی تقسیم��پذیر توزیع
و نرمال توزیع با متناظر لِوي فرایند براونی، حرکت نمونه به�عنوان
پوآسون توزیع با متناظر لِوي فرایند پوآسون، فرایند مشابه به�طور

است.

از بزرگی ردة نامتناهی تقسیم��پذیر خاصیت بعد، بخش در
هم��وردا توابع از استفاده با همچنین می��شود. بررسی توزیع��ها
قرار بررسی مورد نرمال تصادفی متغیرهاي از توابعی ناوردا و
به�صورت یا هستند نامتناهی تقسیم��پذیر که گرفت خواهند
یکی که می��شوند تجزیه مستقل تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب

است. نامتناهی تقسیم��پذیر آن��ها از

نامتناهی تقسیم�پذیر نرمال توزیع 5.1 قضیۀ طبق رو این از و
است.

و ١
٢e

−|x| احتمال چگالی تابع با دوگانه نمایی توزیع .7.1 مثال
زیرا: است؛ نامتناهی تقسیم�پذیر ١

١+t٢ مشخصۀ ∫تابع +∞

−∞
{eitx − ١− itx} ١

x٢ |x|e
−|x|dx

=

∫ ٠

−∞
{eitx − ١− itx} ١

−x
exdx

+

∫ +∞

٠
{eitx − ١− itx}١

x
e−xdx

=

∫ +∞

٠
{eitx + e−itx − ١{٢

x
e−xdx

=

∫ +∞

٠

٢(cos tx− ١)
x

e−xdx

= −ln (١ + t٢).

توزیع�هاي ارتباط احتمال، علم در علاقه مورد مباحث از یکی
لِوي فرایند به�ویژه تصادفی6 فرایندهاي با نامتناهی تقسیم�پذیر
[22] لِوي و [8] دفینیتی توسط بار اولین براي لِوي فرایند است.
توزیع�هاي با فرایند این ارتباط مورد در و است شده معرفی
مفید می�توانند [32] ساتو و [5] برتوین نامتناهی، تقسیم�پذیر
ماناي فرایندهاي [3] همکاران و بارندورف-نیلسن باشند.

کرده�اند. بررسی را نامتناهی تقسیم�پذیر

Rd در را خود مقادیر که {Xt}t≥٠ تصادفی فرایند تعریف8.1.
هرگاه: است لِوي فرایند یک می��کند اختیار

همه�جا تقریباً یعنی شود؛ شروع صفر از فرایند الف)
.X٠ = ٠

،s < t هر براي یعنی باشد؛ مانا7 نموهاي داراي فرایند ب)
.Xt −Xs

d
= Xt−s

براي یعنی باشد؛ مستقل8 نموهاي داراي فرایند ج)
6 stochastic processes
7 statinary increments
8 independent increments
9 stochastic continuous
10 path property
11 sample paths
12 brownian motion
13 poisson process
14 independence
15 basu’s theorem [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 a
nd

is
he

ye
am

ar
i.i

rs
ta

t.i
r 

on
 2

02
4-

05
-0

6 
] 

                             3 / 11

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-377-en.html


شمس مهدي ناوردا و هم�وردا توابع از استفاده با نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي مدل�سازي 92

تقسیم��پذیر تشخیص براي می��تواند استیوتل20 گلدي- قانون
باشد. مفید توزیع��ها بودن نامتناهی

با X مثبت تصادفی متغیر استیوتل). گلدي- (قانون 3.2 گزارة
نامتناهی تقسیم��پذیر یکنواست، کامل به�طور که f چگالی تابع

.[38] است

هستند: قانون این پیامدهاي از زیر مهم نتیجۀ دو

با نمایـی توزیع داراي U تصادفـی متغیر می��کنیم فرض .4.2 لم
آن��گاه باشد. U از مستقل W تصادفـی متغیر و باشد 1 میانگین

.[38] است نامتناهی تقسیم��پذیر UW تصادفی متغیر

1 میانگین با نمایی توزیع داراي V تصادفی متغیر اگر .5.2 لم
تجزیه V α = UW به�صورت است، α > ٠ آن در که V α باشد،
W از مستقل و 1 میانگین با نمایی توزیع داراي U که می��شود
نامتناهی تقسیم��پذیر V α ،4.2 لم به توجه با رو این از (و است

.[38] است)

چگالی تابع با پارتو توزیع داراي X می��کنیم فرض .6.2 مثال
کامل به�طور f این�که از باشد. f(x) = α

µ (
µ

x+µ )
α+١ احتمال

تضمین را X بودن نامتناهی تقسیم��پذیر 3.2 گزارة است، یکنوا
با W تصادفـی متغیر انتخاب و 4.2 لم از استفاده با می��کند.
توابع مشابه به�طور رسید. نتیجه این به می��توان نیز گاما توزیع

هستند: نامتناهی تقسیم��پذیر زیر احتمال چگالی

f(x) =
٢ln (|x|)
π٢(x٢ − ١)

,

f(x) =
١

١)٢ + |x|)٢ ,

f(x) =
|x| −

√
٢πe

١
٢x٢ Φ(− ١

|x| )√
٢π|x|٣

,

f(x) =
١−
√

٢π|x|e x٢
٢ Φ(−|x|)√

٢π
,

است. استاندارد نرمال توزیع تابع Φ آن در که

است صورت این به گلدي-استیوتل قانون از تعمیم یک
به�صورت بتوان را X تصادفی متغیر چگالی تابع اگر که
تغییر یکبار g تابع آن در نوشتکه f(x) = ∫ +∞

٠ e−xtg(t)dt

تقسیم�پذیر توزیع�هاي مدل�سازي 2
و هم�وردا توابع از استفاده با نامتناهی

ناوردا
فرضیه��ها آزمون و برآورد نظریۀ مثل آماري مسائل از بسیاري در
قضیۀ از استفاده با داریم. آماره دو استقلال14 اثبات وجود به نیاز
داشتن با شود، محاسبه آماره دو توأم توزیع که این بدون باسو15
باعث قضیه این شود. می ثابت استقلال این وجود لازم، شرایط
استقلال و کمکی17 آماره��هاي 16 بسندگی، بین ارتباط کشف
داشتن بر علاوه باشد کامل18 بسنده��اي، آمارة چنانچه می��شود.
آن بارة در بیشتري اطلاع هیچ پارامتر بارة در لازم اطلاع همه
کمکی آمارة یک با ارتباطی نمی��تواند آماره��اي چنین پس ندارد.
رو این از نیست. پارامتر دربارة اطلاعی هیچ شامل که باشد داشته
می��رسد. نظر به طبیعی کامل بسنده آمارة از کمکی آمارة استقلال

توزیع��هاي خانوادة براي T آمارة اگر باسو). (قضیۀ 1.2 قضیۀ
آمارة و باشد کامل کران��دار به�طور و بسنده P = {Pθ : θ ∈ Θ}

مستقل��اند θ ∈ Θ هر به�ازاي U و T باشد، کمکی آمارة یک U
.[4]

باسو، قضیۀ کاربردهاي از یکی به می��خواهیم بخش این در
قضیه این توسط آماره��ها برخی نامتناهی پذیري تقسیم اثبات یعنی

کنیم. اشاره
تصادفی متغیر یک بودن نامتناهی تقسیم��پذیر تشخیص
که داد نشان [13] گلدي است. مشکل مواقع برخی در مفروض
هستند نامتناهــــی تقسیم��پذیر نمایـــی، توزیع آمیخته��هاي
شان�بهاگ همچنین و [34 ،33] سریهاري و شان�بهاگ .[36 ،31]
دادند. تعمیم گاما توزیع آمیختۀ به را گلدي نتایج [35] همکاران و

و پیوسته هرگاه گوییم یکنوا19 کامل به�طور را تابع تعریف2.2.
علامت��هاي داراي آن متوالی مرتبه��هاي از مشتقات و باشد نزولی

:x ∈ Df هر و n ∈ N هر براي یعنی باشند؛ متفاوت
∂nf(x)

∂xn

∂n+١f(x)

∂xn+١ < ٠.

16 sufficiency
17 ancillary statistics
18 complete sufficient statistic
19 completely monotone
20 Goldie-Steutel Law [
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که به�طوري ،g(Z١, Z٢) = TW می��دهیم قرار اثبات.

T =
Z٢

١ + Z٢
٢

٢
,

W =
٢g(Z١, Z٢)

Z٢
١ + Z٢

٢
.

آن مشخصۀ تابع است، کمکی W آمارة دهیم نشان که این براي
دهیم: می تشکیل را

φW (t) = E(eitW )

= E

[
exp

(
it

٢g(Z١, Z٢)

Z٢
١ + Z٢

٢

)]

=

∫ +∞

−∞

∫ z٢

−∞

١
٢πσ٢ e

it
٢g(z١,z٢)

z٢
١+z٢

٢ e
−
(

z٢
١+z٢

٢
٢σ٢

)
dz١dz٢

=

∫ +∞

−∞

∫ z٢

−∞

١
٢π

e

٢it
σ٢

g(σz١.σ, σz٢.σ)

(z١.σ)٢ + (z٢.σ)٢

e
−

١
٢

[(z١

σ

)٢

+

(z٢

σ

)٢
]
d
(z١

σ

)
d
(z٢

σ

)
=

∫ +∞

−∞

∫ y

−∞

١
٢π

e

٢it
σ٢

g(σx, σy)

x٢ + y٢
e−

١
٢ (x

٢+y٢)dxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ y

−∞

١
٢π

e
٢it

g(x, y)

x٢ + y٢
e−

١
٢ (x

٢+y٢)dxdy

(یعنی g تابع بودن مقیاسی هم��ورداي از آخر تساوي در که
و φW (t) این�که از کردیم. استفاده (g(σx, σy) = σ٢g(x, y)

کمکی می��توان ندارد، بستگی σ٢ پارامتر به W توزیع آن پی در
قضیه کارگیري به با بنابراین کرد. تضمین را W آمارة بودن
توزیع��هاي خانوادة براي که T آمارة از W کمکی آمارة باسو
مستقل است، کامل بسنده آمارة یک {N(٠, σ٢) : σ٢ > ٠}

هم از T و W تصادفی متغیرهاي ،σ = ١ براي رو این از است.
لم است، 1 میانگین با نمایی توزیع داراي T این�که از مستقل��اند.
نمایی توزیع داراي U آن در که ،T k = UV می��دهد نتیجه 5.2
،4.2 لم به��کارگیري با است. مستقل V از و است 1 میانگین با

gk(Z١, Z٢)h(Z٣, . . . , Zn) = T kW kh(Z٣, . . . , Zn)

= UVW kh(Z٣, . . . , Zn)

و U مستقل تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب به�صورت (که
با نمایی توزیع داراي U و شده تجزیه VW kh(Z٣, . . . , Zn)

است. نامتناهی تقسیم��پذیر است) 1 میانگین

همچنین است. نامتناهی تقسیم��پذیر X آن��گاه می��دهد، علامت
تابع با X > ٠ تصادفـی متغیر که این براي کافی و لازم شرط
غیرصعودي تابع که است آن باشد نامتناهی تقسیم��پذیر f چگالی
داشته وجود ∫ +∞

١ u−١dτ(u) < +∞ شرط با [٠,+∞] روي τ

بررسی .[38] f(x) = x−١ ∫ x

٠ f(x−u)dτ(u) که قسمی به باشد
زیر گزارة رو این از و است مشکل گزارة این برقراري شرایط

می��شود. پیشنهاد

تابع داراي X مثبت تصادفی متغیر می��کنیم فرض .7.2 گزارة
باشد. پیوسته دوم مرتبۀ مشتق��پذیر و نزولی اکیداً مثبت چگالی
هر براي هرگاه است نامتناهی تقسیم��پذیر X صورت این در

:٠ < y ≤ x

f ′(y)

f(y)
≤ ١

x
+

f ′′(x)

f ′(x)
.

چگالی تابع که کرد بررسی می��توان به�راحتی نمونه به�عنوان
این بنابراین می��کند. صدق 7.2 گزارة نامساوي در نمایی توزیع

است. نامتناهی تقسیم��پذیر توزیع

مقیاسی22 هم��ورداي یا همگن21 را g n-متغیرة تابع .8.2 تعریف
هر براي هرگاه گوییم مقیاسی23 ناورداي را h تابع و

،c > ٠ هر و x١, · · · , xn ∈ R

g(cx١, · · · , cxn) = cng(x١, · · · , xn),

h(cx١, · · · , cxn) = h(x١, · · · , xn).

اول، قضیۀ در می��پردازیم. مقاله اصلی نتیجۀ دو به اکنون
با متناظر آماره��ها از بزرگ ردة یک بودن نامتناهی تقسیم��پذیر
هستند مستقل استاندارد نرمال آن��ها از تا دو که تصادفی متغیرهاي

می��شود. مطرح

مستقل تصادفی متغیرهاي Z٢ و Z١ می��کنیم فرض .9.2 قضیۀ
Z٣, . . . , Zn تصادفی متغیرهاي و باشند N(٠, ١) هم��توزیع و
و (Z١, Z٢)

T تصادفی بردارهاي که شوند انتخاب به�گونه��اي
دومتغیرة تابع یک g همچنین و باشند مستقل (Z٣, . . . , Zn)

T

هر و k ∈ N هر براي صورت این در باشد. مقیاسی هم��ورداي
تقسیم��پذیر gk(Z١, Z٢)h(Z٣, . . . , Zn) ،h اندازه��پذیر دلخواه تابع

است. نامتناهی
21 homogeneous
22 scale equivariant
23 scale invariant [
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تصادفی نمونۀ یک X١, X٢, X٣ می��کنیم فرض .12.2 مثال
می��کنیم: اختیار باشد. N(٠, ١) ازتوزیع

g(a) = a,

h(a, b) = a± b.

بر نیز یک��متغیره همگن توابع براي 9.2 قضیۀ مشابه، به�طور
تصادفی متغیر بنابراین است. قرار

g(X٢)h(X١, X٣) = X١X٢ ±X٢X٣

است. نامتناهی تقسیم��پذیر

نرمال تصادفی متغیرهاي از توابعی مورد در مقاله دوم نتیجۀ
غیرتباهیده تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب به�صورت که است
نامتناهی تقسیم��پذیر آن��ها از یکی که می��شوند، نوشته مستقل

ندارد. را خاصیت این دیگري و است

از تصادفی نمونۀ یک X١, . . . , Xn می��کنیم فرض .13.2 قضیۀ
توابع و g مقیاسی هم��ورداي n-متغیرة تابع باشد. N(٠, ١) توزیع
می�گیریم. نظر در i = ١, . . . , n هر براي را hi مقیاسی ناورداي
متغیر باشد، X = (X١, . . . , Xn)

T بردار اقلیدسی نُرم ||X|| اگر
تصادفی

k(X١, . . . , Xn) =g(||X||h١(X١, . . . , Xn), (2)
. . . , ||X||hn(X١, . . . , Xn))

Y که می��شود، تجزیه k(X١, . . . , Xn) = Y Z به�صورت
همچنین و ندارد را خاصیت این Z و است نامتناهی تقسیم��پذیر

است. مستقل Z از Y

،g تابع بودن مقیاسی هم��ورداي خاصیت به توجه با اثبات.

k(X١, . . . , Xn) =g(||X||h١(X١, . . . , Xn),

. . . , ||X||hn(X١, . . . , Xn))

=||X||ng(h١(X١, . . . , Xn),

. . . , hn(X١, . . . , Xn)).

حقیقی اعداد ضربی گروه که این به توجه با
به�صورت تصادفی متغیر بُرد فضاي روي مثبت
Z = مقیاسی ناورداي آمارة می��کند، عمل انتقالی

تصادفی نمونۀ یک Z١, . . . , Zn می��کنیم فرض .10.2 مثال
می��کنیم: اختیار باشد. N(٠, ١) ازتوزیع

g(a١, a٢) = a١a٢,

h١(a٣, . . . , an) =
n∏

i=٣

ai,

h٢(a٣, . . . , an) =
a٣ . . . ak

ak+١ . . . an
, n ≥ ٣ , ٢ ≤ k ≤ n− ١.

آماره��هاي 9.2 قضیۀ طبق حالت، این در
g(Z١, Z٢)h١(Z٣, . . . , Zn) = Z١Z٢ . . . Zn,

g(Z١, Z٢)h٢(Z٣, . . . , Zn) =
Z١Z٢ . . . Zk

Zk+١ . . . Zn

هستند. نامتناهی تقسیم��پذیر
از تصادفی نمونۀ یک Xn, . . . , X١ می��کنیم فرض .11.2 مثال
متغیرهاي صورت این در باشد. C(٠, ١) استاندارد کوشی توزیع
دارند وجود استاندارد نرمال توزیع با Zn, . . . , Z١ مستقل تصادفی

داریم: i = ١, . . . , n هر به�ازاي که به�طوري
Xi =

Z٢i−١

Z٢i
.

کنیم: اختیار اگر حال
g(a١, a٣) = a١a٣,

h١(a٢, a۴, · · · , an) =
a۵ · · · a٢n−١

a٢a۴ · · · a٢n
,

h٢(a٣, · · · , an) =
a۵ · · · a٢k−١a٢k+٢ · · · a٢n

a٢a۴ · · · a٢ka٢k+١ · · · a٢n−١
;

∀n ≥ ٣, ٢ ≤ k ≤ n− ١

آماره��هاي 9.2 قضیۀ طبق
g(Z١, Z٣)h١(Z٢, Z۴, . . . , Z٢n) =

Z١Z٣Z۵ . . . Z٢n−١

Z٢Z۴ . . . Z٢n

=
Z١

Z٢

Z٣

Z۴
. . .

Z٢n−١

Z٢n

= X١ . . . Xn

و
g(Z١, Z٣)h٢(Z٢, Z۴, . . . , Z٢n)

=
Z١Z٣ . . . Z٢k−١Z٢k+٢ . . . Z٢n

Z٢Z۴ . . . Z٢kZ٢k+١ . . . Z٢n−١

=

Z١

Z٢

Z٣

Z۴
. . .

Z٢k−١

Z٢k
Z٢k+١

Z٢k+٢
. . .

Z٢n−١

Z٢n

=
X١ . . . Xk

Xk+١ . . . Xn

هستند. نامتناهی ] تقسیم��پذیر
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ب)

hi(x١, . . . , xn) =
xn
i

||x||n
, i = ١, . . . , n,

g٢(x١, . . . , xn) =

n∑
i=١

xn
i

رو این از و

k(X١, . . . , Xn) =

n∑
i=١

(||X||hi(X١, . . . , Xn))
n

= ||X||n
n∑

i=١

Xn
i

||X||n
=

n∑
i=١

Xn
i .

ج)

hi(x١, . . . , xn) =


xi

xi+١
, i = ١, . . . , n− ١

xn

x١
, i = n

g٣(x١, . . . , xn) =
n∏

i=١

xi

بنابراین و

k(X١, . . . , Xn) =
n∏

i=١

(||X||hi(X١, . . . , Xn))

= ||X||n
(

n−١∏
i=١

Xi

Xi+١

)
Xn

X١
=

(
n∑

i=١

X٢
i

)n

٢
.

د)

hj(x١, . . . , xn) =
x٢
j∑n

i=١ x
٢
i

, j = ١, . . . , n,

g۴(x١, . . . , xn) =
n∏

i=١

xi

لذا و

k(X١, . . . , Xn) =
n∏

j=١

(||X||hj(X١, . . . , Xn))

= ||X||n
n∏

j=١

X٢
j∑n

i=١ X
٢
i

=

(
n∑

i=١

X٢
i

)n
٢ ∏n

j=١ X
٢
j(∑n

i=١ X
٢
i

)n
=

∏n
j=١ X

٢
j(∑n

i=١ X
٢
i

)n
٢
.

هـ)
hj(x١, . . . , xn) =

x٢
j∑n

i=١ x
٢
i

,

g۵(x١, . . . , xn) =

n∑
i=١

x٢
i

است. کمکی g(h١(X١, . . . , Xn), . . . , hn(X١, . . . , Xn))

تقسیم��پذیر است، X ٢
(n) توزیع از توانی که Y = ||X||n آمارة

توزیع��هاي خانوادة براي و نامتناهی

N(٠, σ٢) : σ٢ > ٠

σ هر براي باسو قضیۀ طبق رو این از و می��باشد کامل بسندة
طرف از است. مستقل Z کمکی آمارة از ،σ = ١ به��ویژه دلخواه
تابع ،hi توابع بودن مقیاسی ناورداي خاصیت به توجه با دیگر
در و می��شود تعیین واحد کرة روي مقادیرش توسط g پیوستۀ
نامتناهی تقسیم��پذیر نمی��تواند رو این از و است کران��دار آن پی
تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب شامل Y Z تجزیۀ بنابراین باشد.
خاصیت این فاقد Z و نامتناهی تقسیم��پذیر Y که است مستقل

است.

از تصادفی نمونۀ یک X١, . . . , Xn می��کنیم فرض .14.2 مثال
یک داراي زیر تصادفی متغیرهاي آن��گاه باشد. N(٠, ١) توزیع

هستند: 13.2 قضیۀ در داده�شده به�صورت تجزیه
T١(X١, . . . , Xn) =

∏n
i=١ Xi الف)

T٢(X١, . . . , Xn) =
∑n

i=١ X
n
i ب)

T٣(X١, . . . , Xn) =
(∑n

i=١ X
٢
i

)n
٢ ج)

T۴(X١, . . . , Xn) =

∏n
i=١ X

٢
i(∑n

i=١ X
٢
i

)n
٢
د)

.T۵(X١, . . . , Xn) =

∑n
i=١ X

٢n
i(∑n

i=١ X
٢
i

)n
٢
هـ)

و ناوردا توابع نمـونه به�عنوان ،13.2 قضیۀ از استفاده براي
یک هر (البته روند کار به مورد هر در مـی��توانند زیر هم��ورداي
باشد). مسئلۀ حل براي انتخاب��ها از یکی می��تواند حالت�ها این از

الف)

hj(x١, . . . , xn) =



∏n
i=١ xi

(
∑n

i=١ x
٢
i)

n
٢
, j = ١

١, j = ٢, . . . , n

g١(x١, . . . , xn) =

n∏
i=١

xi

آن پی در و

k(X١, . . . , Xn) =
n∏

i=١

(||X||hi(X١, . . . , Xn))

= ||X||n
∏n

i=١ Xi

||X||n
=

n∏
i=١

Xi.
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می�شود تجزیه مستقل تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب به�صورت
را خاصیت این دیگري و است نامتناهی تقسیم��پذیر یکی که

ندارد.

کنیم: اختیار اگر ،14.2 مثال در .16.2 مثال

hi(x١, . . . , xn) =
xi

||x||
, i = ١, . . . , n,

gi(x١, . . . , xn) = Ti(x١, . . . , xn), i = ١, . . . , ۵

تصادفی متغیرهاي همۀ این�که از 15.2 نتیجۀ از استفاده با
همۀ i = ١, . . . , ۵ براي هستند، مقیاسی هم��ورداي داده�شده
تجزیه یک داراي ,gi(X١ها . . . , Xn) = Ti(X١, . . . , Xn)

هستند. 13.2 قضیۀ در شده داده به�صورت

توزیع از تصادفی نمونۀ یک X١, . . . , Xn اگر .17.2 نتیجه
آن�گاه باشد، مقیاسی ناورداي تابع یک h و باشد N(٠, ١)

تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب به�صورت ||X||nh(X١, . . . , Xn)

این Z و است نامتناهی تقسیم��پذیر Y که می��شود تجزیه Z و Y

ندارد. را خاصیت

روي مثبت حقیقی اعداد ضربی گروه که این به توجه با اثبات.
آمارة می��کند، عمل انتقالی به�صورت تصادفی متغیر بُرد فضاي
مشابه رو این از و است کمکی h(X١, . . . , Xn) مقیاسی ناورداي
مستقل Y = ||X||n کامل بسنده آمارة از 13.2 قضیۀ اثبات
شامل ،||X||nh(X١, . . . , Xn) = Y Z تجزیۀ آن در که است
تقسیم��پذیر Y که است مستقل تصادفی متغیر دو حاصل�ضرب

است. خاصیت این فاقد Z و نامتناهی

مقیاسی ناورداي توابع گرفتن نظر در با 14.2 مثال در .18.2 مثال
به�صورت را مفروض تصادفی متغیرهاي می��توان زیر مناسب
یکی که کرد تجزیه مستقل تصادفی متغیر دو حاصل��ضرب

است: خاصیت این فاقد دیگري و نامتناهی تقسیم��پذیر

h١(X١, . . . , Xn) =

∏n
i=١ Xi

||X||n
الف)

h٢(X١, . . . , Xn) =

∑n
i=١ X

n
i

||X||n
ب)

h٣(X١, . . . , Xn) = ١ ج)

h۴(X١, . . . , Xn) =

∏n
i=١ X

٢
i

||X||٢n
د)

.h۵(X١, . . . , Xn) =

∑n
i=١ X

٢n
i

||X||٢n
هـ)

نتیجه در و

k(X١, . . . , Xn) =

n∑
j=١

(||X||hj(X١, . . . , Xn))
n

= ||X||n
n∑

j=١

X٢n
j(∑n

i=١ X
٢
i

)n
=

(
n∑

i=١

X٢
i

)n
٢ ∑٢n

j=١ X
٢n
j(∑n

i=١ X
٢
i

)n
=

∑n
j=١ X

٢n
j(∑n

i=١ X
٢
i

)n
٢
.

توزیع از تصادفی نمونۀ یک X١, . . . , Xn اگر .15.2 نتیجه
باشد، مقیاسی هم�ورداي n-متغیرة تابع یک g و باشد N(٠, ١)

g(X١, . . . , Xn) = Y Z به�صورت g(X١, . . . , Xn) آن�گاه
خاصیت این Z و است نامتناهی تقسیم�پذیر Y که می�شود، تجزیه

است. مستقل Z از Y همچنین و ندارد را

هم��ورداي تابع یک خود ،13.2 قضیۀ در شده داده (2) تابع اثبات.
داریم: c > ٠ هر به�ازاي زیرا است؛ مقیاسی

k(cx١, . . . , cxn) =g(∥cx∥h١(cx١, . . . , cxn),

. . . , ∥cx∥hn(cx١, . . . , cxn))

=g(c∥x∥h١(x١, . . . , xn),

. . . , c∥x∥hn(x١, . . . , xn))

=cng(∥x∥h١(x١, . . . , xn),

. . . , ∥x∥hn(x١, . . . , xn))

=cnk(x١, . . . , xn).

تابع دیگر، طرف از

hi(x١, . . . , xn) =
xi

||x||
, i = ١, . . . , n

داریم: i هر و c > ٠ هر به�ازاي زیرا است مقیاسی؛ ناورداي

hi(cx١, . . . , cxn) =
cxi

||cx||
=

xi

||x||
= hi(x١, . . . , xn).

و hi ناورداي تابع کردن اختیار با 13.2 قضیۀ طبق بنابراین
،g مقیاسی هم��ورداي دلخواه تابع انتخاب

k(X١, . . . , Xn) =g(||X||h١(X١, . . . , Xn),

. . . , ||X||hn(X١, . . . , Xn))

=g(X١, . . . , Xn) [
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را نتایج این آیا که می�شود مطرح سؤال این اکنون شد. استفاده
عمومی گروه یگ براي هم�وردا و ناوردا توابع مورد در می�توان
می�توان منظور این به رسیدن براي داد. تعمیم نیز تبدیلات از
در را چندمتغیره نامتناهی تقسیم�پذیر توزیع�هاي کلی، حالت در
توابع و دلخواه گروه هر براي را مقاله این نتایج و گرفت نظر
نیاز مهم این که داد، تعمیم گروه آن به نسبت هم�وردا و ناوردا
نوآوري�هاي به می�توانند علاقه�مندان و دارد بیشتري تحقیقات به

یابند. دست دیگري

نتیجه�گیري 3
این نامتناهی، تقسیم�پذیر توزیع�هاي معرفی از پس مقاله این در
همچنین شد. مطرح آماره�ها از بزرگ ردة یک در خاصیت
گرفت قرار بررسی مورد نرمال تصادفی متغیرهاي از توابعی
مستقل تصادفی متغیر دو حاصل�ضرب به�صورت متغیرها این که
براي است. نامتناهی تقسیم�پذیر آن�ها از یکی که می�شوند تجزیه
مقیاسی هم�ورداي و ناوردا توابع از مقاله اصلی نتیجۀ دو به رسیدن
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