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از خطی ترکیب دنبالهاي برآورد
منفی نمایی توزیع در مقیاس و مکان پارامترهاي

رفیعی2 معصومه ،1 محمودي عیسی

چکیده:
اندازهي روش با مساله یا و نباشد ثابت مقداري شده استفاده نمونه حجم که میگیرد قرار استفاده مورد زمانی دنبالهاي برآورد روش
اهمیت که است مهمی مسائل از یکی پارامتري) دو و پارامتري (یک نمایی توزیع میانگین دنبالهاي برآورد نباشد. حل قابل ثابت نمونه
صورت پارامتري) دو یا (یک نمایی توزیع روي بر پژوهشها اکثر است. کرده جلب خود به را زیادي نویسندگان توجه آن کاربردي
دو نمایی توزیع در مقیاس و مکان پارامترهاي از خطی ترکیب برآورد براي دومرحلهاي نمونهگیري روش مقاله این در است. گرفته
میگیرد. قرار بررسی مورد است، شده پیشنهاد 2007 سال در زاکس3 و موخوپادهاي توسط بار اولین براي که منفی) (نمایی پارامتري

میشود. آورده سازيهایی شبیه است، شده اثبات تئوري صورت به آنچه درستی دادن نشان براي نهایت در
شده. کراندار مخاطره مسئلهي دومرحلهاي، روش دنبالهاي، روش زیان، تابع کلیدي: واژههاي

هستند. نامعلوم پارامترهاي β > ٠ و α ∈ R که بهطوري باشند،
و d > ٠ ،θ = cα + dβ بهفرم β و α از خطی ترکیبهاي
توزیع میانگین شامل خطی ترکیبات این بگیرید. نظر در را ،c ≥ ٠

انحراف و xp = α− ln(١−p)β pام، مرتبهي چندك ،µ = α+β

است. σ = β یعنی توزیع استاندارد
X١:n = و Tn =

∑n
i=١(Xi − X١:n), کنیم تعریف اگر

برآوردگر θ̂n = θ̂n(c, d) = cα̂n + dβ̂n آنگاه min{X١, ..., Xn}

و α̂n = X١:n − β̂n

n که است θ براي واریانس کمترین با نااریب
ثابت مقدار هر براي θ̂n برآوردگر مخاطرهي تابع اگر .β̂n = Tn

n−١

صورت به A > ٠

R(θ̂n, θ) = AEα,β

[
(θ̂n − θ)٢

]
, (2)

نوشت: میتوان شود، گرفته نظر در
R(θ̂n, θ) = A

d٢

n
β٢ +O(

١
n٢ ).

مخاطره کردن کراندار میگیرد، قرار بررسی مورد ادامه در آنچه
اما .ω > ٠ که بهطوري است ω ثابت مقدار توسط آمده بهدست
هر ازاي به نمیتوان ثابت حجم با نمونهگیري روش از استفاده با

مقدمه 1
ثابت نمونه اندازه یک با نمیتوان آماري مسایل از بسیاري در
از استفاده اما پرداخت، نظر مورد پارامتر مورد در استنباط به
اخیر دهه در باشد. کارگشا زمینه این در میتواند دنبالهاي روش
کاربردهاي و گرفتهاند قرار بسیاري توجه مورد دنبالهاي روشهاي
دارایی، کاوي، داده بالینی، آزمایشهاي کشاورزي، زمینههاي در آنها

است. شده بیان گانه چند مقایسههاي و کامپیوتري سازي شبیه
پارامتر به مربوط اطلاعات آزمایشگر یک دنبالهاي، تحلیل در
میکند. آوري جمع تصادفی نمونه یک مشاهدهي بوسیله را مجهول
تصادفی متغیر یک میشوند جمع پایان در که مشاهداتی کل تعداد
مورد پارامتر اینصورت در میشود. داده نشان N با که است مثبت
از تابعی که WN = W (X١, ..., XN ) برآوردگر براساس ،θ نظر،

میشود. برآورد است N تصادفی متغیر
،X١, X٢, · · · همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي فرضکنید

احتمال چگالی تابع با منفی نمایی توزیع داراي
f(x;α, β) =


١
β e

− x−α
β x > α

٠ اینصورت غیر در
, (1)

آمار گروه ریاضی- دانشکده یزد- دانشگاه علمی(دانشیار)- هیات 1عضو
آمار گروه ریاضی- دانشکده یزد- دانشگاه آمار- ارشد کارشناسی آموخته 2دانش

3Zacks and Mukhopadhyay [
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و
θ̂N = cα̂N + dβ̂N .

گفت: میتوان (3) رابطهي به توجه با .1.2 لم
lim

B→∞
N = ∞ a.s. , lim

ω→٠
N = ∞ a.s..

داریم: ،(3) رابطهي به توجه با اثبات.
Bd٢β̂٢

m

ω
≤ N ≤ Bd٢β̂٢

m

ω
+m.

همچنین
lim

B→∞

Bd٢β̂٢
m

ω
= ∞, lim

B→∞

Bd٢β̂٢
m

ω
+m = ∞.

را یقین به قریب همگرایی نقطه، به نقطه همگرایی که آنجایی از
B → ∞ که زمانی گفت میتوان ،[3] میدهد نتیجه

Bd٢β̂٢
m

ω

a.s.−→ ∞,
Bd٢β̂٢

m

ω
+m

a.s.−→ ∞,

نوشت: میتوان B → ∞ که زمانی فشردگی، قضیه بنابر نتیجه در و

N
a.s.−→ ∞.

میشود. اثبات نیز لم دوم قسمت ترتیب همین به

توزیع Bیک به نسبت N توزیع ،β و d ،ω مقدار هر براي .2.2 لم
است. نزولی غیر تصادفی بهطور

تابع اگر است. B از تابعی η نقطهي در N توزیع تابع اثبات.
تابع و F١(η) با ،B = B١ شرط تحت ،η نقطهي در N توزیع
داده نشان F٢(η) با B = B٢ شرط تحت η نقطه در N توزیع
آنگاه ،B١ ≤ B٢ اگر دهیم نشان است کافی لم اثبات براي شود،

.F٢(η) ≤ F١(η)

هر براي ،Ni = max{m,
⌊
Bid

٢ω−١β̂٢
m

⌋
+ ١} که آنجایی از

میدهد نتیجه N١ < N٢ آنگاه ،B١ ≤ B٢ اگر η > ٠

{η ≤ N١} ⊂ {η ≤ N٢},

داشت: خواهیم فوق رابطهي و F٢(η) و F١(η) تعریف به توجه با

١ − F١(η) ≤ ١ − F٢(η),

نتیجه در و
F١(η) ≥ F٢(η)

میشود. کامل اثبات و

سال در [2] تاکادا4 کرد. کراندار ω توسط را مخاطره β > ٠

کرده اثبات مقیاسی توزیعهاي خانوادهي در را نکته این 1986
روش میگیرد قرار استفاده مورد مقاله این در که روشی است.
اشتاین5 توسط بار اولین براي که است دومرحلهاي نمونهگیري
بخش در شد. پایهریزي 1949 و 1945 سالهاي در [5] و [4]
اولین براي که ،θ برآورد براي دومرحلهاي نمونهگیري روش 2
استفاده مورد 2007 سال در [1] زاکس و موخوپادهاي توسط بار
نمونه حجم توزیع 3 بخش در شد. خواهد مطرح گرفت، قرار
از حاصل مخاطره و ریاضی امید شامل 4 بخش میشود. محاسبه
شده مطرح تئوري صورت به آنچه 5 بخش در است. برآوردگرها

شد. خواهد داده نشان شبیهسازي از استفاده با است

براي مرحلهاي دو نمونهگیري روش 2
θ پارامتر برآورد

است: زیر مرحلهي دو شامل دومرحلهاي نمونهگیري روش
پارامتري دو نمایی توزیع از m ≥ ۴ حجم به تصادفی نمونهي ابتدا
اگر میگیریم. نظر در ( DE(α, β))βمقیاس و α مکان پارامتر با
زیر فرمول از استفاده با β̂m باشد، X١, X٢, ..., Xm فرم به نمونه

میشود: محاسبه
β̂m =

١
m− ١

m∑
i=١

(Xi −X١:m),

فرم به توقف متغیر همچنین و
N = max{m,

⌊
Bd٢ω−١β̂٢

m

⌋
+ ١}, (3)

مثبت صحیح عدد بزرگترین ⌊a⌋ و B > ٠ آن در که میشود معرفی
شد. خواهد متوقف نمونهگیري ،N = m اگر است. a از کوچکتر
مستقل نمونهي N −m تعداد به ،N > m اگر دوم مرحلهي در
با که شد خواهد گرفته DE(α, β) توزیع از دیگر همتوزیع و
،N شرط به نمونه این میشود. داده نشان X∗

١ , X
∗
٢ , ..., X

∗
N−m

نمونهگیري، عمل پایان از پس است. مستقل X١, X٢, ..., Xm از
بود: خواهند زیر فرم به برآوردگرها

TN =
N∑
i=١

(Xi−X١:N ), β̂N =
TN

N − ١ , α̂N = X١:N− β̂N
N
,

4Takada
5Stein [
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بنابراین .Y ∼ Pois(λm) آن در که
Pβ(N = m) = P (G(m− ١,١) ≤ λm)

= P (Y ≥ m− ١)

= ١ − P (Y ≤ m− ٢)

= ١ − P (m− ٢;λm).

مشابه طریق به
Pβ(N = m+ j) = P (λm+j−١ < G(m− ١,١) ≤ λm+j)

= P (G(m− ١,١) ≤ λm+j)

−P (G(m− ١,١) ≤ λm+j−١)

= P (Y١ ≥ m− ١)− P (Y٢ ≥ m− ١),

بنابراین ،Y٢ ∼ Pois(λm+j−١) و Y١ ∼ Pois(λm+j) آن در که

Pβ(N=m+j) =١−P (Y١ ≤ m− ٢)− ١+ P (Y٢ ≤ m− ٢)

= P (m− ٢;λm+j−١)− P (m− ٢;λm+j).

است: برقرار زیر رابطه ،(5) رابطهي به توجه با
Pβ(N ≥ m+ j) = P (m− ٢;λm+j−١). (6)

با است برابر N متغیر ام r مرتبه گشتاور .2.3 قضیه
Eβ [N

r] = mr+
∞∑
j=٠

((m+ j + ١)r − (m+ j)r)P (m−٢;λm+j).

نوشت: میتوان 1.3 قضیهي از استفاده با اثبات.
Eβ [N

r] = mr × {١ − P (m− ٢;λm)}

+(m+ ١)r{P (m− ٢;λm) + P (m− ٢;λm+١)}

+(m+ ٢)r{P (m− ٢;λm+١) + P (m− ٢;λm+٢)}
...
= mr + P (m− ٢;λm){(m+ ١)r −mr}

+P (m− ٢;λm+١){(m+ ٢(٢ − (m+ ١)r}
...

=mr+
∑∞

j=٠((m+j+١)r − (m+ j)r)P (m− ٢;λm+j).

زیر صورت به Eβ [N ] ،2.3 قضیهي در r = ١ دادن قرار با
میشود: محاسبه

Eβ [N ] = m+
∞∑
j=٠

P (m− ٢;λm+j). (7)

N توقف متغیر احتمال توزیع 3
توزیع میتوان لذا است، تصادفی Nمتغیري نمونه حجم که آنجا از
بهصورت j 7→ λm+j از تابعی ابتدا در کرد. محاسبه را آن دقیق

میشود: زیرتعریف
λm+j =

(m− ١)
√

ω
B

√
m+ j

dβ
, j = ٠,١, · · · .

Tm

β ∼ Gamma(m − ١,١) و β̂m = Tm

m−١ اینکه به توجه با
رابطهي بنابر و Tm

β = (m−١)β̂m

β ∼ Gamma(m − ١,١) آنگاه،
داریم: N توزیع مورد در (3)

Pβ(N = m) = Pβ

(⌊
Bd٢ω−١β̂٢

m

⌋
+ ١ ≤ m

)
= Pβ

(
٠ < Bd٢ω−١β̂٢

m ≤ m
)

= Pβ

(
٠ < β̂٢

m ≤ mωB−١d−٢
)

= Pβ

(
٠ < β̂m ≤

√
m
√

ω
B

d

)
= Pβ

(
٠ < (m−١)β̂m

β ≤ (m−١)√m
√

ω
B

dβ

)
= P (G(m− ١,١) ≤ λm) .

داریم: j مثبت صحیح عدد هر براي مشابه طریق به
Pβ(N = m+ j) = Pβ

(
m+ j =

⌊
Bd٢ω−١β̂٢

m

⌋
+ ١

)
= Pβ

(
N − ١ < Bd٢ω−١β̂٢

m ≤ N
)

= Pβ

(
m+ j−١<Bd٢ω−١β̂٢

m ≤ m+ j
)

= Pβ

(
(m−١)

√
m+j−١

√
ω
B

dβ < (m−١)β̂m

β

≤ (m−١)√m+j
√

ω
B

dβ

)
= P (λm+j−١ < G(m− ١,١) ≤ λm+j) .

و توزیع تابع دهندهي نشان بترتیب p(m;λ) و P (m;λ) اگر
بین رابطهي به توجه با باشند، λ میانگین با پواسون چگالی تابع

کرد. مطرح را زیر قضیه میتوان پواسون، و گاما توزیعهاي

β و d ،B ،ω ،m ثابت مقادیر براي .1.3 قضیه
Pβ(N = m) = ١ − P (m− ٢;λm), (4)

،j ≥ ٠ هر براي و
Pβ(N = m+ j) = P (m− ٢;λm+j−١)− P (m− ٢;λm+j).

(5)

داریم: پواسون و گاما توزیعهاي بین رابطهي به توجه با اثبات.
P (G(m− ١,١) ≤ λm) = P (Y ≥ m− ١), [
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و
R(β̂N , β)= Aβ٢

{∑∞
j=٠

١
(m+j−١)(m+j)

(١ − P (m− ٢;λm+j))

+
∑∞

j=٠
(m−١)(m−٢)(٢(m+j)−١)

(m+j−١)٢(m+j)٢ p(m− ١;λm+j)

+
∑∞

j=٠
(m−١)m(٢(m+j)−١)
(m+j−١)٢(m+j)٢ p(m;λm+j)

}
.

(12)

کنید. مراجعه [1] به اثبات جزییات مشاهده براي اثبات.

θ̂N = cα̂N + dβ̂N برآوردگر مخاطره و ریاضی امید زیر در
میشود. محاسبه θ = cα+ dβ براي برآوردي عنوان به

داریم: d > ٠ و c > ٠ براي .4.4 قضیه
Eα,β [θ̂N ] = cα+ dβ

−β(m− ١)
∑∞

i=٠
d(m+j+١)−٢c

(m+j−١)(m+j)(m+j+١)p(m− ١;λm+j),

(13)
و

R(θ̂N , θ) = Ad٢β٢
{∑∞

j=٠
(m+j−١)+٢(γ−١)٢

(m+j−١)(m+j)(m+j+١)

× (١ − P (m− ٢; )λm+j) + (m− ١)(m− ٢)

×
∑∞

j=٠
(m+j+٢−١γ)(٢(m+j)(m+j−γ)+(m+j−١))

(m+j−١)٢(m+j)٢(m+j+١)٢

×p(m− ١;λm+j)

−m(m− ١)

×
∑∞

j=٠
(m+j+٢−١γ)(٢(m+j)(m+j−γ)+(m+j−١))

(m+j−١)٢(m+j)٢(m+j+١)٢

×p(m;λm+j)

]
,

(14)
.γ = c

d آن در که

کنید. مراجعه [1] به اثبات جزییات مشاهده براي اثبات.

شبیهسازي بر مطالعهاي 5
شده اثبات تئوري صورت به را انچه داریم سعی بخش این در
مقادیر 1 شمارهي جدول دهیم. نشان شبیهسازي از استفاده با است
و E[N ]) توقف متغیر ریاضی امید شدهي سازي شبیه و واقعی
متغیر چاركهاي شدهي سازي شبیه و واقعی مقادیر و ( Ê[N ]

و (7) روابط از استفاده با را ( ... و N̂٠٫ ٢۵ و N٠٫٢۵) N توقف
میدهد. نشان ω = ٢ و B = ٣٫ ۵ ،d = ١ مقادیر براي ،(8)

رابطهي از استفاده با N تصادفی متغیر pام مرتبه چندك مورد در
در که است m از بزرگتر kي کوچکترین Np گفت میتوان (6)

شرط
P (m− ٢;λk) ≤ ١ − p. (8)

میکند. صدق

برآوردگرها مخاطره و ریاضی امید 4
و اول مرحلهي تصادفی نمونهي X١, ..., Xm کنید فرض
کنید فرض باشند. دوم مرحلهي تصادفی نمونهي ،X∗

١ , ..., X
∗
N−m

ترتیبی آمارههاي دهندهي نشان X١:m < X٢:m < ... < Xm:m

X∗
١:N−m < X∗

٢:N−m < ... < X∗
N−m:N−m و اولیه دادههاي

Uiها باشند. دوم مرحلهي دادههاي ترتیبی آمارههاي دهندهي نشان
میگیریم: نظر در زیر فرم به را

Ui = Xi −X١:m, i = ١, ...,m.

سیگما دهنده نشان Um = σ(U١, ..., Um) کنید فرض همچنین
T ∗
N−m = آنگاه باشد، (U١, ..., Um) توسط شده تولید میدان

و X١:N = min(X١:m, X∗
١:N−m) ،∑N−m

j=١ (X∗
j − X∗

١:N−m)

TN =
∑N

i=١(Xi −X١:N )

=
∑m

i=١(Xi −X١:m) +
∑N

i=m+١(X
∗
i −X∗

١:N−m).

و بوده مستقل هم از X١:N و β̂N ،N = n شرط به .1.4 لم
X١:N | Um

d
= α+

β

N
G(١,١), (9)

β̂N | Um
d
= I(N = m) Tm

m−١

+I(N > m) ١
N−١

(
Tm

+βG∗(N −m,١)
)
,

(10)

پارامتر با گاما توزیع با تصادفی متغیري G∗(N −m,١) آن در که
است. مستقل Um از و بوده 1 مقیاس پارامتر و (N −m) شکل

توسط آن توقف متغیر که دومرحلهاي نمونهگیري در .2.4 قضیه
اگر ،m ≥ ۴ و d ،c ثابت مقادیر براي میشود، داده (3) رابطهي

B = Bm(c, d) =
(٢m٣ + (m٢ + ١)γ٢)A

m(m− ٢)(m− ٣) ,

.R(θ̂n, θ) ≤ ω ،β > ٠ هر براي ،γ = c
d که

با: است برابر β̂N برآوردگر مخاطره و ریاضی امید .3.4 لم

Eβ [β̂N ] = β

(
١−
∑ m− ١

(m+ j − ١)(m+ j)
p(m− ١;λm+j)

)
,

(11)
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.ω = ٢ و B = ٣٫ ۵ ،d = ١ مقادیر از استفاده با ،N توقف متغیر چندكهاي و میانگین شدهي سازي شبیه و واقعی مقادیر :1 جدول

m α β E[N ] Ê[N ] N٠٫٢۵ N̂٠٫٢۵ N٠٫۵٠ N̂٠٫۵ N٠٫٧۵ N̂٠٫٧۵

١٠ ٢ ٢ ١١/٣٩ ١١/۴٠ ١٠ ١٠ ١٠ ١٠ ١١ ١٠

۵ ۴٩/١٨ ۴٧/٩۵ ٢۶ ٢٧ ۴١ ۴٢ ۶۴ ۶٧

١٠ ١٩۴/٨۴ ١٩٨/٨ ١٠٢ ١٠٨ ١۶٣ ١۶١ ٢۵٣ ٢۴٣

١۵ ۴٢٣/۵٠ ۴٣٣/۴٢ ٢٢٨ ٢۴١ ٣۶۶ ٣٧٠ ۵۶٨ ۵٩۶

٢٠ ۶۵۴/٧١ ٧۶٨/٩۴ ۴٠۵ ۴٢٨ ۶۵٠ ۶۵۶ ١٠٠٩ ١٠٢٧

٢٠ ٨ ٢ ٢٠/٠٢ ٢٠ ٢٠ ٢٠ ٢٠ ٢٠ ٢٠ ٢٠

۵ ۴۶/٧٧ ۴٨ ٣١ ٣١ ۴٣ ۴٣ ۵٨ ۵٩

١٠ ١٨۴/٧١ ١٨٣/٧۶ ١٢٣ ١١٧ ١۶٩ ١٧٠ ٢٢٩ ٢٢٩

١۵ ۴١٣/۴٩ ۴١٩/٣٩ ٢٧۶ ٢٧۵ ٣١٨ ٣٧٢ ۵١۶ ۵١١

٢٠ ۶٨٧/١٩ ٧٣١/٨٩ ۴٩١ ۴٨٣ ۶٧۶ ۶٧۶ ٩١۶ ٩١٢

حاصل زیر نتایج 2 جدول در شده اورده مقادیر به کردن نگاه با
میشود:

مخاطرهي و ریاضی امید شدهي سازي شبیه و واقعی مقادیر (1
ندارند. هم با چندانی اختلاف θ̂N براوردگر

و ریاضی امید افزایش با β افزایش α و mثابت مقادیر براي (2
براوردگر ریاضی امید و بوده همراه θ̂N براوردگر مخاطرهي

است. نزدیک α+ β به θ̂N

ریاضی امید افزایش با α و m افزایش β ثابت مقادیر براي (3
است. همراه θ̂N براوردگر مخاطرهي و

بین چندانی اختلاف گفت میتوان 1 جدول به کردن نگاه با
و توقف متغیر ریاضی امید شبیهسازي مقادیر و واقعی مقادیر
m و α ثابت مقادیر براي همچنین ندارد. وجود آن چاركهاي
توقف متغیر چارکهاي و ریاضی امید مقادیر افزایش با β افزایش
شبیهسازي از حاصل نتایج بررسی به ادامه در است. همراه N
رابطهي در b = c = ١ (قراردادن میپردازیم θ = α + β پارامتر
از استفاده و A = ٠٫ ١ و ω = ٢ گرفتن نظر در با .( θ = cα+ bβ

امید شدهي سازي شبیه و واقعی مقادیر ،(14) و (13)، (7) روابط
و β و α مختلف مقادیر ازاي به θ̂N برآوردگر مخاطره و ریاضی
مشاهده 2 جدول در میتوان را آن نتایج که است شده محاسبه m

کرد.

.β و α ،m مختلف مقادیر حسب بر θ̂N برآوردگر مخاطره و ریاضی امید شدهي سازي شبیه و واقعی مقادیر :2 جدول

m α β E[θ̂N ] Ê[θ̂N ] R(θ̂N ; θ) R̂(θ̂N ; θ)

١٠ ٢ ۵ ۶/۴٨ ۶/۴٩ ٠/٢۴ ٠/٢١

١٠ ١١/٢١ ١١/١٨ ٠/٧٣ ٠/۵٩

١۵ ١۶/٣١ ١۶/١٩ ٠/٧٣ ٠/٨٢

٢٠ ٢١/۴٣ ٢١/۴١ ٠/٧۵ ٠/٧٩

٢۵ ٢۶/۵٢ ٢۶/۶ ٠/٧۴ ٠/۶٨

٢٠ ٨ ۵ ١٢/۴٨ ١٢/۴٩ ٠/٢٣ ٠/٢١

١٠ ١٧/٢١ ١٧/٢٣ ٠/۶٠ ٠/۶٢

١۵ ٢٢/٣١ ٢٢/٢٠ ٠/٧٢ ٠/٧٨

٢٠ ٢٧/۴٣ ٢٧/٢٨ ٠/٧۴ ٠/٩۵

٢۵ ٣٢/۵٣ ٣٢/۴٢ ٠/٧۴ ٠/٧۴
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