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چکیده:

در می شوند. مشاهده سالانه) یا ماهانه هفتگی، (روزانه، منظم زمانی فواصل با معمولا که است وابسته داده های از مجموعه ای سری زمانی

نقطه نقاط این به آماری دیدگاه از می شود، تغییر یا پرش دچار سری توزیع یا مدل پارامترهای که دارند وجود نقاطی گاهی سری های زمانی تحلیل

پیش بینی و مدل بندی ویژه به کاربردی دیدگاه از آنها شناسایی و کشف و بوده نامعلوم آنها مکان و تغییر نقاط تعداد عمل در می گویند. تغییر

پارامترهای برآورد آن از پس می شود. معرفی تغییر نقطه حضور در AR(۲) مدل مقاله این در می باشد. برخوردار سزایی به اهمیت از سری زمانی

یک کمک به نهایت در می آید. بدست شرطی ماکسیمم درستنمایی روش به تغییر نقطه بودن معلوم فرض با و تغییر نقطه حضور در AR(۲) مدل

می گیرند. قرار بررسی مورد پارامترها برآورد سری زمانی مثال

AR(۲) مدل درست نمایی، ماکسیمم سری زمانی، پارامتر، برآورد، کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

یک یا ) زمان حسب بر که است مشاهدات از ای مجموعه سری زمانی

سری زمانی مشاهدات واقع در باشند. شده آوری جمع دیگر) کمیت

یک .([۴] چان و (کرایر می شوند گردآوری زمان طی در پی در پی

وکار، کسب می دهیم. نشان ،yn, ...,y۱ با را n طول به سری زمانی

از غیره و صنایع مهندسی اقتصاد، هواشناسی، بورس، مالی، امور

دارد. فراوان کاربرد آن در سری زمانی تحلیل که هستند علومی جمله

پایدار معمول به طور طولانی نسبتا زمانی بازه یک در سری های زمانی

می شود باعث سری ها این در تغییرات گاهی اما هستند، تغییر بدون و

کلان متغیرهای از بسیاری دهد. رخ داده ها توزیع ساختار در تغییر

دولت سیاست های در تغییراتی معرض در می تواند تورم مانند اقتصادی

است ممکن که گیرند قرار اقتصادی اجتماعی، سیاسی، های بحران و

تغییرات این از گاهی آ شود. داده ها در اساسی تغییرات ایجاد باعث

شده ایجاد مشکلات مدیریت و بهتر گیری تصمیم برای مردم به می تواند

است شده انجام پژوهش هایی تاکنون ۱ نقطه تغییر زمینه در کند. کمک

نقطه برآورد بررسی عنوان تحت تحقیقی در [۷] میا و هریشنیا ازجمله:

درستنمایی روش با خطی رگرسیون مدل های پارامترهای برآورد به تغییر

را AR(۱) فرآیند پارامترهای [۱۰] پیگناتیلو و تیمر پرداختند. ماکسیمم

تغییر نقطه کشف به نیز [۶] گمبی کردند. برآورد تغییر نقطه حضور در

پرداخت. امتیاز بردار روش به p ی مرتبه اتورگرسیو سری زمانی در

ارائه سری زمانی در نقطه تغییر کشف برای آزمونی [۹] ژانگ و شائو

مرتبه اتورگرسیو مدل میانگین برآورد به [۳] همکاران و چاکار نمودند.

نسبت آزمون یک [۲] همکاران و کاشی آ پرداختند. تغییر نقطه با اول

آن مجانبی خواص و دادند پیشنهاد تغییر نقطه وجود برای درستنمایی

می شود فرض مشابه، موارد سایر خلاف بر آن در که کردند بررسی را

مقایسه به [۴۴] همکاران و ژی نداریم. اطلاع نقطه تغییر مکان از

اقلیمی سری های زمانی در تغییر نقطه کشف برای روش ها در تفاوت

در پارامتر تدریجی تغییر برآورد [۸] همکاران و هوسکوا پرداختند.

[۱] همکاران و رحمانپور دادند. انجام را تغییر نقطه با فرآیندهای

به تغییر نقطه با اول مرتبه اتورگرسیو مدل پارامترهای برآورد به نیز

برآورد به مقاله این در پرداختند. شرطی ماکسیمم درستنمایی روش

ماکسیمم درستنمایی روش به دوم مرتبه اتورگرسیو مدل پارامترهای

پارامترها برآورد شبیه سازی کمک به ادامه در و پرداخت خواهیم شرطی
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می کنیم. بررسی را

با AR(۲) مدل در پارامترها برآورد ۲

تغییر نقطه

: صورت pبه مرتبه اتورگرسیو مدل

Yt = ϕ۱Yt−۱ +ϕ۲Yt−۲ + ...+ϕpYt−p + εt ,

توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای εtها آن در که است

به ، AR(۲) مدل در می باشند. σ۲
ε واریانس و صفر میانگین با نرمال

است برقرار مانایی شرط باشد، Yt−۱,Yt−۲, ... از مستقل εt اینکه شرط

باشد: برقرار زیر شرط سه اگر تنها و اگر

ϕ۱ +ϕ۲ < ۱, ϕ۲−ϕ۱ < ۱, |ϕ۲|< ۱.

برآورد صفر، میانگین با AR(۲) مدل در می خواهیم مقاله این در

شوند تغییر دچار (τ)زمان از مقطع یک در همه وقتی را پارامترها

بود: خواهد زیر صورت به نظر مورد مدل کنیم. بررسی

Yt =


ϕ۰۱Yt−۱ +ϕ۰۲Yt−۲ + εt , t = ۱, ...,τ,

ϕ۱۱Yt−۱ +ϕ۱۲Yt−۲ + εt , t = τ +۱, ...,n.
(۱)

آن از بعد و σ۲
۰ε تغییر نقطه از تاقبل داده ها واریانس می کنیم فرض

کامل درستنمایی ماکسیمم روش به پارامترها برآورد می باشد. σ۲
۱ε

معادلات حل اینکه جمله از است همراه دردسرهایی و مشکلات با

بخش این ادامه در لذا نمی شود. منجر بسته ای شکل به درستنمایی

ماکسیمم درستنمایی روش به تغییر نقطه با AR(۲) مدل پارامترهای

می شوند. برآورد شرطی

: رابطه از کلی حالت در توأم شرطی توزیع

f (y۳, ...,yn | y۱,y۲) = f (y۳ | y۱,y۲)× ...× f (yn | y۱, ...,yn−۱),

مورد مدل برای شرطی درستنمایی تابع نتیجه در می آید. بدست

است: زیر نظربه صورت

L(θ) = f (y۳...yn | y۱,y۲) = (۲πσ۲
۰ε )
−(τ−۲)/۲

×exp{ −۱
۲σ۲

۰ε

τ
∑
t=۳

(yt − (ϕ۰۱yt−۱ +ϕ۰۲yt−۲))
۲}

×(۲πσ۲
۱ε )
−(n−τ)/۲exp{ −۱

۲σ۲
۱ε

n

∑
t=τ+۱

(yt − (ϕ۱۱yt−۱ +ϕ۱۲yt−۲))
۲}.

پارامترها به نسبت مشتق گیری با و l(θ) = lnL(θ) می دهیم قرار حال

داشت: خواهیم


∂
∂ϕ۰۱

l(θ) = ۰, ∂
∂ϕ۰۲

l(θ) = ۰, ∂
∂σ۲

۰ε
l(θ) = ۰,

∂
∂ϕ۱۱

l(θ) = ۰, ∂
∂ϕ۱۲

l(θ) = ۰, ∂
∂σ۲

۱ε
l(θ) = ۰.

(۲)

عبارت: ∂
∂ϕ۰۱

l(θ) = ۰ معادله حل از

τ
∑
t=۳

yt−۱(yt − (ϕ۰۱yt−۱ +ϕ۰۲yt−۲)) = ۰,

بدست ϕ۰۲ حسب بر را ϕ۰۱می توان معادله این حل از و می آید بدست

آورد:

ˆϕ۰۱ =
∑τ

t=۳ ytyt−۱− ϕ̂۰۲ ∑τ
t=۳ yt−۱yt−۲

∑τ
t=۳ y۲

t−۱
. (۳)

عبارت: ∂
∂ϕ۰۲

l(θ) = ۰ معادله حل از همین طور

τ
∑
t=۳

yt−۲(yt − (ϕ۰۱yt−۱ +ϕ۰۲yt−۲)) = ۰,

به ϕ۰۱ برحسب نیز را ϕ۰۲ می توان معادله این حل از و بدست آمده

آورد: بدست زیر صورت

ϕ̂۰۲ =
∑τ

t=۳ ytyt−۲− ϕ̂۰۱ ∑τ
t=۳ yt−۱yt−۲

∑τ
t=۳ y۲

t−۲
. (۴)

داشت: خواهیم ∂
∂σ۲

۰ε
l(θ) = ۰ معادله حل با همچنین

−(τ−۲)σ۲
۰ε +

τ
∑
t=۳

(yt − (ϕ۰۱yt−۱ +ϕ۰۲yt−۲))
۲ = ۰,

عبارت: معادله این حل از که

σ̂۲
۰ε =

∑τ
t=۳(yt − (ϕ̂۰۱yt−۱ + ϕ̂۰۲yt−۲))

۲

τ−۲
, (۵)

می آید. بدست

آورد: بدست می توان را (۷) تا عبارات(۵) مشابه بطور

ϕ̂۱۱ =
∑n

t=τ+۱ ytyt−۱− ϕ̂۱۲ ∑n
t=τ+۱ yt−۱yt−۲

∑τ
t=τ+۱ y۲

t−۱
, (۶)

ϕ̂۱۲ =
∑n

t=τ+۱ ytyt−۲− ϕ̂۱۱ ∑n
t=τ+۱ yt−۱yt−۲

∑n
t=τ+۱ y۲

t−۲
, (۷)

σ̂۲
۱ε =

∑n
t=τ (yt − (ϕ۱۱yt−۱ +ϕ۱۲yt−۲))

۲

n− τ
. (۸)
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وابسته یکدیگر به شده برآورد مقادیر می شود مشاهده که همانطور

به پارامترها دیگر از مستقل را پارامتر هر برآورد دلیل همین به هستند،

بنویسیم: ϕ̂۰۲ حسب بر را ϕ̂۰۱ می توانیم (۳) رابطه از می آوریم. دست

ϕ̂۰۱ =
∑τ

t=۳ ytyt−۲− ϕ̂۰۲ ∑τ
t=۳ y۲

t−۲
∑τ

t=۳ yt−۱yt−۲
. (۹)

داشت: خواهیم (۸) و (۲) عبارتهای دادن قرار برابر با اکنون

∑τ
t=۳ ytyt−۱− ϕ̂۰۲ ∑τ

t=۳ yt−۱yt−۲

∑τ
t=۳ y۲

t−۱
=

∑τ
t=۳ ytyt−۲− ϕ̂۰۲ ∑τ

t=۳ y۲
t−۲

∑τ
t=۳ yt−۱yt−۲

.

می آید: بدست مستقل طور به ϕ̂۰۲ معادله این حل با

ϕ̂۰۲ =
∑τ

t=۳ ytyt−۲ ∑τ
۳ y۲

t−۱−∑τ
t=۳ yt−۱yt−۲ ∑τ

t=۳ ytyt−۱

∑τ
t=۳ y۲

t−۲ ∑τ
t=۳ y۲

t−۱− (∑τ
t=۳ yt−۱yt−۲)۲ .

ϕ̂۰۱و ϕ̂۰۲ دادن قرار با ترتیب همین به و (۲) در ϕ̂۰۲ مقدار دادن قرار با

می شوند. برآورد تغییر نقطه از قبل پارامترهای همه (۴) در

(۶) ی رابطه از تغییر، نقطه از بعد پارامترها برآورد برای همچنین

آورد: بدست ϕ̂۱۲ حسب بر را ϕ̂۱۱می توان

ϕ̂۱۱ =
∑n

t=τ+۱ ytyt−۲− ϕ̂۱۲ ∑n
t=τ+۱ y۲

t−۲
∑n

t=τ+۱ yt−۱yt−۲
. (۱۰)

زیر ی معادله (۵) و (۹) عبارتهای راست سمت دادن قرار برابر با حال

می آید: بدست

∑n
t=τ+۱ ytyt−۲− ϕ̂۱۲ ∑n

τ+۱ y۲
t−۲

∑n
t=τ+۱ yt−۱yt−۲

= (۱۱)

∑n
t=τ+۱ yt−۱yt − ϕ̂۱۲ ∑n

τ+۱ yt−۲yt−۱

∑n
τ+۱ y۲

t−۱
.

می آید: بدست ϕ̂۱۲ برآورد معادله این حل با نتیجه در

∑n
t=τ+۱ ytyt−۲ ∑n

τ+۱ y۲
t−۱−∑n

t=τ+۱ yt−۱yt−۲ ∑n
t=τ+۱ ytyt−۱

∑n
τ+۱ y۲

t−۲ ∑n
τ+۱ y۲

t−۱− (∑n
t=τ+۱ yt−۱yt−۲)۲ .

(۷) و (۶) عبارات در آمده بدست مقادیر دادن قرار با مشابه طور به

مقادیر می آید. بدست نیز تغییر نقطه از بعد پارامترهای سایر برآورد

که باشد معلوم τ چنانچه هستند. وابسته τ به فوق پارامترهای همه

تابع مقدار ناچاریم τ بودن مجهول صورت در اما بود، نخواهد مشکلی

کرده حساب τ مختلف مقادیر ازای به را آن) لگاریتم (یا درستنمایی

را خود مقدار بیشترین درستنمایی تابع آن ازای به که را مقداری و

بررسی برای ادامه در بگیریم. نظر در تغییر نقطه برآورد عنوان به می گیرد

شده شبیه سازی داده های بر مبتنی مثال یک آمده، بدست برآوردگرهای

نرم افزار یک عملکرد به مربوط سری زمانی برداده های مبتنی مثال یک و

می شود. ارائه

کاربردی مثال ۳

نفره ۷ ارزیاب تیم یک توسعه حال در افزار نرم یک عملکرد سری زمانی

پرداخته اند توسعه حال در نرم افزار یک عملکرد بررسی به ماه ۳۰ طول در

مذکور داده های سری زمانی نمودار ۱ شکل .([۵] گاستالدی و (دیورسو

وجود دلیل به داده ها می دهد نشان شکل که همانطور می دهد. نشان را

ابتدا روند، مولفه حذف هستند،برای میانگین در ناایستایی دارای روند

محاسبه را Zt = Yt −Yt−۱ داده ها اول مرتبه شده تفاضلی سری زمانی

می کنیم.

نرم افزار عملکرد داده های سری زمانی نمودار :۱ شکل
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ACF نمودار ابتدا سری زمانی برای مناسب مدل تشخیص برای

صفر به سینوسی به صورت نمودار، چون و کردیم رسم داده ها برای را

است. مناسب داده ها برای اتورگرسیو مدل همگراست

است. آمده ۲ شکل در شده تفاضلی سری به مربوط داده های نمودار

محاسبه را تغییر نقطه از بعد و قبل پارامترهای برآورد داده ها این برای

نقطه که است این می شود مشاهده ۲ و ۱ شکل در که آنچه می کنیم.

است. داده رخ داده دوازدهمین در تغییر

آمد: بدست زیر برآوردهای سری زمانی این داده های برای

(ϕ̂۰۱ = ۰٫۲۴, ϕ̂۱۱ = ۰٫۵۱۲, ϕ̂۰۲ = ۰٫۰۹,

ϕ̂۱۲ =−۰٫۰۶۹, σ̂۲
۰ = ۳۶٫۵۹, σ̂۲

۱ = ۱۳٫۶۳)

باید: (۱) مدل سری زمانی آینده پیش بینی برای

Ŷn(l) = E(Yn+l | y۱, ...,yn)

:l = ۱ برای کنیم. محاسبه l = ۱,۲,۳, .. برای را

Ŷn(۱) = ϕ۱۱E(Yn | y۱, ...,yn)+

ϕ۱۲E(Yn−۱ | y۱, ...,yn)+E(εn+۱ | y۱, ...,yn)

داریم: شرطی ریاضی امید خواص به توجه با

E(Yn | y۱, ...,yn) = yn

می شود: نتیجه است مستقل Y۱, ...,Yn از εn+۱ که آن جا از همچنین

E(εn+۱ | y۱, ...,yn) = ۰.

شد: خواهد بعد گام یک برای پیش بینی مدل بنابراین

Ŷn(۱) = ϕ۱۱yn +ϕ۱۲yn−۱.

با برابر پیش بینی مدل بعد گام دو برای مشابه به طور

می شود. Ŷn(۲) = ϕ۱۱Ŷn(۱)+ϕ۱۲yn

از: است عبارت پیش بینی داد نشان می توان نیز l = ۳,۴, برای..

Ŷn(l) = ϕ۱۱Ŷn(l−۱)+ϕ۱۲Ŷn(l−۲).

داریم: نتیجه در

Ŷn(l) =



ϕ۱۱yn +ϕ۱۲yn−۱, l = ۱,

ϕ۱۱Ŷn(۱)+ϕ۱۲yn, l = ۲,

ϕ۱۱Ŷn(l−۱)+ϕ۱۲Ŷn(l−۲), l = ۳,۴, ...

(۱۲)

در می باشد شده تفاضلی داده های برای ما پیش بینی مدل که آن جا از

ϕ۱۲ و ϕ۱۱ جای به و می کنیم استفاده Z از Y جای به (۱۱) عبارت

قرار می باشد، −۰٫۰۶۹ و ۰٫۵۱۲ ترتیب به که را آن شده برآورد مقادیر

در که شد پیش بینی بعدی داده ی سه فرمول این از استفاده با می دهیم.

است. شده داده نمایش آبی رنگ با ۲ شکل نمودار

قرار فوق رابطه در را Ẑt = Ŷt − Ŷt−۱ اصلی سری زمانی پیش بینی برای

می دهیم.

نرم افزار عملکرد برای شده تفاضلی داده های سری زمانی نمودار :۲ شکل

نتیجه گیری و بحث ۴

سری های زمانی رفتار گرفت قرار بررسی مورد پژوهش این در که آنچه

نقطه شد بیان مقاله این در که همانطور بود. تغییر نقطه حضور در



۲۷ −۳۱ ص ،۱ شماره ،۲۹ دوره ،۱۴۰۳ سال آماری، ۳۱اندیشه

در بنابراین دهد. تغییر را مدل پارامترهای تمام است ممکن تغییر

فرمول های به کمک گرفتیم. نظر در را پارامتر ۶ با مدلی پژوهش این

پارامترها برآورد توانستیم R نرم افزار در محاسباتی برنامه های و ریاضی

درست نمایی ماکسیمم روش از چون برآوردها این آوریم. بدست را

پایان در هستند. برخوردار خوبی های ویژگی از آمدند بدست شرطی

از بعد و قبل را پارامترها برآورد شده، تفاضلی سری زمانی یک برای

مقادیر می توان شد ارائه که مدلی کمک با آوردیم. بدست تغییر نقطه

کرد. پیشگویی نیز را بعدی
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Abstract:

Time series is a collection of dependent data, which is observed regularly. In time series analysis, there are sometimes

points where the parameters of the model or the distribution of the series change. From a statistical perspective, these points

are referred to as change points. In practice, the number and locations of change points are unknown, and discovering and

identifying them is of great importance, particularly for modeling and forecasting time series. This paper introduces the AR(2)

model in the presence of change points. The parameters of the AR(2) model with a known change point are estimated using

the method of maximum conditional likelihood. Finally, a time series example is used to examine the parameter estimates.
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