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 مرزی لم نیمن پیرسنحالتهای 
@

 2رکن آبادی  الحمید رضاییعبد                1 اخلاقیسعید

 
 
 

 چکیده
 بحرانی آزمون مقدارحالتهای خاص آن که  ، بهتئوری آزمون فرضیه های آماری استبه  پیرسن یکی از اساسی ترین نتایج مربوط علیرغم آنکه لم نیمن     

، عمیق تری از مفاهیم مربوط به این لم اساسی را فراهم می سازد حالتهای مرزی دریافت بررسی این.کمتر پرداخته شده است شود، صفر یا بینهایتمقادیر
 . که در این مقاله مفصلاً  آنرا مورد بحث قرار می دهیم

  بحرانیمقادیر  رض، پرتوان ترین آزمون،ن پیرسون، آزمون های فمنیلم  :واژه های کلیدی
 
 
 مقدمه .1
برای طرح حالتهای خاص مجموعه محدب نقاط خطا در لم نیمن     

پیرسن لازم است در ابتدا تعاریف، مفاهیم و قضایای مربوط به آن را 
 .مطرح کنیم
),...,(فرض کنید

1 XX n
=X  تصادفی نمونهیک n از تایی 

}چگالی با ها خانواده توزیع }Ω∈θθ ,f ،θ10UΩ=Ω  ،؛باشد 
 

 فرضـــیه  بـــرایα ســـطحرا یـــک آزمـــون در  ψ:1-1تعریـــف
Ω∈ 00 θ:H  فرضیه ساده در مقابل θθ 11 =:Hگوییم هرگاه:   

αψθ ≤)(( XE 
∀∋Ωبرای هر

oθ  
≤)(( XψθE 

ψ:2-1تعریف  α سطحدر   )MPآزمون ( پرتوان ترین آزمون را ∗
∋Ω فرضیه برای

oo θ:Hفرضیه ساده در مقابل  
θθ 11 =:H هر آزمون در سطح به ازای  گوییم هرگاهα  ی

H در مقابلoH برای ψ  ماننددیگری 1 
))(())(( XX ψθθ ψ EE

11
≥∗  

 
 

  دانشجوی کارشناسی ارشد، دانشگاه فردوسی مشهد-1
   دانشکده علوم ریاضی و آمار، دانشگاه فردوسی مشهد-2

 

 اکنون فرض کنید 
{ }θθ 1,o=Ω 
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 )پیرسن- نیمن اساسیلم ( 1-1قضیه
  به شکل ψ هر آزمون :الف
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1
)1                          (  

≥>∞به ازای لا اقل یک  ko1  و)( ≤≤ xγo یک آزمون ، 
MPدر سطح α) ))(( Xψα θE o

  آزمودن فرضیه سادهبرای )=

oo θθ =:Hفرضیه ساده در مقابل  θθ 11 =:H است و اگر 
∞=kباشد آزمون  





>
=

=
oo

o

o

o

f

f1
)(xψ )2                               (  

 ر د oH آزمـودن     بـرای  o=αپرتوان تـرین آزمـون در انـدازه         
 . استH1 مقابل
≥≥1به ازاء هر  :ب αo،  آزمونیMP با ) 2(یا ) 1( به شکل
γγ =)(x) γوجود دارد به طوری که) یک ثابت است: 
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αψθ =))(( XE o
 

مگر روی یک (ست  یکتا)2( یا )1(داده شده بوسیله آزمون  :پ
 برای α ، در اندازه MP آزمونی ψ یعنی اگر.)جموعه با اندازه صفرم
oH در مقابل H1 باشد مگر روی ) 2(یا ) 1( باشد باید به شکل

)(,1 طوری که Nمجموعه ای مانند  oo == iNP
iθ در آزمون

ψ نواحی بحرانی ، تصادفی شده و پذیرش به ترتیب به صورت زیر 
 :تعریف می شوند

})(|{})(|{ kC >=== xxxx λψ 1 )3                       (  

})(|{})(|{ kR ==== xxxx λγψ )4(                      
 })(|{})(|{ kA <=== xxxx λψ o )5        (                      

 ، )1( اینک به منظور فهم بهتر لم نیمن پیرسن به بررسی آزمون
مرزی  لم نیمن پیرسن، به ازای مقادیر) الف(معرفی شده در قسمت 

o=k و ∞=k با γγ =)(x می پردازیم. 
γγو o=k  وقتی-1 =)(x آزمون  باشد، در این حالت)1( 

 :تبدیل می شود پیرسن بصورت زیر  معر فی شده در لم نیمن
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
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ψ γ
1 )6                        (  

 
H یا oH با توجه به آنکه یکی از دو فرضیه :1-1نکته  حتما برقرار 1

xf)( یا xof)( لااقل یکی از دو مقدار xاست پس به ازای هر  1 
به . حتما اکیدا مثبت است و هیچگاه هر دو با هم صفر نخواهند بود

 یعبارت دیگر در حالت کل
 

})(|{})(|{ oUoo >>= xxxx ff
1

χ  

 
ooاگر بدانیم  و =)(xfاست آنگاه  
 

})(|{ o>= xx f 1χ  

 
o=)(xfو همچنین اگر بدانیم  1

  است آنگاه
 

})(|{ o
o

>= xx fχ  

ψ نواحی بحرانی و تصادفی شده 1-1 بنابراین طبق نکته γ
 رتیب به ت∗

 :عبارتند از
 

})(&)(|{})(|{ ooo o >≥=>=∗ xxxxx ffC 1λ 
)7(     })(|{})(&|{ oo >=>= ℜ xxxx ffn

11
 

                       
})(&)(|{})(|{ ooo o =>===∗ xxxxx ffR 1λ 

)8(          })(|{})(&|{ oo ==== xxxx ff 11
χ                        

 
ψمدر نتیجه خطای نوع اول و دو γ

  به ترتیب به صورت زیر ∗
 :می باشند

( ) ( )( ) ( )( )oo
oo

o

=+>+
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
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 ∗=∗ XXX λγγθγψγα

θ θPPE
 

( )( ) ( )( )oo
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=+>= XX fPfP 11 θγθ @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@  

     ( )( )o
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>≥ XfP 1θ )9(@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@  

 
( )( ) ( )( )o=−=−= ∗∗ XX λθγψθβ γγ PE
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                                             ( )( )o=−= XfP 11
1 θγ)( 
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11 γ 

o=∗βγو با توجه به اینکه 
ψ است پس توان آزمون  γ

 مساوی یک ∗
ψبنابراین علاوه بر اینکه . است γ

α در سطح MP یک آزمون ∗ γ
∗  

 . در سطح یک نیز می باشدMP است یک آزمون
γγو  k=∞اگر  -2 =)(x فرض شود آزمون) معرفی شده در )1 

 :شود  پیرسن به صورت زیر تبدیل می-لم نیمن
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ψ γ o
)11    (                         

ψه  نواحی قبول و تصادفی شد1-1بنابراین طبق نکته γ به ترتیب 
 :عبارتند از

 
)12(              })(&)(|{})(|{ ooo ≥>=∞<= xxxxx ffA 1λ            

})(|{}&)(|{ oo oo >=ℜ>= xxxx ff n   
                          

)13(             })(&)(|{})(|{ ooo >==∞== xxxxx ffR 1λ               

@@@})(|{}&)(|{ oo oo ==== xxxx ff χ@
 

ψ خطای نوع اول و دومهمچنین γ به ترتیب به صورت زیر  
  :می باشند
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( )( ) ( )( )∞=== XX λθγψθα γγ PE
oo                        )14(  
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( )( ) ( )( )∞=−=−= XX λθγψθβ γγ PE
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                                          )15(  

      
( )( ) ( )( )oo oo >+=−= XX fPfP 11 θθγ)1(

    
             

                                            ( )( )o
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) در این حالت اگرو )( ) ooo >=XfPθ1

، با یک دسته از  باشد
 ، آزمون آزمونهای اندازه صفر روبرو هستیم که در این دسته
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 :به ترتیب عبارتند از  1-1طبق نکته و پذیرش آن بحرانینواحی که 
 

     })(&)(|{})(|{ ooo >==∞== xxxxx ffC 1λ 
@@@)  17(@@@@@@@@@@@@@@})(|{}&)(|{ oo oo ==== xxxx ff χ                              

 
})(&)(|{})(|{ ooo ≥>=∞<= xxxxx ffA 1λ      

    )  18(                     })(|{}&)(|{ oo oo >=ℜ>= xxxx ff n  
 

 )16( بودن آزمون MP اثبات برای .در اندازه صفر است MPآزمون 
H آزمون دیگری در اندازه صفر برای ψ فرض کنیدصفر، دراندازه  o

 
 بنابراین.  باشد H1 درمقابل
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o هنگامی که در نتیجه
o
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o=)(xψ. 

  پس
 

                                       ∫= xxxX dfE )()())((
11

ψψθ @@@@@@@@∫ +=
= }|{

)()(
o

o
f

df
x

xxx 1ψ 

                ∫=
> }{

)()(
o

o
f

df
|x

xxx 1ψ 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@∫
=

=
}|{

)()(
o

o
f

df
x

xxx
1

ψ  

xxxxx
xx

d
ff

d ff )()()(
}|{}|{

111 ∫∫
==

=≤
oo

oo
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 :  در نتیجه
        

                 ))(())(( XX ψθθ ψ
111

EE ≤ 

 .نا مساوی اثبات را کامل می کندو این 
 

 برای ) E( مجموعه نقاط خطای کلیه آزمونهای ممکن  :2-1قضیه
θθ فرضیه ساده oo =:Hفرضیه ساده دیگر  در مقابل 

θθ 11 =:H  

 .ع واحد قرار گرفته مجموعه ای محدب است که داخل مرب: الف
),(شامل نقاط : ب 1o و ),( o1 می باشد  . 
),(نسبت به نقطه : پ

2
1

2
 . متقارن است 1

 .مجموعه ای بسته است: ت

 .یافت] 4[این قضیه را می توان در منبع 
 
 
 خاص مجموعه محدب خطا حالتهای  .2

 به بررسی اشکال مختلف مجموعه  بخش یکبا استفاده ازحال 
به .  خواهیم پرداختمحدب خطا در حالتهای مرزی لم نیمن پیرسن

محدب خطا  حالت متمایز زیر را می توان برای مجموعه پنجطور کلی 
 .  متصور شد بر اساس رفتار آنها در نقاط مرزی
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a d 

f o

f 1

a c b d 

b   c  a@ 

f 0 

f o

 

f 1

a b  

a = c b = d 

β@

α

α α

α

β

β@

β@

β

bİ@éİÔãیbèãìß‹e@یMP|İ‰…@١

d d 

-∞≤a<b≤c<d≤+∞@ -∞≤a<c<b<d≤+∞

-∞≤c<a<b<d≤+∞@

-∞≤a=c<b=d≤+∞@

f o

 
f 1

f 1 f 0  f 1

bİ@éİÔãیbèãìß‹e@ی@MP@|İ‰…@١@

 اشکال مختلف مجموعه محدب نقاط خطا:1شکل

 Xنمودارهای پنجگانه توابع چگالی احتمال متغیر تصادفی پیوسته : 2شکل

 )ت(

E 

E E 

E 

E 

bİ@éİÔãیbèãìß‹e@یMP|İ‰…@١

-∞≤a<c<b<b≤+∞

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

              a  
 
 
 

 
 

           
 

 
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b    c@@@ 

 )الف(

 ) ب (@ ) الف (

 ) ت ( 

)ث(
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∞+≥a<b≤c<d≥∞- وقتیجموعه محدب نقاط خطا م  :4شکل

f 1f o

 

a@ c@ b d 

برای بدست آوردن مجموعه نقاط فوق نیاز به انتخـاب توابـع چگـالی              
H برایمناسب تحت    o

fحال ببینیم تـابع چگـالی       .  داریم H1 و    θ 
Hتحت   o

 چگونه باید انتخاب گردند تا مجموعه های مختلـف   H1 و   
fهـایی کـه بـرای        در هر یک از حالـت       .فوق حاصل شوند   o

f و    1  
رفت فرض می کنیم که تکیه گـاه متغیـر تصـادفی            در نظر خواهیم گ   

تحت   به ترتیب،(c,d) و (a,b) بازه هایی حقیقی به شکل Xپیوسته 
H o

fدر این صورت نمودار توابع چگـالی احتمـال           . باشند H1 و    o
 

fو  . خواهد بود) 2(نمودار   حالت دربه یکی از پنج 1
پی بردن به چگونگی رفتار مجموعه محدب خطا در نقاط مرزی برای 

 خطای دسته لم نیمن پیرسن برای هر یک از موارد فوق باید نقاط
ψ آزمونهای γ

ψ و ∗ γ)  را مورد بررسی قرار )) 11(و ) 6(آزمونهای
 به دلیل تحدب این مجموعه نقاط کافیست وضعیت نقطه اما. دهیم

ψخطای آزمونهای 
∗

o
ψآزمون (  γ

ψو  ) o=γ به ازای ∗ آزمون ( 1
 . را تعیین کنیم)) 16(

ψبررسی وضعیت نقطه خطای آزمونهای  حال به
∗

o
ψو   در هر یک  1

 .از موارد فوق می پردازیم
 
fاگر چگالی  -1 θ تحت H o و H1 به شکل زیر باشد آنگاه نقطه 

ψخطای آزمونهای
∗

o
ψو   به ) 18(و  )17(، )8(، )7(طبق روابط   1

 : ترتیب عبارتند از
  f 1      f o

  
 
 
 

 d  c    b    a  
fنمودار چگالی: 3شکل  f و 0 1   ∞≤a<d≤c<d<b≤+ ∞ M@

( )( ) ( )( )o
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o >== ∗∗ XX fPψE 1θθα @
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==>= <<∏

=

))(( dXcPXfP
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11 11 1  

@@@@@@@@@@@@@( )( ) oo ==== <<∏
=
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=== XX fPE θθ ψα 11 
( )( ) ooo =<<=∏ ==

=
))(( bXaPXfP
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i
i θθ 111
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( )( ) ( )( )oo >=−= XX fPE θψθβ

11 11 1 
 ( )( ) oo

oo o =<<=∏ ==
=

))(( dXcPXfP
nn

i
i θθ1

 

),(بنابراین سه نقطه    oo ،),( 1o  و),( o1        طبق روابـط بـالا و قضـیه ، 
  درE پس شـکل مجموعـه محـدب     .  است Eمتعلق به مجموعه    ،  1-2

 . می باشدزیر به صورت  مرزی برای فرضیه های فوقنقاط
 
 
 
 
 
 
 
f اگر چگالی -2 θ تحت H o و H1 به شکل زیر باشد آنگاه نقطه 

ψی آزمونهایخطا ∗

o  وψ به ) 18( و )17(، )8(، )7( طبق روابط 1
 :عبارتند از ترتیب

 
 
 
 
 
@
 

( )( ) ( )( )o
oo oo >== ∗∗ XX fPψE 1θθα  

    ( )( ) ))(())(( bXcPdXcPXP
nnn

i
if <<<<∏ ==>=

=
θθθ 111

11
o     

>>>>1 است پس c < bو از آنجا که  )( bXcPθooاست . 
( )( ) ( )( )ooo ==−= ∗∗ XX fPψE 111

1 θθβ   

( )( ) oo =<<=∏ =
=

))(( cXaPXfP
nn

i
i θθ 1
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11

 

( )( ) ( )( )oo
oo

=== XX fPE θθ ψα 11   

@@@@@@( )( ) ooo
o

o
=<<=∏ ==

=

))(( dXbPXfP
nn

i
i θθ1@

( )( ) ( )( )oo >=−= XX fPE θψθβ
111 1

1
@

     ( )( ) ))(( bXaPXfP
nn

i
i

<<=∏ >=
=

θθ 111
oo      

     ))(( bXcP
n<<= θ 1

 

 است پس c < b  به دلیل اینکه در اینجا نیز
1

1
<<<< )( bXcPθoاست . 

E 

fنمودار توابع چگالی  :5شکل fو 0 @∞+≥a<c<b<d≥∞- وقتی1
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β

a b d c

α@

a c d@ b 

),(ه ــار نقطــهراین چـــبناب       ))(( oo
bXcP

n<<θ،  ),( o1، 
),( ))(( bXcP

n<<θ1o1 ( و, o(، 2-1طبق روابط بالا و قضیه ،
  نقاط درE پس شکل مجموعه محدب.  استEمتعلق به مجموعه 

 . می باشدزیر به صورت مرزی برای فرضیه های فوق
@

))(( bXcP
n<<θ0@
@
@
@
@
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fنمودار توابع چگالی  :7شکل fو 0 ∞+≥c<a<b<d≥∞- وقتی1
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@∞+≥c<a<b<d≥∞-وقتیجموعه محدب نقاط خطا م :8شکل
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 :به ترتیب عبارتند از

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@f 1                  f o
 

 
 
 
 
 
 

( )( ) ( )( )o
oo oo >== ∗∗ XX fPψE 1θθα  

     
( )( ) ))(( dXcPXfP

nn

i
i

<<∏ =>=
=

θθ oo
o1

1

     

     
1== << ))(( bXaP

n

θo  

( )( ) ( )( )ooo ==−= ∗∗ XX fPψE 111
1 θθβ

 

     
( )( ) oo =∅∈=∏ ==

=
))(( XPXfP

nn

i
i θθ 1

1
11

 
 

( )( ) ( )( )oooo
=== XX fPE θθ ψα 11   

              ( )( ) ooooo
==== ∅∈∏

=
))(( XPXfP

nn

i
i θθ

1
    

  
 

( )( ) ( )( )oo >=−= XX fPE θψθβ
1111 1     

              
( )( ) ))(( bXaPXfP

nn

i
i

<<=∏ >=
=

θθ 1
1

1
oo 

                                        
1

1
=<<= ))(( dXcP

n

θ بنابراین دو نقطه),( 1o و),( o1به مجموعه  متعلقEومجموعه   است
در کند  نمی  را قطعβ  وαنقاط خطا در هیچ نقطه دیگری محور 

  مرزی برای فرضیه های فوق نقاطدر E  شکل مجموعه محدبنتیجه
 .اشد میبزیربه صورت 

 
 
 
 
 

       α   
 
 
 
 مثالها و نکته ها .3

 .اینک به عنوان مثالی از موارد فوق حالتهای زیر را در نظر بگیرید
1-),(~: 1oo UXH  در مقابل  ),(~: 211 UXH 
2-),(~: 1oo UXH  در مقابل),(~:
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UXH o درمقابل),(~: 11 oUXH 

5- ),(~: 1oo UXH  در مقابل  ),(~: 111 NXH 
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 .صورت زیر می باشد
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 متناظر با آن به صورت Eه ــبنابراین مجموع.  است7منطبق بر شکل
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f و توابع چگالی Eنمودار مجموعه  :15شکل θ3(مثال تحت فرضیه های(

f و توابع چگالی Eنمودار مجموعه  :16شکل θ4( تحت فرضیه های مثال( 

f و توابع چگالی Eنمودار مجموعه  :17شکل θ 5( تحت فرضیه های مثال(
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a = c b = d 

fنمودار توابع چگالی   :18شکل  o
f و ff  با احتمال یک وقتی1 1=o 

@١  @

١  β

ff  با احتمال یک فرض کنید :1-3نکته 1=o، 
    با احتمال یک                                                                 

 
 
 
 
 
 

ffHدر این صورت مجموعه محدب نقاط خطا برای فرضیه  oo =: θ 
ffH در مقابل o=: θ1، اطـخط واصل بین نق ),( 1o و),( o1 در 

 :شکل زیر است
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@
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@@@@@@@@@@@@@@@@@@α@
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γψزیرا طبق لم نیمن پیرسن ،آزمون  =∗ )(x به ازای 
≥≥1هر γo ، آزمونMP در سطح γ برای H o در مقابل H1 

 را 2-1قابل ذکر است مجموعه محدب فوق تمام شرایط قضیه .است
Hداراست و همچنین هر آزمون، برای  o در مقابل H1، MP در 

در تمام   با شد ومی ) اندازه آزمون مورد نظر استαکه  (αسطح 
βαاین آزمونها   .است 1=−

  Eمساحت مجموعه نقاط : 2-3نکته
fبا میزان انطباق  :الف o و f  . رابطه معکوس دارد1

 .با حجم نمونه رابطه مستقیم دارد :ب
ری در مساحت در دو حالت زیر حجم نمونه هیچگونه تاثی: 3-3نکته

 . نداردEمجموعه نقاط 
ff با احتمال یک :الف 1=o. زیرا نقطه خطای آزمونهای آن به حجم

 .نمونه بستگی ندارد
f تحت Xتکیه گاه  :ب o و f   مجزا باشند با احتمال یک 1
 کل مربع واحد را Eزیرا در این صورت مجموعه  ).لف ا -٢شکل(

 .شامل می شود
)اگر : 4-3نکته )( ) 1

1
=> oo XfPθ باشد، باید تغییراتی در صورت 

لم نیمن پیرسن اعمال کنیم تا به بهترین و ساده ترین شکل ممکن 
، در لم نیمن پیرسن )الف(در این حالت کافیست فقط قسمت . در آید

 را به صورت زیر بازنویسی کنیم؛
  به شکل ψن هر آزمو: الف
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  آزمودن فرضیه سادهبرای )=
θθ oo =:Hفرضیه ساده در مقابل  θθ 11 =:Hاست . 
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