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مدل در پارامتري بوت�استرپ و تقریبی آزادي درجۀ آزمون دو مقایسۀ
ناهمگن نامتعادل دوطرفۀ واریانس تحلیل
بهبودیان3 جواد و کوپائی2 خراتی محمود برومندي1، فهیمه

1395/2/12 دریافت: تاریخ
1395/8/1 پذیرش: تاریخ

چکیده:
از پاسخ، متغیر روي عامل دو اثر بررسی براي باشد، برقرار واریانس�ها برابري فرض دوطرفه واریانس تحلیل مدل در چنانچه
براي اخیر، سال�هاي در نیست. برقرار واریانس�ها برابري فرض کاربردي، مسائل اکثر در اما می�شود. استفاده کلاسیک F آزمون
آزمون دو معرفی ضمن مقاله این در است. شده پیشنهاد مختلفی آزمون�هاي واریانس�ها، نابرابري حالت در عامل�ها اثر بررسی
مورد اول نوع خطاي و توان نظر از را آزمون دو این عملکرد شبیه�سازي، مطالعۀ با پارامتري، بوت�استرپ و تقریبی آزادي درجۀ
نظر از و دارند خوبی عملکرد اول نوع خطاي کنترل در آزمون دو هر که می�دهد نشان شبیه�سازي نتایج می�دهیم. قرار ارزیابی
زمان�بر بوده، شبیه�سازي اساس بر پارامتري بوت�استرپ روش محاسبات، لحاظ از دارند. یکدیگر با ناچیزي اختلاف آزمون، توان

است. ساده�تر عمل در استفاده لحاظ از تقریبی آزادي درجۀ روش که حالی در ماست؛
T-هتلینگ. ٢ توزیع تقریبی، آزادي درجۀ پارامتري، بوت�استرپ ناهمگن، دوطرفۀ واریانس تحلیل کلیدي: واژه�هاي

خانه�ها در نمونه اندازة افزایش با که هنگامی ،٠٫ ٠۵ معنی�داري
کمتر F آزمون خطاي اندازة یابد، افزایش نیز خانه�ها واریانس
واریانس خانه�ها در نمونه اندازة افزایش با که هنگامی و ٠٫ ٠۵ از
است. ٠٫ ٠۵ از بیشتر F آزمون خطاي اندازة یابد، کاهش خانه�ها
آزمون که است این می�شود مطرح که سؤالی ترتیب این به
ناهمگن نامتعادل دوطرفۀ واریانس تحلیل مدل براي مناسب
سال�هاي در پیشنهادي آزمون�هاي مرور به ادامه در است؟ کدام

می�پردازیم. اخیر

پیشنهاد تقریبی آزمون�هایی یک هر [4] یوهانسن و [3] جیمز
یوآن و یاناگی�هارا به�وسیلۀ ارائه�شده مطالب طبق که کردند
اول نوع خطاي آزمون دو این ،[5] لو و کریشنامورتی و [9]
تعمیم به [8] ویلکاکس این بر علاوه نمی�کنند. کنترل را
شبیه�سازي، اساس بر [6] کراچکف پرداخت. جیمز آزمون
آزمون [1] ویراهاندي و آناندا کرد. معرفی تقریبی آزمونی
کردند. ارائه تعمیم�یافته p-مقدار مفهوم اساس بر تعمیم�یافته F

مقدمه 1

روي عامل دو اثر بررسی براي دوطرفه واریانس تحلیل مدل
در گسترده به�طور مدل این می�رود. کار به پاسخ متغیر
کاربرد آزمایشگاهی علوم فیزیکو فیزیولوژي، زیست�شناسی،
اندازة که هنگامی دوطرفه واریانس تحلیل مدل یک در دارد.
واریانس�ها برابري فرض و برابر جدول خانه�هاي در نمونه
آزمون از عامل دو اثرهاي معنی�داري بررسی براي باشد برقرار
شده داده نشان آماري متون در می�شود. استفاده کلاسیک F

لیمان دارد مطلوبی خواص شرایط این در F آزمون که است
برابري فرض که حالتی در داد نشان [2] فوجیکوشی .[7]
نباشد، یکسان خانه�ها در نمونه اندازة اما باشد برقرار واریانس�ها
مسائل اکثر در اما دارد. خوبی عملکرد همچنان F آزمون
این در نیست. برقرار واریانس�ها همگنی فرض کاربردي،
باعث و نمی�کند کنترل را اول نوع خطاي F آزمون شرایط،
سطح در داد نشان [10] ژانگ می�شود. گمراه�کننده�اي نتایج

شیراز دانشگاه دکتري، دانشجوي 1

شیراز دانشگاه آمار، گروه دانشیار 2

شیراز دانشگاه آمار، گروه استاد 3 [
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k = براي است. دسترس در nijتایی تصادفی نمونه تیماري،
داده نشان yijk با تصادفی نمونۀ مشاهدات ١, ٢, · · · , nij

مدل از که می�شود

yijk = µij + ϵijk, ϵijk ∼ N(٠, σ٢
ij),

i = ١, ...a; j = ١, ...b; k = ١, ..., nij (1)

و میانگین به�ترتیب σ٢
ij و µij آن در که می�کند، پیروي

میانگین ثابت، اثر با مدل در تیماري�اند. ترکیب واریانسijامین
به�صورت تیماري ترکیب ijامین

µij = µ+ αi + βj + γij (2)

عامل iام سطح اصلی اثر αi کل، میانگین µ آن در که است،
iام سطح بین متقابل اثر γij ، B عامل jام سطح اصلی اثر βj ،A
می�توان نتیجه در می�دهد. نشان را B عامل jام سطح و A عامل

به�صورت را مدل

yijk = µ+ αi + βj + γij + ϵijk; ϵijk ∼ N(٠, σ٢
ij) (3)

نیازمند و شناسایی�ناپذیرند پارامترها این همۀ کرد. بازنویسی
wij = وزن�هاي از دنباله�اي کنید فرض هستند. شناسایی a∑شرایط

i=١ ui = و مثبت vj و ui آن در که باشد دسترس در uivj

شناسایی شرایط است. ∑b
j=١ vj = ١

a∑
i=١

wiαi = ٠

b∑
j=١

w.jβj = ٠

a∑
i=١

wijγij = ٠, j = ١, ٢, ..., b− ١

b∑
j=١

wijγij = ٠, i = ١, ٢, ...a− ١ (4)

و wi. =
∑b

j=١ wij آن در که بگیرید، نظر در را
است. w.j =

∑a
i=١ wij

ترکیب ijامین واریانس و میانگین نااریب برآوردگر�هاي
برابرند و می�شوند داده نشان σ̂٢

ij و µ̂ij با به�ترتیب تیماري

کنترل را اول نوع خطاي گرچه آزمون، سه این از یک هر
زمان�بر و پیچیده اجرا براي و است شبیه�سازي اساس بر می�کند،
کرد ارائه تقریبی آزادي درجۀ با آزمونی [10] ژانگ است.
تحت آزمون این آمارة می�شود. نامیده 4ADF به�اختصار که
از یکی فقط که است F توزیع داراي تقریبی به�طور فرضصفر
مشاهدات اساس بر ساده رابطه از استفاده با آن آزادي درجه�هاي
تحت اینکه جمله از دارد مزایایی ADF آزمون می�شود. برآورد
آزمون�هاي همۀ می�توان و است ناوردا ỹijk = λyijk+θ تبدیل
متقابل اثر ثابت، اثر نظیر واریانسدوطرفه تحلیل مدل به مربوط
با [10] ژانگ داد. انجام آن به�وسیلۀ را مقابله5 آزمون�هاي و
نظر از ADF آزمون داد نشان شبیه�سازي مطالعات از استفاده
عمل کلاسیک F آزمون از بهتر تجربی توان و اول نوع خطاي

می�کند.
ارائه پارامتري بوت�استرپ روش با آزمونی [11] همکاران و ژو
خطاي نرخ آن در و می�شود نامیده 6PB به�اختصار که کردند
کارلویی مونته شبیه�سازي از استفاده با آزمون توان و اول نوع
مطالعات از استفاده با [11] همکاران و ژو است. شده برآورد
نوع خطاي و توان نظر از PB آزمون که دادند نشان شبیه�سازي

می�کند. عمل تعمیم�یافته F آزمون از بهتر اول
است. نشده انجام PB و ADF آزمون دو بین مقایسه�اي تاکنون
دو عملکرد شبیه�سازي، مطالعات از استفاده با مقاله این در
توان و اول نوع خطاي نرخ نظر از را PB و ADF آزمون
ضمن ابتدا در 2 بخش در می�دهیم. قرار ارزیابی مورد آزمون
PB و ADF آزمون دو دوطرفه، واریانس تحلیل مدل معرفی
دو عملکرد شبیه�سازي، مطالعۀ با 3 بخش در می�شوند. معرفی
انتها، در می�شود. ارزیابی اول نوع خطاي و توان نظر از آزمون

یافت. خواهد اختصاص نتیجه�گیري و بحث به 5 بخش

آزمون�ها معرفی 2
که را B و A عامل�هاي با دوطرفه واریانس تحلیل مدل
بگیرید. نظر در هستند سطح b و a داراي به�ترتیب یک هر
براي کنید فرض است. ab تیماري ترکیب�هاي کل تعداد
ترکیب ijامین در j = ١, ٢, · · · , b و i = ١, ٢, · · · , a

4 approximate degree of freedom
5 contrast
6 parametric bootstrap [
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ADF آزمون 1.2
به�صورت متقابل اثر معنی�داري بررسی در ADF آزمون آمارة

T = (Cabµ̂)
T (CabΣ̂CT

ab)
−١(Cabµ̂) (8)

به�صورت Σ̂ و µ̂ آن در که است،

µ̂ = [µ̂١١, ..., µ̂١b, ..., µ̂a١, ..., µ̂ab]
T

Σ̂ = diag(σ̂٢
١١.n١١, ..., σ̂

٢
١b.n١b, ..., σ̂

٢
a١.na١, ..., σ̂

٢
ab.nab)

فرض تحت که است اساس بر این ADF آزمون واقع در است.
درجه�هاي با هتلینگ -T ٢ توزیع وسیلۀ به T آمارة توزیع صفر،

رابطۀ از d̂ که می�شود زده تقریب d̂ و q آزادي

d̂ =
q(q+١)

٢∑a
i=١
∑b

j=١(nij − ١−(١δ̂٢
ij

(9)

δ̂ij =
σ̂٢
ij

nij
CT

ij(CabΣ̂CT
ab)

−١Cij ; آن در که می�آید، دست به
ترتیب این به است. Cab ماتریس ستون ,i)امین j) ،Cij و

داریم: تقریبی به�طور

(d̂− q + ١)T
qd̂

∼ F(q,d̂−q+١). (10)

باشیم: داشته که می�شود رد هنگامی صفر فرض نتیجه در

(d̂− q + ١)T
qd̂

> F(q,d̂−q+١)(α). (11)

PB آزمون 2.2
مدل�هاي از نمونه�گیري شامل پارامتري بوت�استرپ روش
پارامترهاي مدل از نمونه آمارة یا نمونه�ها که است شده برآورد
بررسی براي می�شوند. تولید برآوردشان با جایگزین�شده
الگوریتم پارامتري بوت�استرپ به�روش متقابل اثر معنی�داري

می�شود: اجرا زیر

،µ̂ = [µ̂١١, µ̂١٢, ..., µ̂ab]
T معلوم بردارهاي براي ابتدا در .1

r = [n١١, n١٢, ..., nab] و σ̂ = [σ̂٢
١١, σ̂

٢
١٢, ..., σ̂

٢
ab]

رابطۀ از s̃١ مشاهده�شدة مقدار

s̃١ =µ̂Σ̂
− ١

٢ (I− Σ̂
− ١

٢ x(xT Σ̂
−١

x)−

× xT Σ̂
− ١

٢ )Σ̂
− ١

٢ µ̂ (12)

با

µ̂ij = n−١
ij

nij∑
k=١

yijk,

σ̂٢
ij = (nij − ١−(١

nij∑
k=١

(yijk − µ̂ij)
٢. (5)

که کنیم آزمون علاقه�مندیم دوطرفه واریانس تحلیل مدل در

H٠A : α١ = α٢ = · · · = αa = ٠,

H٠B : β١ = β٢ = · · · = βb = ٠,

HOAB : γ١١ = · · · = γ١b = · · · = γa١ = · · · = γab = ٠.

(6)

متقابل اثر عدم سوم فرضیۀ و اصلی اثر عدم اول، فرضیۀ دو که
،u بردارهاي گرفتن نظر در با می�کند. بررسی را عامل دو بین

به�صورت µ و v

u = [u١, u٢, ..., ua]
T ,

v = [v١, v٢, ..., vb]
T ,

µ = [µ١١, ..., µ١b, ..., µa١, ..., µab]
T

در را بالا فرضیه�هاي ،(4) شناسایی شرایط به توجه با و
به�صورت می�توان ماتریسی نماد�گذاري

H٠A : Caµ = 0,
H٠B : Cbµ = 0,
H٠AB : Cabµ = 0 (7)

آن در که نمود، بازنویسی

Ca =(Ia−١,−1a−١)[(Ia − 1au
T )⊗ vT ]

Cb =(Ib−١,−1b−١)[u
T ⊗ (Ib − ١bv

T )]

Cab =[Ia−١,−1a−١)(Ia − 1au
T )]

⊗ [(Ib−١,−1b−١)(Ib − 1bv
T )]

مؤلفه�هاي با بعدي r بردار 1r ،r مرتبۀ همانی ماتریس Ir و
به فقط ادامه در است. کرونکر ضرب نماد ⊗ و 1 با برابر
اثر معنی�داري بررسی در PB و ADF آزمون آمارة معرفی

می�پردازیم. ] متقابل
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آزمون توان مقابل فرض تحت است غیرصفر γ که هنگامی و
آزمون محاسبات در که است ذکر شایان می�شود. محاسبه
vj = ١

b و ui = ١
a یعنی برابر، وزن�هاي دنبالۀ از ADF

فرایند، مونته�کارلویی شبیه�سازي تکرار بار 10000 با و استفاده
PB آزمون در است. شده برآورد توان و اول نوع خطاي
معنی�داري سطح براي می�بریم. به�کار را دو�مرحله�اي شبیه�سازي
تکرار بار 5000 با ،γ و σ2 ،nپارامترهاي مختلف ترکیبات و α
رابطۀ در s̃١ و تولید σ̂٢ µ̂ بردار بار، هر مونته�کارلو، شبیه�سازي
می�شود. محاسبه شده تولید بردارهاي از یک هر براي (12)
بوت�استرپ تکرار بار 10000 با s̃١ها از یک هر براي سپس
قسمت در شده ذکر مراحل به توجه با مقدار -p ،(B = ١٠٠٠٠)
میانگین شبیه�سازي، تکرار بار 5000 این در می�شود. برآورد قبل
می�باشد، α معنی�داري سطح از کمتر مقدار -p که دفعاتی تعداد
خطاي نرخ به�ترتیب است، غیرصفر یا صفر γ که هنگامی
است ذکر شایان می�شود. برآورد تجربی توان و اول نوع تجربی
شده گرفته نظر در ٠٫ ٠۵ معنی�داري سطح آزمون دو هر در که
دو تجربی توان و اول نوع خطاي مقدار 1 جدول در است.
و n پارامترهاي مختلف ترکیبات براي PB و ADF آزمون
و (a = ۴ و b = ۴) ،(a = ٢ و b = ٣) که هنگامی σ٢

است ذکر شایان است. شده محاسبه است (a = ۶ و b = ٣)
می�شود. تکرار بار r که است برداري نشان�دهندة wr که

n١ = (١۵, ١۵, ٢٠, ٢٠, ٢۵, ٢۵);

n٢ = (١۵, ١٨, ٢١, ٢۴, ٢٧, ٣٠);

n٣ = (۴, ٨, ١٢, ٢٠)۴;

n۴ = (١١, ١١, ١١, ١١)۴;

n۵ = (١۵, ١۵, ١۵, ١۵, ١۵, ١۵, ٢٠, ٢٠, ٢٠, ٢٠, ٢٠, ٢٠,

٢۵, ٢۵, ٢۵, ٢۵, ٢۵, ٢۵);

n۶ = (١۵, ١۶, ١٧, ١٨, ١٩, ٢٠, ٢١, ٢٢, ٢٣, ٢۴, ٢۵,

٢۶, ٢٧, ٢٨, ٢٩, ٣٠, ٣١, ٣٢);

σ٢
١ = (٠, ١, ٠, ٢, ٠, ٣, ٠, ۴, ٠, ۵, ١);

σ٢
٢ = (٠, ٣, ٠, ٩, ٠, ۴, ٠, ٧, ٠, ۵, ١);

σ٢
٣ = (١, ١, ١, ١)۴;

σ٢
۴ = (۴, ٣, ٢, ١)۴;

σ٢
۵ = (٠, ١, ٠, ١, ٠, ٢, ٠, ٢, ٠, ٣, ٠, ٣, ٠, ۴, ٠, ۴,

وارون نشان�دهندة x− آن در که می�آوریم، دست به
هستند: زیر به�صورت x و Σ̂ و است x تعمیم�یافتۀ

Σ̂ = diag(σ̂٢
١١.n١١, σ̂

٢
١٢.n١٢, ..., σ̂

٢
ab.nab)

x = (1ab, Ia ⊗ 1b,1a ⊗ Ib)

σ̂٢∗
ij ∼ σ̂٢

ijX
٢
nij−١.(nij − ١) و µ̂∗

ij ∼ N(٠, σ̂٢
ij .nij)سپس .2

به�صورت (12) رابطۀ مشابه را s̃∗١ و تولید را

s̃∗١ = µ̂∗T

Σ̂
∗− ١

٢
x(xT Σ̂

∗−١

x)−xT Σ̂
∗− ١

٢
)Σ̂

∗− ١
٢
µ̂∗ (13)

µ̂∗ = [µ̂∗
١١, µ̂

∗
١٢, ..., µ̂

∗
ab]

T آن در که می�آوریم دست به
است. σ̂∗ = diag(σ̂٢∗

١١ .n١١, ..., σ̂
٢∗
١b .nab) و

دست به s̃∗I١, ..., s̃
∗
IB و می�کنیم تکرار بار B را 2 مرحلۀ .3

می�آید.

. −مقدار̂ p = (s̃∗Ib > s̃I ; b = ١, ..., B).B .4

شبیه�سازي مطالعۀ 3
آزمون دو عملکرد شبیه�سازي، مطالعات اساس بر بخش، این در
آزمون توان و خطا نرخ ملاك دو از استفاده با PB و ADF

می�گیرند. قرار مقایسه مورد متقابل، اثر معنی�داري بررسی براي
بلکه نیست؛ مستقیم داده�هاي تولید به نیازي منظور، این براي
واریانس و میانگین تیماري، ترکیب هر در است کافی فقط
از استفاده با PB و ADF آزمون دو هر زیرا شود؛ تولید نمونه
می�شوند. اجرا تیماري ترکیب�هاي در نمونه واریانس و میانگین
n = به�صورت نمونه اندازة بردار مختلف ترکیبات براي
µ = [µ١١, µ١٢, ..., µab]

T میانگین بردار ،[n١١, n١٢, ..., nab]

اختیار در که σ٢ = [σ٢
١١, σ

٢
١٢, ..., σ

٢
ab] واریانس بردار و

µ̂ = خانه�ها، در نمونه واریانس و میانگین بردار است،
به�گونه�اي ،σ̂٢ = [σ̂٢

١١, σ̂
٢
١٢, ..., σ̂

٢
ab] و [µ̂١١, µ̂١٢, ..., µ̂ab]

T

σ̂٢
ij ∼ و µ̂ij ∼ N(µij , σ

٢
ij .nij) آن�ها در که می�شوند تولید

و (2) رابطۀ به توجه با است. (σ٢
ij .(nij − ١))X٢

nij
− ١

بدون هستند، مکانی ناورداي PB و ADF آزمون دو این�که
که است، شده داده قرار µij = γij مسئله، کلّیت دادن دست از
میانگین�ها مجموعۀ ،γ = (γ١١, ..., γab) که هنگامی درنتیجه
برقرار صفر فرض باشد صفر تصادفی، داده�هاي تولید براي
آورد دست به را اول نوع تجربی خطاي نرخ می�توان و ] است
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و ٠٫ ٣٨۵ با برابر به�ترتیب است، γ = ٢γ٢ که هنگامی ،PB
به�ترتیب آزمون و توان ٣γ٢ به ٢γ٢ تغییر با که می�باشد ٠٫ ٣۶۴

می�کند. تغییر ٠٫ ٨٣٠ و ٠٫ ٨١۶ به
آزمون دو هر که درمی�یابیم 1 جدول به توجه با کلی، حالت در
توان نظر از و می�کنند کنترل به�خوبی را خطا PB و ADF

دارند. یکدیگر با ناچیزي اختلاف

نتیجه�گیري و بحث 4
هنگامی نامتعادل، دوطرفۀ واریانس تحلیل مدل در مقاله این در
آزمون دو معرفی به نیست برقرار واریانس�ها برابري فرض که
اثر معنی�داري بررسی براي بوت�استرپ و تقریبی آزادي درجۀ
هر که شد ملاحظه شبیه�سازي مطالعۀ در شد. پرداخته متقابل
کنترل به�خوبی را اول نوع خطاي PB و ADF آزمون دو
توان دارند. ناچیزي اختلاف آزمون، توان نظر از و می�کنند
و تیماري ترکیب�هاي در نمونه اندازة افزایش با آزمون دو هر
می�یابد افزایش تصادفی داده�هاي تولید براي میانگین�ها مجموعۀ
توان تیماري، ترکیب�هاي در واریانس افزایش با همچنین و
روش با محاسبات لیکن است. کاهش به رو آزمون دو هر
است؛ زمان�بر بوده، شبیه�سازي اساس بر پارامتري بوت�استرپ
به�دلیل آزادي درجۀ تقریب روش با محاسبات که حالی در
بنابراین می�یابد. سرعت و می�شود ساده تقریب از استفاده
می�شود. توصیه عمل در آزادي درجه تقریب روش از استفاده

٠, ۵, ٠, ۵, ٠, ۶, ٠, ۶, ٠, ٧, ٠, ٧, ٠, ٨, ٠, ٨, ٠, ٩, ١);

σ٢
۶ = (٠, ٩, ٠, ٨, ٠, ٧, ٠, ۶, ٠, ۵, ٠, ۴, ٠, ٣, ٠, ٢, ٠, ٢(١;

γ١ = (٠, ٠−,٠, ١, ٠, ١, ٠, ٢, ٠, ۴);

γ٢ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠−,٠, ٠−,١, ١, ٠, ١, ٠, ١, ٠, ٢, ٠, ٢, ٠,

٣, ٠, ٣, ٠, ۴, ٠, ۴, ٠, ۵, ٠, ۵, ٠, ۶, ٠, ۶, ٠, ٧, ٠, ٧).

ترکیب�هاي در نمونه اندازة افزایش با ،1 جدول به توجه با
است. افزایش به رو PB و ADF آزمون دو هر توان تیماري،
γ = ٢γ١ پارامترهاي براي (a = ٢ و b = ٣) در مثال به�عنوان
اندازة که هنگامی PB و ADF آزمون دو توان ،σ٢ = σ٢

١ و
با که می�باشد ٠٫ ۶٩٩ و ٠٫ ۶٩۴ با برابر به�ترتیب است n١ نمونه
٠٫ ٧۶٢ و ٠٫ ٧۶٢ به به�ترتیب آزمون دو توان n2 به n1 تغییر
ترکیب�هاي در واریانس افزایش با همچنین می�یابد. افزایش
است. کاهش به رو PB و ADF آزمون دو هر توان تیماري،
γ = ٣γ٣ پارامترهاي براي (a = ۶ و b = ٣) در مثال براي
بردار که هنگامی PB و ADF آزمون دو توان ،n = n۶ و
می�باشد، ٠٫ ٩۵٧ و ٠٫ ٩۵۶ با برابر به�ترتیب است σ٢

۵ واریانس
و ٠٫ ۶۴٢ به به�ترتیب آزمون دو توان σ٢

۶ به σ٢
۵ تغییر با که

مجموعه ،γ افزایش با این بر علاوه می�یابد. کاهش ٠٫ ۶٣٨

آزمون دو هر توان تصادفی، داده�هاي تولید براي میانگین�ها
براي (a = ۴ و b = ۴) در مثال به�عنوان می�یابد. افزایش نیز
و ADF آزمون دو توان ،n = n٣ و σ٢ = σ٢

۴ پارامترهاي
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PB و ADF آزمون دو تجربی توان و اول نوع خطاي مقدار .1 جدول
a = ٢ و b = ٣

γ١ = (γ١١, ..., γ٢٣)

n σ٢ Test 0 γ١ ٢γ١ ٣γ١

n١ σ٢
١ ADF ٠٫ ٠۴٩ ٠٫ ٢١۴ ٠٫ ۶٩۴ ٠٫ ٩٧٠

PB ٠٫ ٠۵٢ ٠٫ ٢١٠ ٠٫ ۶٩٩ ٠٫ ٩۶۵

σ٢
٢ ADF ٠٫ ٠۴٩ ٠٫ ١۶٧ ٠٫ ۵۵٠ ٠٫ ٩٠٢

PB ٠٫ ٠۵۵ ٠٫ ١۶٢ ٠٫ ۵۵۴ ٠٫ ٨٩٨

n٢ σ٢
١ ADF ٠٫ ٠۵٢ ٠٫ ٢۴٠ ٠٫ ٧۶٢ ٠٫ ٩٨٧

PB ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ٢۴۶ ٠٫ ٧۶٢ ٠٫ ٩٨٢

σ٢
١ ADF ٠٫ ٠۵١ ٠٫ ١٨۶ ٠٫ ۶١۴ ٠٫ ٩٣٣

PB ٠٫ ۵٠ ٠٫ ١٨۴ ٠٫ ۶١٨ ٠٫ ٩٣١

a = ۴ و b = ۶

γ٢ = (γ١١, ..., γ۴۴)

n σ٢ Test 0 γ٢ ٢γ٢ ٣γ٢

n٣ σ٢
٣ ADF ٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ١٧١ ٠٫ ٧١٣ ٠٫ ٩٨٨

PB ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ١۶٢ ٠٫ ۶٩٨ ٠٫ ٩٨٨

σ٢
۴ ADF ٠٫ ٠۵١ ٠٫ ١١۵ ٠٫ ٣٨۵ ٠٫ ٨٣٠

PB ٠٫ ٠۴۴ ٠٫ ٩۶ ٠٫ ٣۶۴ ٠٫ ٨١۶

n۴ σ٢
٣ ADF ٠٫ ٠۴٨ ١٨٠ ٠٫ ۶٩۴ ٠٫ ٩٨٠

PB ٠٫ ۴۴ ٠٫ ١٧۶ ٠٫ ۶٨٩ ٠٫ ٩٧٨

σ٢
۴ ADF ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ١٢۵ ٠٫ ۴٧٠ ٠٫ ٨٨٠

PB ٠٫ ٠۴٧ ٠٫ ١١٩ ٠٫ ۴۶۴ ٠٫ ٨٧٠

a = ٢ و b = ٣

γ٣ = (γ١١, ..., γ۶٣)

n σ٢ Test 0 γ٣ ٢γ٣ ٣γ٣

n۵ σ٢
۵ ADF ٠٫ ٠۵۴ ٠٫ ١٢۵ ٠٫ ۵٢٧ ٠٫ ٩١٠

PB ٠٫ ٠۵٢ ٠٫ ١٣۶ ٠٫ ۵٣٠ ٠٫ ٩١٣

σ٢
۶ ADF ٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ٠٨٨ ٠٫ ٢۴٨ ٠٫ ۵۶۶

PB ٠٫ ٠۵١ ٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ٢۴٧ ٠٫ ۵٧٢

n۶ σ٢
۵ ADF ٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ١۶٣ ٠٫ ۶٠۶ ٠٫ ٩۵۶

PB ٠٫ ٠۴۵ ٠٫ ١۵٣ ٠٫ ۵٩۶ ٠٫ ٩۵٧

σ٢
۶ ADF ٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ٠٩٧ ٠٫ ٢٩٣ ٠٫ ۶۴٢

PB ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ٠٨٩٨ ٠٫ ٢٨٩ ٠٫ ۶٣٨
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