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چکیده:
از استفاده با سپس می�آید. دست به دوم درجۀ زیان تابع تحت دوپارامتري نمایی توزیع پارامترهاي E-بیزي برآورد مقاله این در

می�شوند. مقایسه بیزي برآوردهاي با پارامترها E-بیزي برآورد مونته�کارلو شبیه�سازي
مونته�کارلو. شبیه�سازي E-بیزي، برآورد دوپارامتري، نمایی توزیع کلیدي: واژه�هاي

پارامتر، فضاي روي پارامتر تغییرات حوزة بودن وسیع گاهی
بر بنا می�شود. مقایسه معیارهاي بزرگشدن و افزایشخطا باعث
مهمی نقش پارامتر، فضاي روي مناسب پیشین توزیع تعریف این
گرفتن نظر در با رو این از دارد. مقایسه معیارهاي کاهش در
دوپارامتري نمایی توزیع پارامترهاي براي مناسب پیشین توزیع

احتمال چگالی تابع با

f(x;α, β) = βe−β(x−α), x > α, α ∈ R, β > ٠ (1)

پیشین، توزیع� پارامترهاي ابر روي خاص شرایطی اعمال و
نامیده E-بیزي برآورد اختصار به که انتظار مورد بیزي برآورد
کارا شرایطی تحت یا کارا می�تواند که می�آید �دست به می�شود
شده معرفی [7] توسط که E-بیزي برآورد روش از اخیراً باشد.
توزیع نسبت پارامتر برآورد و نمایی توزیع پارامتر برآورد براي
توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارامتر برآورد ،([8 ،7]) دوجمله�اي
([9]) دوم نوع فزآیندة� سانسور نمونه�هاي اساس بر 12 نوع بور
است. شده کمکگرفته ([14]) پاسکال توزیع پارامتر برآورد و
پارامترهاي E-بیزي برآورد 1.1 تعریف به�کمک مقاله این در
زیان تابع تحت 1 احتمال چگالی تابع با دوپارامتري نمایی توزیع
به�کمک سوم بخش در می�آید. دست به دوم بخش در دوم درجۀ
چگالی تابع پارامترهاي E-بیزي برآورد مونته�کارلو، شبیه�سازي
هم چهارم بخش می�شود. مقایسه بیزي�شان برآورد با 1 احتمال

است. شده داده اختصاص مقاله نتایج به

مقدمه 1
زمینه�هاي در متعددي کاربردهاي داراي دوپارامتري نمایی توزیع
اعتماد، قابلیت در همچنین است. کشاورزي و داروسازي شیمی،
ضمانت مدت به�عنوان دوپارامتري نمایی توزیع مکان پارامتر
عمر طول متوسط به�عنوان مقیاس پارامتر و الکتریکی قطعۀ
دورة مکان، پارامتر زیست�شناسی، مطالعات در می�شود. استفاده
مدت بر علاوه بیماري زمان مدت مقیاس، پارامتر و بیماري پنهان
پارامترهاي برآورد این بر بنا می�شود. نامیده بیماري پنهان زمان
پارامترهاي برآورد به بسیاري محققان دارد. بسزایی اهمیت آن
که پرداخته�اند مختلف �روش�هاي به دوپارامتري نمایی توزیع
کرد. اشاره [12 ،10 ،5 ،4 ،3 ،1] مانند آن�ها از برخی به می�توان
سپس شده، تعریف E-بیزي برآورد روش ابتدا در مقاله این در
برآورد روش این به�کمک دوپارامتري نمایی توزیع پارامترهاي

می�شود.

b پیشین توزیع h(b) و θ بیزي برآورد θ̂B(b) اگر .1.1 تعریف
می�شود تعریف زیر به�صورت θ E-بیزي برآورد آن�گاه باشد،

θ̂EB =

∫
Λ

θ̂B(b)h(b)db = Eb(θ̂B), b ∈ Λ.

در E-بیزي برآورد که است واضح 1.1 تعریف به توجه با
است. θ̂B(b) یعنی ،θ پارامتر بیزي برآورد ریاضی امید واقع
توزیع�هاي پارامترهاي برآورد براي مختلفی روش�هاي دیرباز از
مبتنی بیزي روش برآورد، روش�هاي از است. �شده ارائه آماري
فضاي روي آنها معقول انتخاب که است پیشین توزیع�هاي بر
دارد. بیزي پسین برآوردگر کاهشخطاي در نقشمهمی پارامتر،

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه آمار ] 1گروه
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 a

nd
is

he
ye

am
ar

i.i
rs

ta
t.i

r 
on

 2
02

5-
05

-1
3 

] 

                               1 / 5

https://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-457-fa.html


شهرستانی زاده یعقوب شهرام دو�پارامتري نمایی توزیع پارامترهاي E-بیزي 84برآورد

می�آید. دست به زیر به�صورت β و α توأم پیشین توزیع این بر بنا

π(α, β) = b١b٢e
−(αb١+βb٢) (6)

نمایی توزیع از X = (X١, ..., Xn) تصادفی نمونۀ� اساس بر
توزیع ،6 رابطۀ به توجه با و 1 احتمال چگالی تابع با دوپارامتري

آید. می دست به زیر به�صورت β و α توأم پسین

π∗(α, β|X) =
βne−β(x̄+b٢)−α(b١−nβ)∫∞

٠

∫∞
٠ βne−β(x̄+b٢)−α(b١−nβ)dαdβ

=
βne−β(x̄+b٢)−α(b١−nβ)∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

,

(7)

x(١) = min(x١, ..., xn) و β > ٠ ،٠ < α < x(١) آن در که
β و α بیزي برآوردهاي 7 رابطۀ به توجه با این بر بنا است.
تابع تحت می�شوند، داده نشان β̂B و α̂B نمادهاي با به�ترتیب که

با برابرند دوم درجۀ زیان

α̂B(b١) =E(α|X)

=

∫∞
٠

∫∞
٠ αβne−β(x̄+b٢)−α(b١−nβ)dαdβ∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

=

∫∞
٠ βne−β(x̄+b٢)g(β)dβ∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

, (8)

است: زیر به�صورت g(β) آن در که

g(β) =

[
١

(b١ − nβ)٢ − e−x(١)(b١−nβ)

(b١ − nβ)٢

−
x(١)e

−x(١)(b١−nβ)

b١ − nβ

]
.

و

β̂B(b٢) =E(β|X)

=

∫∞
٠

∫∞
٠ βn+١e−β(x̄+b٢)−α(b١−nβ)dαdβ∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

=

∫∞
٠ βn+١(b١ − nβ)−١e−β(x̄+b٢)dβ∫∞
٠

βne−β(x̄+b٢)
(

١−e
−x(١)(b١−nβ)

)
b١−nβ dβ

. (9)

شبیه�سازي روش از 9 و 8 روابط انتگرال�هاي محاسبۀ� براي
می�کنیم. استفاده مونته�کارلو نمونۀ میانگین

برآوردهاي 1.1 تعریف و 9 و 8 روابط به توجه با این بر بنا

E-بیز برآورد 2
نمایی توزیع پارامترهاي بیزي برآورد ابتدا در بخش این در
دوم درجۀ زیان تابع تحت 1 احتمال چگالی تابع با دوپارامتري

L(θ̂, θ) = (θ̂ − θ)٢

می�شود. آورده دست به آن�ها E-بیزي برآورد سپس و محاسبه
مشابه ندارد، وجود β و α توأم توزیع براي پیشنهادي که آنجا از
مقیاس) (پارامتر β و مکان) (پارامتر α می�کنیم فرض [11] کار

هستند. زیر به�صورت پیشین توزیع داراي و مستقل

π٢(β|a٢, b٢) =
ba٢

٢
Γ(a٢)

βa١−٢e−b٢β , α > ٠, a٢, b٢ > ٠. (2)

π٢(β|a٢, b٢) =
ba٢

٢
Γ(a٢)

βa١−٢e−b٢β , α > ٠, a٢, b٢ > ٠. (3)

تا می�شود گرفته نظر در طوري b١ و a١ ،[6] به توجه با
رابطۀ به توجه با باشد. کاهشی α به نسبت π١(α|a١, b١)

dπ١(α|a١, b١)

dα
=
ba١

١ α
a٢−١e−b١α

Γ(a١)
((a١ − ١)− b١α)

باعث b١ > ٠ شرط اما باشد. b١ > ٠ و ٠ < a١ ≤ ١ باید
[2] بگیرد. (٠,∞) بازة در را مقداري هر بتواند b١ که نمی�شود
برآوردگر کارایی شود می باعث b١ شدن بزرگ که داد نشان
متغیر یک به�عنوان b١ پارامتر ابر این بر بنا یابد کاهش α بیزي
٠ < b١ < c١ به�صورت و شود کران�دار بالا از باید تصادفی
داد نشان و گرفت نظر در b١ براي مختلفی توزیع�هاي [8] باشد.
است. (٠, c١) بازة در یکنواخت توزیع b١ توزیع مناسب�ترین که
π٣(b١) یعنی b١ توزیع ،[8] کار مشابه مقاله این در این بر بنا
گرفته نظر در ثابت) c١) (٠, c١) بازة در پیوسته یکنواخت توزیع
کلیت به آن�که بدون ٠ < a١ ≤ ١ به توجه با همچنین می�شود.
این در که باشد، a١ = ١ می�کنیم فرض شود وارد خللی مسئله

می�شود: تبدیل زیر به�صورت 2 رابطۀ صورت

π١(α|b١) = b١e
−αb١ . (4)

یعنی b٢ توزیع ،b٢ و a٢ بارة در فوق استدلال مشابه استدلالی با
گرفته نظر در ثابت c٢ با (٠, c٢) بازة در پیوسته یکنواخت π۴(b٢)

تبدیل زیر به�صورت 3 رابطۀ a٢ = ١ فرض با همچنین می�شود.
شود: می

π٢(β|b٢) = b٢e
−βb٢ . (5) [
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c١ ،b٢ ،b١ به�ازاي و (11) و (10) ،(9) ،(8) روابط به�کمک
β و α پارامترهاي E-بیزي و بیزي برآوردهاي مشخص، c٢ و

می�آوریم. �دست به را
و می�کنیم تکرار بار 1000 را پنجم تا اول گام�هاي ششم: گام
توان�هاي میانگین جذر و β و α پارامترهاي برآورد میانگین
در شبیه�سازي نتایج که می�آوریم، �دست به را آن�ها خطاي دوم
بهتر برآوردگري مقایسه این در است. آمده 4 تا 1 جدول�هاي
بر بنا باشد. کمتر آن خطاي دوم توان�هاي میانگین جذر که است
توزیع براي که است آن نشان�دهندة� 4 تا 1 جدول�هاي نتایج این
b١
b٢

= ١ حالت در 1 احتمال چگالی تابع با دوپارامتري نمایی
از بهتر (α) مکان پارامتر E-بیزي برآورد (4 و 2 (جدول�هاي
و (جدول1) b١

b٢
< ١ حالت�هاي در اما است. آن بیزي برآورد

آن E-بیزي برآورد از بهتر α بیزي برآورد (جدول3) b١
b٢
> ١

از بهتر همواره (β) مقیاس پارامتر E-بیزي برآورد ولی است
جذر نمونه، اندازة افزایش با همچنین است. آن بیزي برآورد
می�یابد. کاهش برآوردگرها همۀ� خطاي دوم توان�هاي میانگین

نتیجه�گیري 4
مقیاس و مکان پارامترهاي E-بیزي برآوردهاي مقاله این در
با آن�ها مقایسۀ با و آمد دست به دوپارامتري نمایی توزیع
مونته�کارلو شبیه�سازي از استفاده با پارامترها بیزي برآوردهاي
شرایطی تحت مکان، پارامتر E-بیزي برآورد که شد داده نشان
مقیاس، پارامتر E-بیزي برآورد ولی است بیزي برآورد از بهتر

است. آن بیزي برآورد از بهتر همواره

سپاسگزاري
بابت مجله سردبیر و داوران از که داند می لازم خود بر نویسنده

کند. تشکر مقاله این شدن بهتر براي راهنمایی�هاي�شان

می�آیند. دست به زیر به�صورت�هاي β و α E-بیزي

α̂EB =

∫ c١

٠
α̂Bay(b١)π٣(b١)db١

=

∫∞
٠

∫ c١
٠ βne−β(x̄+b٢)g(β)db١dβ

c١
∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

, (10)

β̂EB =

∫ c٢

٠
β̂Bay(b٢)π۴(b٢)db٢

=
Γ(n+ ١)S(α)e−αb١

nc٢
∫∞

٠
βne−β(x̄+b٢)

(
١−e

−x(١)(b١−nβ)
)

b١−nβ dβ

, (11)

که

S(α) = (x̄− nα)−n − (x̄+ c٢ − nα)−n.

شبیه�سازي مطالعۀ 3
احتمال چگالی تابع با دوپارامتري نمایی توزیع از بخش این در
و می�شود شبیه�سازي متفاوت اندازه�هاي با تصادفی نمونه�هاي 1
هم با و محاسبه β و α پارامترهاي E-بیزي و بیزي برآوردهاي

است: آمده زیر در شبیه�سازي مراحل می�شوند. مقایسه
چگالی تابع با نمایی توزیع از مشخص، b١ به�ازاي اول: گام

می�کنیم. تولید را α پارامتر ،4 احتمال
چگالی تابع با نمایی توزیع از مشخص، b٢ به�ازاي دوم: گام

می�کنیم. تولید را β پارامتر ،5 احتمال
با تصادفی نمونه�هاي استاندارد، یکنواخت توزیع از سوم: گام

می�کنیم. تولید 50 ،40 ،30 ،20 ،10 ،5 اندازه�هاي
گام�هاي در به�ترتیب شده تولید β و α به�کمک چهارم: گام
X = α − ١

β log(١ − U) رابطۀ از استفاده با و دوم و اول
توزیع از 50 ،40 ،30 ،20 ،10 ،5 اندازه�هاي با تصادفی نمونه�هاي
یکنواخت توزیع با تصادفی متغیر U که 1 احتمال چگالی تابع با

می�کنیم. تولید می�باشد، استاندارد
و دوم گام در شده تولید نمونه�هاي از استفاده با پنجم: گام
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و c١ = ٢٫ ۵ ،b٢ = ٣ ،b١ = ٢ به�ازاي آن�ها خطاي دوم توان�هاي میانگین جذر و 1 احتمال چگالی تابع پارامترهاي برآورد میانگین جدول1.
.c٢ = ٣

√
MSE(β̂EB) β̂EB

√
MSE(α̂EB) α̂EB

√
MSE(β̂B) β̂B

√
MSE(α̂B) α̂B n

۵٫ ٣۴ × ١٠−۴ ٩٫ ٠٢ × ٨−١٠ ٢۵٫ ۶٨ ۶٠٠٫ ٧ ٨٫ ١١ × ١٠−۴ ٢٫ ٠٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣١٣ ١٫ ۶۶٨ ۵

٣/٢۴ × ١١−١٠ ۴٫ ١٨ × ٢٢−١٠ ٢٠٫ ۶٩ ۵٠٠٫ ٨ ۴٫ ٣٩ × ١٢−١٠ ٧٫ ۶۶ × ٢٢−١٠ ١٫ ۴٣٨ ١٫ ۶١٨ ١٠

١٫ ٨٢ × ٢٣−١٠ ١٫ ٣٠ × ١٠−۴۶ ٢٠٫ ٠۴ ٣٠٠٫ ۶ ٢٫ ٣٧ × ٢٣−١٠ ٢٫ ٢١ × ١٠−۴۶ ١٫ ١١۵ ١٫ ٠۵٨ ٢٠

۴٫ ١٢ × ١٠−۵۶ ۵٫ ٣٨ × ١١٢−١٠ ١٠٫ ٠۵ ٨٨٫ ٠٣ ۵٫ ٢٧ × ١٠−۵۶ ٨٫ ٧٩ × ١١٢−١٠ ٠٫ ٧۶٣١ ٠٫ ۵۴٨٨ ٣٠

١٫ ٩۴ × ١٠−۶۶ ١٫ ١٩ × ١٣٢−١٠ ١٫ ٨۶١ ٢٫ ۴۵١ ٢٫ ٧۵ × ١٠−۶۶ ٢٫ ٣٩ × ١٣٢−١٠ ٠٫ ۶٢۴٧ ٠٫ ٢۵٣٨ ۴٠

٣٫ ۵٢ × ٩−١٠۵ ٣٫ ٩٣ × ٩٠−١٠ ٠٫ ٨۵۴۴ ١٫ ۵١۴ ۴٫ ۶٩ × ٩−١٠۵ ۶٫ ٩٠ × ٩٠−١٠ ٠٫ ۵۵٣۶ ٠٫ ۴۵۴١ ۵٠

.c١ = c٢ = ٢ ،b١ = b٢ = ١/۵ به�ازاي آن�ها خطاي دوم توان�هاي میانگین جذر و 1 احتمال چگالی تابع پارامترهاي برآورد میانگین جدول2.

√
MSE(β̂EB) β̂EB

√
MSE(α̂EB) α̂EB

√
MSE(β̂B) β̂B

√
MSE(α̂B) α̂B n

٢٫ ٨۴ × ١٠−۶ ٣٫ ٨٠ × ١٠−۶ ٠٫ ٨۴۶٧ ٠٫ ۴۶٨٢ ٣٫ ١٩ × ١٠−۶ ۴٫ ٧٧ × ١٢−١٠ ١٫ ۵١٩ ١٫ ٩٣١ ۵

[٢٫ ٢۴١−١٠۴ ١٫ ۵٨ × ٢٨−١٠ ٠٫ ٧۵۴٣ ٠٫ ٣٨٠۴ ٢٫ ۴۵ × ١−١٠۴ ١٫ ٩١ × ٢٨−١٠ ١٫ ۴٨١ ١٫ ۶۴٧ ١٠

١٫ ١٠ × ٢−١٠۴ ٣٫ ٨۵ × ١٠−۴٩ ٠٫ ۴٩٣٣ ٠٫ ٢٠٩۵ ١٫ ١٩ × ٢−١٠۴ ۴٫ ۵۴ × ١٠−۴٩ ٠٫ ٨٨٨٩ ٠٫ ٧۶٩٢ ٢٠

٢٫ ۶٣ × ١٠−۵۶ ٢٫ ١٩ × ١١٢−١٠ ٠٫ ٢٧٢۴ ٠٫ ٠۶۴٨ ٢٫ ٨۵ × ١٠−۵۶ ٢٫ ۵۶ × ١١٢−١٠ ٠٫ ۶٠٧۵ ٠٫ ٣٩٣٨ ٣٠

٩٫ ٨٢ × ١٠−۶١ ٣٫ ٠۵ × ١−١٠۵٣ ٠٫ ٢٢۶٠ ٠٫ ٠۵۴۵ ١٫ ٠۶ × ١٠−۶٠ ٣٫ ۵۶ × ١−١٠۵٣ ٠٫ ۵١٣١ ٠٫ ٣٣۴۴ ۴٠

٩٫ ٧٢ × ١٠−۶۵ ٣٫ ٠٢ × ١٢٩−١٠ ٠٫ ٢١٠۶ ٫ ٠٧٠۶ ١٫ ٠۵ × ١٠−۶۴ ٣٫ ۵٣ × ٢٢٩−١٠ ٠٫ ۵٠٧٢ ٠٫ ٣٣١٩ ۵٠

.c٢ = ٢ و c١ = ٢ ،b٢ = ٢ ،b١ = ٣ به�ازاي آن�ها خطاي دوم توان�هاي میانگین جذر و 1 احتمال چگالی تابع پارامترهاي برآورد میانگین جدول3.

√
MSE(β̂EB) β̂EB

√
MSE(α̂EB) α̂EB

√
MSE(β̂B) β̂B

√
MSE(α̂B) α̂B n

۶٫ ٢٠ × ١٠−۵ ١٫ ۴٠ × ٩−١٠ ٢٫ ٣۵٩ ٣٫ ٠٩٩ ٨٫ ٣٩ × ١٠−۵ ٢٫ ۴٩ × ٩−١٠ ١٫ ١٩١ ١٫ ١٣٨ ۵

١٫ ٨١ × ١٠−١٠ ١٫ ٠٣ × ٢٠−١٠ ١٫ ٨٨٨ ١٫ ۵٨٣ ٢٫ ٢٢ × ١٠−١٠ ١٫ ۵۶ × ٢٠−١٠ ٠٫ ٧۵۶۵ ٠٫ ۶٧٢٣ ١٠

٢٫ ٨٣ × ٢٧−١٠ ٢٫ ۵٣ × ١٠۵٣ ٠٫ ٩١٠۴ ٠٫ ٢٣٠٢ ٣٫ ٣٨ × ٢٧−١٠ ٣٫ ۶٢ × ١٠−۵۴ ٠٫ ۶۶٧١ ٠٫ ٣٨٨٣ ٢٠

۶٫ ۴۴ × ١٠−۵٠] ١٫ ٣٣ × ٩٩−١٠ ٠٫ ۶٩۵٢ ٠٫ ۵٧١٨ ٧٫ ۶۵ × ١٠−۵٠] ١٫ ٨٧ × ٩٩−١٠ ٠٫ ۵۴٢٧ ٠٫ ۵٨٠٠ ٣٠

٣٫ ٩٧ × ١٠−۵٩] ۵٫ ٠١ × ١١٨−١٠ ٠٫ ۵٨٠٩ ١٫ ٧۵٩ ۴٫ ٧١١٠−۵٩ ٧٫ ٠١ × ١١٨−١٠ ٠٫ ۴٣١١ ١٫ ٠٢۵ ۴٠

۶/٠۵ × ١٠−۶۶ ١٫ ١۵٧ × ١٣١−١٠ ٠٫ ۴٠۴٢ ٢٫ ٣١٩ ٧٫ ١۴ × ١٠−۶۶ ١٫ ۶١ × ١٣١−١٠ ٠٫ ٣٨٨٨ ٠٫ ٩٢۶۴ ۵٠

.c١ = c٢ = ۴ و b١ = b٢ = ٣ به�ازاي آن�ها خطاي دوم توان�هاي میانگین جذر و 1 احتمال چگالی تابع پارامترهاي برآورد میانگین جدول4.

√
MSE(β̂EB) β̂EB

√
MSE(α̂EB) α̂EB

√
MSE(β̂B) β̂B

√
MSE(α̂B) α̂B n

۶٫ ٣٩ × ١٠−۵ ١٫ ٢٩ × ٩−١٠ ٠٫ ۴۶٢٩ ٠٫ ٣٣٩۴ ٧٫ ۶۵ × ١٠−۵ ١٫ ٨۵ × ٩−١٠ ٠٫ ٩۵٩٣ ٠٫ ٩٢٩٧ ۵

٢٫ ٨۴ × ١٩−١٠ ٢٫ ٧٣ × ٣٨−١٠ ٠٫ ٣١١٣ ٠٫ ١١١٨ ٢٫ ٨۴ × ١٩−١٠ ٣٫ ٧۵ × ٣٨−١٠ ٠٫ ٨١٨۴ ٠٫ ٣٨۵۵ ١٠

٩٫ ٢۴ × ٣−١٠۵ ٢٫ ٧١ × ١٠−۶٩ ٠٫ ١٧۶١ ٠٫ ٠٢٢۶ ١٫ ٠۶ × ٣−١٠۴ ٣٫ ۶٠ × ١٠−۶٩ ٠٫ ٧٢۵۵ ٠٫ ۵٢٧۶ ٢٠

٢٫ ۵۵ × ١٠−۴۵ ٢٫ ٢٣ × ٩٠−١٠ ٠٫ ١٢١٨ ٠٫ ٠١٢٨ ٢٫ ٩٣ × ١٠−۴۵ ٢٫ ٩۴ × ٩٠−١٠ ٠٫ ۶٨٢٩ ٠٫ ۵۵٣١ ٣٠

۴٫ ۴٣ × ١٠−۵۴ ۶٫ ٢٢ × ١٠٨−١٠ ٠٫ ١٠١٩ ٠٫ ٠٠٩٨ ۵٫ ٠٨ × ١٠−۵۴] ٨٫ ١٩ × ١٠٨−١٠ ٠٫ ۶۴۶٣ ٠٫ ۴٣١٠ ۴٠

٢٫ ٩٣ × ٧١−١٠ ٢٫ ٧١ × ١−١٠۴٢ ٠٫ ٠٩۵۶ ٠٫ ٠٠٧٨ ٣٫ ٣۵ × ٧١−١٠ ٣٫ ۵۶ × ١−١٠۴٢ ٠٫ ۵۶٩۴ ٠٫ ۴٠٨٧ ۵٠
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