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چکیده:
نیز متقابل اطلاع حسب بر می�تواند تصادفی فرایند این شرطی احتمال تعریف اطلاع، نظریۀ در مارکوف زنجیر اهمیت به توجه با
بسندگی بین ارتباط همچنین و اطلاع، نظریۀ اصول دیدگاه از مارکوف زنجیر و بسندگی مفهوم بین ارتباط مقاله این در شود. تعریف

می�شود. مشخص الگوریتمی بسندگی و احتمالاتی
الگوریتمی. بسندگی احتمالاتی، بسندگی متقابل، اطلاع مارکوف، زنجیر بسنده، تابع کلیدي: واژه�هاي

آن مفهوم بررسی و بسنده تابع تعریف با مقاله این در
زنجیر و بسندگی مفهوم بین ارتباط شرطی، احتمال طریق از
احتمالاتی بسندگی بین ارتباط همچنین می�شود. بیان مارکوف
اگر که می�شود ثابت و می�گردد تعیین الگوریتمی بسندگی و
احتمالاتی بسندة آماره، این باشد، الگوریتمی بسندة آمارة یک
اطمینان قابلیت نظیر شاخه�هایی در احتمالاتی بسندگی هست. نیز
هم الگوریتمی بسندگی دارد. کاربرد [13] فازي آمار و [17]
مورد [22] ماشین یادگیري و [4] خوشه�بندي مثل شاخه�هایی در
از مفاهیمی با باید خواننده 3 بخش در می�گیرد. قرار استفاده
بخش، این بهتر درك براي که باشد، آشنا کدگذاري نظریۀ

می�شود. توصیه [3] از 14 فصل و [12] مطالعۀ

فضاي که بگیرید، نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضاي
مقادیر با X گسستۀ تصادفی متغیر است. متناهی Ω نمونۀ
،P (X = xk) = pk که بگیرید نظر در را xN ،. . . ،x١

به�صورت X آنتروپی .k = ١, . . . , N

رو این از .[3] می�شود تعریف H(X) =
∑N

k=١ pklog٢
١
pk

که است آن H(X) = ٠ براي وکافی لازم شرط و H(X) ≥ ٠

آنتروپی، باشد. تباهیده تصادفی متغیر یک X یعنی ،N = ١

واقعی مقدار مشاهدة از بعد را X از دریافت�شده اطلاعات مقدار
باشد {x١, . . . , xN} دامنۀ با تابعی f اگر حال می�دهد. نشان X
خواهیم ،f(xi) ̸= f(xj) باشیم داشته i ̸= j براي که به�طوري
رو این از و P (f(X) = f(xk)) = P (X = xk) = pk داشت

مقدمه 1
نظریۀ از اصلی بخش یک مارکوف فرایندهاي نظریۀ امروزه
دیگر علوم از بسیاري در گسترده�اي کاربردهاي و است احتمال
1907 سال در نظریۀ این آغاز�کنندة [14] مارکوف .[23] دارد
روي تحقیق تئوري، این کاربردهاي اوّلین از یکی .[1] است بوده
اگرچه [16]؛ است بوده روسی زبان در بی�صدا و صدادار حروف
خصوصیت زبان�ها برخی در که داده�اند نشان مدرن زبان�شناسان
1948 سال در اطلاع نظریۀ شاخۀ نیست. برقرار مارکوف زنجیر
زنجیرهاي از شاخه این در و شد معرفی شانون توسط [18]
کاربردهاي از یکی می�شود. استفاده ابزار یک به�عنوان مارکوف
پیام یک در نماد یک وقوع احتمال که است زمانی اطلاع نظریۀ
این در باشد. داشته بستگی قبلی نماد�هاي از متناهی تعداد به
شده تولید دنبالۀ و برد نام حافظه2 با اطلاع منبع از می�توان حالت
در گرفت. نظر در مارکوف زنجیر یک را منبعی چنین توسط
شده بررسی زیر�میدان�ها بسندگی و شرطی اطلاع بین ارتباط [7]
حاوي اطلاعات بین اختلاف با برابر شرطی اطلاع می�شود ثابت و
از اطلاع و بسندگی بین ارتباط [10] در است. زیر�میدان و میدان
نمونۀ به نسبت بسنده آمارة براي نمونه اطلاعات که جهت این
است. گرفته قرار بررسی مورد زیاد، نه و می�شود کم نه اصلی
و مجانبی درست�نمایی نسبت مفاهیم بین ارتباط به راجع [24] در
آمارة [22 ،10] در است. شده گفته مطالبی بسندگی، و آنتروپی

است. شده معرفی الگوریتمی مینیمال بسندة
ایران کاشان، دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 1

2 information source with memory [
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.[3] باشند مستقل XN ،. . . ،X١ که است آن تساوي برقراري
XN ،. . . ،X١ تصادفی متغیرهاي توسط فراهم�آمده متقابل اطلاع

به�صورت

I(X١, . . . , XN ) = H(X١, . . . , XN )−
N∑

k=١

H(Xk)

XN ،. . . ،X١ استقلال براي کافی و لازم شرط می�شود. تعریف
هر براي معادل به�طور یا باشد صفر آنها متقابل اطلاع استکه آن
I((X١, . . . , Xk), Xk+١) = ٠ باشیم داشته ،k = ١, . . . , N − ١

متغیر و XN , . . . , X١ مستقل تصادفی متغیرهاي اگر .[3]
ثابت کنند، اختیار را مجزایی مقادیر از متناهی تعداد Z تصادفی

:[8] می�شود
N∑

k=١

I(Xk, Z) ≤ I((X١, . . . , Xk), Z).

زنجیر یک از Z و Y و X تصادفی متغیرهاي [3] .2.1 تعریف
هرگاه X → Y → Z می�نویسند و می�آیند مارکوف

p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y).

می�شود: حاصل زیر نتیجۀ بالا تعریف از استفاده با
داریم: باشند، تصادفی متغیرهاي Z و Y Xو اگر [3] .3.1 نتیجه
مستقل Y به�شرط Z و X اگر تنها و اگر X → Y → Z .1

باشند.

این بر بنا و Z → Y → X می�دهد نتیجه X → Y → Z .2
.X ↔ Y ↔ Z نوشت می�توان

.X → Y → Z آن�گاه ،Z = f(Y ) اگر .3
نام با اطلاع نظریۀ در مهم نامساوي�هاي از یکی زیر، گزارة
از بسندگی مفهوم معرفی براي که است داده�ها پردازش نامساوي

داریم. نیاز آن به اطلاع نظریۀ دیدگاه
،X → Y → Z اگر [3] داده�ها) پردازش (نامساوي .4.1 گزارة

.I(X,Y ) ≥ I(X,Z) آن�گاه
:[3] می�آیند �دست به زیر حقایق 4.1 گزارة از استفاده با
.I(X,Y ) ≥ I(X, f(Y )) آن�گاه ،Z = f(Y ) اگر .1

.I(X,Y ) ≥ I(X,Y |Z) آن�گاه ،X → Y → Z اگر .2

داریم f تابع هر براي کلّی�تر حالت در .H(f(X)) = H(X)

توزیع به فقط H(X) این�که از .H(f(X)) ≤ H(X)

برخی دارد، بستگی X به مربوط P = {p١, . . . , pN}

H(P) =
∑N

k=١ pklog٢
١
pk

به�صورت آنتروپی مواقع
Q = {q١, . . . , qN} اگر حال می�شود. نوشته نیز
باشد Y مانند دیگري تصادفی متغیر به مربوط احتمال�هاي
به�صورت را Q از P توزیع اطلاع واگرایی ،N ≥ ٢ و
را آن که می�کنند تعریف D(P ∥ Q) =

∑N
k=١ pklog٢

pk

qk

متقابل4 آنتروپی یا نسبی آنتروپی یا [10] کولبک-لایبلر3 فاصلۀ
.[3] می�گویند نیز

داریم Q و P دلخواه توزیع دو براي [3] .1.1 گزارة
براي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي و D(P ∥ Q) ≥ ٠

.pk = qk باشیم داشته ،k = ١, . . . , N هر
و اگر است بیشین آنتروپی ،X گسستۀ تصادفی متغیر براي
این در و pk = ١

N باشیم داشته ،k = ١, . . . , N براي اگر تنها
تصادفی متغیرهاي متقابل5 اطلاع .[3] H(X) = log٢N حالت
اختیار را مجزا مقادیر از متناهی تعداد یک هر که Y و X

I(X,Y ) = H(X) + H(Y ) − H(X,Y ) به�صورت می�کند
از .[8] است (X,Y ) آنتروپی H(X,Y ) که می�شود، تعریف
برقراري براي کافی و لازم شرط و I(X,Y ) ≥ ٠ رو این
مقدار I(X,Y ) کمیّت .[8] است Y و X استقلال تساوي،
مشاهدات اساس بر X تصادفی متغیر به راجع به�دست�آمده اطلاع
خانواده معرف Pk اگر .[3] می�گیرد اندازه را Y تصادفی متغیر
آن در که باشد {pj|k, j = ١, . . . , N} شرطی توزیع�هاي
شرطی آنتروپی میانگین است، pj|k = P (X = xj |Y = yk)

تعریف H(X|Y ) =
∑N

k=١ qkH(Pk) به�صورت Y به�شرط X
که [3] داد نشان می�توان و می�شود

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y ) ≥ ٠,

I(X,Y ) = H(X)−H(X|Y ),

I(X,Y ) ≤ min(H(X),H(Y )).

تعداد که {Xi : i = ١, . . . , N} تصادفی متغیرهاي براي
داریم ،N > ٢ و می�کنند اختیار را مجزا مقادیر از متناهی
براي کافی و لازم شرط و H(X١, . . . , XN ) ≤

∑N
k=١ H(Xk)

3 Kullback–Leibler distance
4 cross entropy
5 mutual information [
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می�شود:

P (θ = s,X = x)

P (T (X) = T (x))

=
P (θ = s, T (X) = T (x))

P (T (X) = T (x))

P (X = x)

P (T (X) = T (x))
,

P (θ = s|X = x) = P (θ = s|T (X) = T (x)) بالاخره و
X به�جاي اگر که می�کند تصدیق را حقیقت این اخیر معادلۀ که
از θ پارامتر به راجع اطلاعی شود استفاده T (X) بسندة آمارة از

نمی�رود. دست
یک براي (2) و (1) نامساوي�هاي از استفاده با پایان در

داریم: T دلخواه بسندة آمارة

I(θ,X) = I(θ, T (X)). (3)

گسترش نمی�تواند بسندگی که است ضروري نکته این ذکر
و داده�ها متقابل اطلاع (1) رابطۀ به توجه با که مفهوم این به یابد؛
افزایش نمونه داده�هاي پردازش توسط نمی�تواند به�هیچ�وجه مدل

یابد.
که گفت می�توان بسندگی تعریف از استفاده با معادل به�طور
که است آن باشد بسنده T آمارة این�که براي کافی و لازم شرط
هر به�ازاي که به�طوري باشد داشته وجود g : X × T → R تابع

،θ ∈ Θ و t ∈ T و x ∈ X

g(x, t) = fθ(x|t). (4)

اطلاع، نظریۀ دیدگاه از بسندگی بیشتر فهم و درك براي
باشد. مفید می�تواند زیر مثال

که X١, . . . , Xn
i.i.d.∼ ber(θ) کنید فرض [3] .5.1 مثال

این، بر بنا .θ ∈ (٠, ١)

fθ(x) = θT (x)(١ − θ)n−T (x),

x = (x١, . . . , xn) ∈ X = {٠, ١}n,

این در است. x در ١ها تعداد T (x) =
∑n

i=١ xi آن در که
حالت،

متغیر به مربوط توزیع�ها از خانواده�اي {Pθ} کنید فرض
اختیار X شماراي مجموعۀ در را خود مقادیر که باشد X تصادفی
آماره یک را T : X → T تابع باشد. پارامتر فضاي Θ و می�کند
پی در و θ → X → T (X) حالت این در نامند. X در داده�ها از

داریم: 4.1 گزارة گیري �کار به با آن

I(θ,X) ≥ I(θ, T (X)). (1)

می�توان آیا که می�شود مطرح سؤال این اکنون
θ به راجع X اطلاعات همۀ که کرد انتخاب آماره�اي
(θ براي (یا {Pθ} خانوادة براي T آمارة کند؟ حفظ را
شرطی توزیع ،t ∈ T هر براي هرگاه است بسنده

به�عبارت باشد. θ از مستقل fθ(x|t) = Pθ(X = x|T (X) = t)

این .[11] است پایا θ تغییر تحت شرطی توزیع این دیگر،
به راجع x مشاهدة در که اطلاعاتی همۀ می�دهد نشان تعریف
قضیۀ طبق است. شده خلاصه T (x) آمارة در است، θ پارامتر
به�ازاي یا ،fθ(x) = f(x|t)fθ(t) داریم [11] فیشر-نیمن تجزیۀ

،s ∈ Θ و x ∈ X

P (X = x|θ = s) = P (X = x|T (X) = T (x))

× P (T (X) = T (x)|θ = s).

،s ∈ Θ و x ∈ X هر به�ازاي رو این از

P (θ = s,X = x|T (X) = T (x))

=
P (θ = s,X = x)

P (T (X) = T (x))

=
P (X = x|θ = s)P (θ = s)

P (T (X) = T (x))

=
P (X = x|T (X) = T (x))P (T (X) = T (x)|θ = s)P (θ = s)

P (T (X) = T (x))

=
P (X = x, T (X) = T (x))

P (T (X) = T (x))

P (T (X) = T (x), θ = s)

P (T (X) = T (x))

= P (θ = s|T (X) = T (x))P (X = x|T (X) = T (x)),

براي که است حقیقت این با معادل T (X) بسندگی رو این از و
هستند. مستقل هم از T (X) به�شرط X و θ ،Θ روي θ توزیع هر
از (2) و (1) قسمت گیري �کار به با و حقیقت این از استفاده با
نامساوي از استفاده با آن پی در و θ → T (X) → X ،3.1 نتیجۀ

داریم: داده�ها پردازش

I(θ, T (X)) ≥ I(θ,X). (2)

مشاهده T (X) به�شرط X و θ شرطی استقلال از این بر ] علاوه
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لاگرانژ تابع کردن کمینه با معادل حقیقت
�شرط به نسبت L[p(t|x)] = I(X,T ) − βI(Y, T )

است. مارکوف
گره می�کند، صدق بالا شرایط در که را T تصادفی متغیر
معادلات به اطلاع گره مسئله حل گویند. Y و X بین 6 اطلاع

:[20] می�شود منجر زیر

p(t|x) = p(t)

Z(x, β)
exp(−βD(p(y|x) ∥ p(y|t))),

آن، در که

p(t) =
∑
x

p(t|x)p(x)

p(y|t) =
∑
x

p(y|x)p(x|t)

Z(x, β) =
∑
t

p(t) exp(−βD(p(y|x) ∥ p(y|t))),

D(p(y|x) ∥ p(y|t)) = Ep(y|x)

[
log

p(y|x)
p(y|t)

]
.

بسندگی و مارکوف زنجیرهاي ارتباط 2
اطلاع نظریۀ دیدگاه از

و آنتروپی حسب بر مارکوف خاصیت فرمول�بندي اصلی عنصر
بسندگی اصلی ایدة است. بسنده تابع دیدگاه از استفاده اطلاع،
(3) رابطۀ از دیگر تصادفی متغیر یک براي تصادفی متغیر یک

است. شده گرفته
یک روي تصادفی متغیرهاي Y و X اگر [16] .1.2 تعریف
و ،I(X,Y ) < ∞ که به�طوري باشند (Ω,F , P ) احتمال فضاي
تصادفی متغیر باشد، اندازه�پذیر بورل و حقیقی مقدار با تابع یک g
X تصادفی متغیر از بسنده تابع یک را g ◦ X = g(X)

.I(g(X), Y ) = I(X,Y ) هرگاه گویند Y تصادفی متغیر براي
شامل g(X) هرگاه است بسنده Y براي g(X) دیگر به�عبارت
X تصادفی متغیر توسط که باشد Y تصادفی متغیر اطلاعات همۀ

می�آیند. فراهم
آماره یک بسندگی براي کافی و لازم شرط یک زیر، قضیۀ

می�کند. ارائه دیگر تصادفی متغیر یک براي
تکیه�گاه�هاي با Y و X تصادفی متغیرهاي [16] .2.2 قضیۀ
مقادیر با g تابع و {y١, . . . , yM} و {x١, . . . , xN} به�ترتیب

fθ(x|t) = Pθ(X = x|T = t)

=



١ n

t


, T (x) = t

٠, این�صورت غیر در

(5)

از θ → T (X) → (X١, . . . , Xn) این بر بنا
بسنده θ براي T (X) لذا و می�آید مارکوف زنجیر یک
را T بسندگی می�توان نیز دیگر دیدگاه از است.
و θ ∈ (٠, ١) یک براي که آن�جا از گرفت. نتیجه
تا n − t و ١ تا t با xها همۀ دلخواه، t ∈ T = {٠, . . . , n}

با برابر ها x چنین تعداد و هستند برابر احتمال�هاي داراي صفر
که می�کند صدق (4) معادلۀ در (5) رابطۀ است،

 n

t

 ترکیب
دقیقاً که است هایی x همۀ روي یکنواخت توزیع g(x, t) آن در
است. θ براي بسنده آمارة یک T (X) این بر بنا و دارند ١ تا t

که باشد اطلاعاتی حاوي است ممکن بسنده آمارة یک
مینیمال بسندة آمارة از مشکل این رفع براي و نیست مناسب
پارامتر به راجع داده�ها در اطلاعات آماره این که می�شود استفاده
براي را T (X) بسندة آمارة می�کند. فشرده ماکسیمال به�طور را
مثل دیگر بسندة آمارة هر از تابعی هرگاه گویند مینیمال بسندة θ
که θ → T (X) → U(X) → X این بر بنا .[11] باشد U(X)

را فشردگی بیشترین نمونه در θ حاوي اطلاعات حالت این در
همچنین و دارد

I(X,T (X)) ≤ I(X,U(X)), (6)

بسندگی بسنده، توابع همۀ بین از می�دهد نشان نامساوي این که
به�کمک Xاست. نمونۀ روي متقابل اطلاع اقل حد داراي مینیمال
می�توان باشد، (X,Y ) ∼ p(x, y) که حالتی در (6) و (3) روابط
حالت این در کرد. تعریف را Y به نسبت X وابستۀ قسمت

که: می�کنیم پیدا به�گونه�اي را T تصادفی متغیر

بیاید. مارکوف زنجیر یک از T → X → Y .1

حالی در بودن)، (مینیمال باشد کمینه I(X,T ) .2
دو این که (بسندگی)، باشد بیشینه I(Y, T ) که

6information bottleneck [
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معادل R = U که حقیقت این به توجه با
و j = ١, . . . , N هر به�ازاي که است این با
پس ،rjk = ujk باشیم داشته ،k = ١, . . . ,M

از باشد، g(xi) = g(xj) اگر این بر بنا . rjkpj
=

tv(xj)k

tv(xj)

داریم: v(xi) = v(xj) این�که
rik
pi

=
tv(xi)k

tv(xi)
=

tv(xj)k

tv(xj)
=

rjk
pj

,

معادل به�طور یا
P (X = xi, Y = yk)

P (X = xi)
=

P (X = xj , Y = yk)

P (X = xj)
,

است. (7) رابطۀ همان که
است. R = U با هم�ارز (7) رابطۀ کردیم ثابت رو این از

تساوي و 1.1 گزارة از استفاده با پس

I(X,Y )− I(g(X), Y ) = D(R ∥ U),

که است آن I(X,Y ) = I(g(X), Y ) براي کافی و لازم شرط
تنها و اگر است برقرار (7) رابطۀ این بر بنا باشد. R = U

بسندگی تعریف همان که باشد، I(g(X), Y ) = I(X,Y ) اگر
،g(xj) = zl اگر به�علاوه است. Y تصادفی متغیر به نسبت g(X)

آن پی در و {X = xj} ⊆ {g(X) = zl} آن�گاه

P (X = xj , Y = yk|g(X) = zl)

=
P (X = xj , Y = yk, g(X) = zl)

P (g(X) = zl)

=
P (X = xj , Y = yk)

P (g(X) = zl)

=
P (X = xj)P (Y = yk|X = xj)

P (g(X) = zl)

=
P (X = xj , g(X) = zl)

P (g(X) = zl)
P (Y = yk|X = xj)

= P (X = xj |g(X) = zl)P (Y = yk|X = xj),

به�شرط گفت می�توان (8) رابطۀ با بالا تساوي مقایسۀ با لذا و
با است معادل (8) رابطۀ g(xj) = zl

P (Y = yk|X = xj) = P (Y = yk|g(X) = zl).

هستند. معادل (8) و (7) این بر بنا

براي معادل تعریف یک می�توان ،2.1 تعریف به توجه با
کرد. ارائه مارکوف زنجیر

کافی و لازم شرط بگیرید. نظر در را اندازه�پذیر بورل و حقیقی
که است آن باشد Y براي بسنده تابع یک g(X) آن�که براي
بستگی g(X) مقدار به فقط X به�شرط Y شرطی احتمال توزیع
j = ١, . . . , N و i = ١, . . . , N به�ازاي اگر یعنی باشد؛ داشته

آن�گاه ،g(xi) = g(xj) باشیم داشته
P (Y = yk|X = xi) = P (Y = yk|X = xj). (7)

هستند مستقل تصادفی متغیرهاي Y و X دیگر به�عبارت
که z هر براي یعنی باشد، ثابت g(X) مقدار که هنگامی

داریم: باشد، P (g(X) = z) > ٠

P (X = xj , Y = yk|g(X) = z) =

P (X = xj |g(X) = z)P (Y = yk|g(X) = z). (8)
کنید تعریف اثبات.

P = {p١, . . . , pN}

،pj = P (X = xj) که
Q = {q١, . . . , qM}

و qk = P (Y = yk) که
R = {rjk, j = ١, . . . , N, k = ١, . . . ,M}

آن در که
rjk = P (X = xj , Y = yk).

باشد g تابع برد از مجزا مقادیر مجموعۀ {z١, . . . , zs} فرضکنید
می�کنند اختیار {x١, . . . , xN} مجموعۀ روي را خود مقادیر که
افراز یک D١, . . . , Ds که j ∈ Dl ،g(xj) = zl دهید قرار و
تعریف j ∈ Dl براي به�علاوه است. {١, . . . , N} مجموعۀ از
و tlk = P (g(X) = zl, Y = yk) همچنین و v(xj) = l کنید

اعداد .tl = P (g(X) = zl)

ujk =
tv(xj)k.pj

tv(xj)
, j = ١, . . . , N, k = ١, . . . ,M,

زیرا می�آیند؛ U = {ujk} احتمال توزیع یک از
N∑
j=١

M∑
k=١

ujk =

N∑
j=١

M∑
k=١

tlk.pj
tl

=

N∑
j=١

M∑
k=١

P (g(X) = zl, Y = yk)P (X = xj)

P (g(X) = zl)

=

N∑
j=١

P (X = xj)

[∑M
k=١ P (g(X) = zl, Y = yk)

P (g(X) = zl)

]

= ١. [
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شمس مهدي اطلاع نظریۀ دیدگاه از الگوریتمی بسندگی و احتمالاتی بسندگی 6

براي احتمالاتی بسندة آمارة را T : X → T تابع .2.3 تعریف
باشیم: داشته θ ∈ Θ هر براي هرگاه گویند {fθ}∑

x

fθ(x)log(
١

fθ(x|T (x))
) =

∑
x

fθ(x)log(
١

g(x, T (x))
).

براي احتمالاتی بسندة آمارة را T : X → T تابع .3.3 تعریف
داشته Θ روي π(θ) پیشین توزیع هر براي هرگاه گویند {fθ}

∑باشیم:
θ,x

π(θ, x) log(
١

fθ(x|T (x))
) =

∑
θ,x

π(θ, x) log(
١

g(x, T (x))
).

را 2.3 تعریف ،1.3 تعریف که حقیقت این اثبات براي
و x ∈ X و θ ∈ Θ هر به�ازاي کنید فرض می�دهد نتیجه
طرفین از ریاضی امید گرفتن با باشد. برقرار (9) رابطۀ t ∈ T

فرض عکس، اثبات براي می�شود. ثابت 2.3 تعریف ،(9) رابطۀ
تعریف با باشد. برقرار 2.3 تعریف θ ∈ Θ هر براي کنید

کردن اضافه و fθ(t) =
∑

y∈X :T (y)=t fθ(y)∑
x

fθ(x)log
١

fθ(T (x))
,

به�صورت دوباره می�توان را 2.3 تعریف تساوي، طرف دو هر به
کرد: بازنویسی ∑زیر

x

fθ(x)log
١

fθ(x)
=

∑
x

fθ(x)log
١

gθ(x)
, (10)

1.1 تعریف به توجه با .gθ(x) = fθ(T (x))g(x, T (x)) که
باشیم داشته x ∈ X هر براي که است برقرار زمانی (10) رابطۀ

می�شود. نتیجه 1.3 تعریف آن پی در و gθ(x) = fθ(x)

بودن خطی از تعریف1.3 و تعریف2 بودن معادل اثبات براي
می�شود. استفاده p(θ, x) = π(θ)fθ(x) این�که و ریاضی امید

الگوریتمی) آنتروپی یا (اطلاع کولموگوروف7 پیچیدگی
طول به�عنوان [19 ،2 ،9] نظیر مراجعی در بار اوّلین براي ،K(x)

به�عبارت شد. معرفی x از مؤثر دودویی توصیف کوتاه�ترین
رشتۀ محاسبۀ براي دودویی برنامۀ کوتاه�ترین طول ،K(x) دیگر
.[9] 8است تورینگ ماشین نظیر همگانی کامپیوتر یک از x
می�تواند که است وسیله�اي براي ریاضی تورینگیکمدل ماشین
بنویسد. و بخواند کنترل قابل ذخیره�سازي نوار یک بر را داده�ها
کامپیوتري برنامۀ کوتاه�ترین طول به�عنوان می�تواند K(x) مثلاً
برنامۀ این شود. متوقف برنامۀ سپس و چاپ x که باشد
نظیر کامپیوتري فراگیر زبان�هاي از یکی با می�تواند کامپیوتري

مقادیر با تصادفی متغیرهاي از {Xn}n∈N دنبالۀ .3.2 تعریف
از متناهی تعداد که را (Ω,F , P ) احتمال فضاي روي حقیقی
گویند گسسته�پارامتر مارکوف زنجیر می�کند اختیار را مقادیر

باشیم داشته n ∈ N براي هرگاه

I((X١, . . . , Xn), Xn+١) = I(Xn, Xn+١).

بیان را مارکوف زنجیر و بسندگی بین ارتباط زیر، نتیجۀ
می�کند.

یک براي که است حقیقت این بیان��کنندة 2 تعریف .4.2 نتیجه
بر Xn+١ به راجع که اطلاعی گسسته�پارامتر مارکوف زنجیر
اطلاعی با برابر می�آید �دست به X١, . . . , Xn مشاهدات اساس
،Xn یعنی آخر، مشاهدة فقط اساس بر Xn+١ به راجع که است
از تابع یک به�صورت که Xn رو این از و می�آید �دست به
Xn+١ براي بسنده تابع یک n ∈ N هر براي است X١, . . . , Xn

معادل، به�طور می�باشد.

P (Xn+١ = xn+١|X١, . . . , Xn) = P (Xn+١ = xn+١|Xn).

بسندگی و احتمالاتی بسندگی 3
الگوریتمی

براي می�کنیم. ارائه احتمالاتی بسندة آمارة براي تعریفی ابتدا در
به�صورت (4) رابطۀ نوشتن با منظور این

log
١

g(x, t)
= log

١
fθ(x|t)

, (9)

کرد. ارائه را زیر تعریف می�توان

براي احتمالاتی بسندة آمارة را T : X → T تابع .1.3 تعریف
باشد داشته وجود g : X × T → R تابع هرگاه گویند {fθ}

(9) شرط در t ∈ T و x ∈ X ،θ ∈ Θ هر براي که به�طوري
(.log ١

٠ = ∞ می�کنیم قرارداد راحتی (براي کند. صدق

بسندگی تعریف ریاضی امید نسخۀ آوردن �دست به براي
1.3 تعریف با هم�ارز زیر تعریف��هاي می�شود ثابت احتمالاتی،

هستند.
7 Kolmogorov complexity
8Turing machine [
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{s : ∃ x ∈ {٠, ١}n : S(x) = s} مجموعۀ ،n هر به�ازاي (3
باشد. {٠, ١}n از افراز یک

تابع f (n)
θ که را {f (n)

θ }n∈N احتمال جرم توابع از دنباله�اي
اوّلین روي fθ کناري توزیع و است {٠, ١}n روي احتمال جرم
تقریباً را S دنباله�اي آمارة بگیرید. نظر در است، بیتی n قطعه
توابع هرگاه گویند احتمالاتی-فردي دیدگاه از θ براي بسنده
هر به�ازاي که به�قسمی باشند داشته وجود c ثابت و g(٢) و g(١)

باشیم: داشته x ∈ {٠, ١}n و n و θ

|log ١
f
(n)
θ (x|S(x))

− log
١

g(n)(x|S(x))
| < ε,

ریاضی احتمالاتی-امید دیدگاه از θ براي بسنده تقریباً را S و
باشند داشته وجود c′ ثابت و . . . ،g(٢) ،g(١) توابع هرگاه گویند

باشیم: داشته n و θ هر به�ازاي که به�طوري

∣∣∣∣ ∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)

[
log

١
f
(n)
θ (x|S(x))

− log
١

g(n)(x|S(x))

]∣∣∣∣ ≤ c′. (11)

گویند بسنده الگوریتمی، دیدگاه از را S دنباله�اي آمارة
،x ∈ {٠, ١}n و n هر براي که باشد داشته وجود c ثابت هرگاه
به (نسبت x براي الگوریتمی بسندة آمارة یک S(x) مولّد برنامۀ

یعنی باشد؛ (c ثابت

K(S(x)) + log|S(x)| ≤ K(x) + c.

آمارة الگوریتمی، بسندة آمارة که می�دهیم نشان زیر قضیۀ در
هست. نیز احتمالاتی بسندة

لحاظ از که باشد دنباله�اي آمارة یک S اگر .6.3 قضیۀ
یک ،K(fθ) < ∞ که θ هر به�ازاي است، بسنده الگوریتمی
و است برقرار (11) نامساوي ،n هر براي که دارد وجود c ثابت

یعنی است؛ یکنواخت توزیع g(n) آن در

g(n)(x|s) =


١

|{x ∈ {٠, ١}n : S(x) = s}|
, S(x) = s

٠, این�صورت غیر در

برنامه نتیجۀ آنها یکاز هر در و شود نوشته 10LISP و جاوا9 ،C
متفاوت ندارد بستگی x به که ثابت یک در K(x) مقدار براي
K(x|y) شرطی کولموگوروف پیچیدگی مشابه به�طور است.
y که به�شرطی است، x محاسبۀ براي برنامه کوتاه�ترین طول
فلش دیسک، فلاپی مغناطیسی، نوار (مثل جانبی ورودي یک
موضوع، دقیق�تر بررسی براي .[6] باشد فشرده) لوح و مموري
ماشین�هاي همۀ استاندارد شمارش . . . ،T٢ ،T١ کنید فرض
توسط که متناظر توابع شمارش . . . ،ϕ٢ ،ϕ١ و باشد تورینگ
این بر بنا است. شده محاسبه مخصوص تورینگ ماشین یک
ویژگی با x شامل S مجموعۀ می�کند. محاسبه را ϕi مقدار ،Ti

آمارة یک نامند. بهینه را K(x) = K(S) + log|S| + O(١)

S مجموعۀ یک براي برنامه کوتاه�ترین ،x الگوریتمی بسندة
صدق بالا معادلۀ شرط در یعنی باشد، بهینه که است x حاوي
مینیمال را S بهینۀ مجموعۀ با الگوریتمی بسندة آمارة یک کند.
باشد نداشته وجود S′ مثل بهینه�اي مجموعۀ هیچ هرگاه گویند
مجموعۀ مفهوم کردن درك بهتر براي .K(S′) < K(S) که

باشد. مفید می�تواند زیر مثال بهینه،
رشته یک x و باشد k ∈ {٠, ١, . . . , n} کنید فرض .4.3 مثال
پرتاب نتیجۀ به�عنوان می�تواند xاین باشد. ١ تا k تعداد با n به�طول
دو�قسمتی توصیف شود. گرفته نظر در p = k

n اریبی با یکسکه
که (k) بار اوّلین براي x در ١ها تعداد به�صورت می�توان را x از
مجموعۀ یک در x و می�کند صدق j ≤ log|S| شرط در اندیس
این گرفت. نظر در است، ١ تا k با n طول به رشته�هاي حاوي S

.K(x|n) = K(S) + log|S| زیرا است، بهینه مجموعۀ
احتمالاتی بسندگی و الگوریتمی بسندگی ارتباط به اکنون

می�شود. ارائه زیر تعریف منظور، این براي می�پردازیم.
مانند تابعی دنباله�اي، آمارة یک .5.3 تعریف

آن در (که است S : {٠, ١}∗ → {٠,١}٢∗

{٠, ١}∗ = {ε, ٠, ١, ٠٠, ٠١, ١٠, ١١, ٠٠٠, . . .}

هر براي که به�طوري است) باشد) نداشته (حرفی تهی لغت ε و
داریم: x ∈ {٠, ١}n و n

،S(x) ⊆ {٠, ١}n (1

،x ∈ S(x) (2
9 Java
10 locator identifier separation protocol [
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داریم: 1.1 گزارة از استفاده با
∑

x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)K(S(x)) ≥

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١
f
(n)
θ (S(x))

.

داریم: n هر براي که کنید توجه
∑

x∈{٠,١}

f
(n)
θ (x)[log

١
f
(n)
θ (S(x))

+ log
١

f
(n)
θ (x|S(x))

]

=
∑

x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١
fθ(x)

, (14)

استفاده با S(x) رمزگذاري اوّلین توسط x که را بخشی دو و
رمزنگاري� بیت log|S(x)| توسط سپس و بیت log ١

f
(n)
θ (S(x))

از
کارایی باید کد این 1.1 گزارة به توجه با بگیرید. نظر در می�شود
باشد. داشته log ١

fθ(x)
طول با شانون-فانو کد به نسبت کمتري

داریم: n هر براي (14) به توجه با این بر بنا
∑

x∈{٠,١}n
f
(n)
θ (x)log|S(x)| ≥ log

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١

f
(n)
θ (x|S(x))

.

باشیم: داشته n هر براي که دارد وجود c′ یک این بر بنا
|

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log|S(x)|−

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١

f
(n)
θ (x|S(x))

| ≤ c′.

نتیجه�گیري 4
یک به نسبت آماره یک بسندگی مفهوم تعریف با مقاله این در
بین ارتباط یک اطلاع، نظریۀ دیدگاه از دیگر تصادفی متغیر
این ذکر می�شود. نتیجه مارکوف زنجیرهاي و بسندگی مفهوم
به نسبت آماره یک که خاص حالت در که است جالب نکته
اختیار را پارامتري مقدار این�جا در (که ثابت تصادفی متغیر یک
بسندگی مفهوم همان باشد بسنده شود) براورد باید که می�کند
پارامتر گرفتن نظر در با علاقه�مندان می�شود. نتیجه معمولی
بیزي حالت در را مفهوم این می�توانند تصادفی یکمتغیر به�عنوان
باشد. آینده تحقیقات براي شروعی می�تواند که دهند، گسترش
و می�شود مطرح الگوریتمی بسندگی مفهوم مقاله آخر بخش در
می�دهد. نتیجه را احتمالاتی بسندگی مفهوم همان که می�شود ثابت

آمارة یک S باشد، supθ∈ΘK(fθ) < ∞ اگر این بر بنا
که است، ریاضی احتمالاتی-امید دیدگاه از θ براي بسنده تقریباً

است. یکنواخت توزیع g

دارد وجود cیکثابت الگوریتمی، بسندگی تعریف طبق اثبات.
داریم: n و θ هر به�ازاي که به�طوري

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)[K(S(x)) + log|S(x)|]

≤
∑

x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)K(x) + c. (12)

یک به�ازاي ،K(fθ) < ∞ که ،θ کردن فرض ثابت با اکنون
داشت: خواهیم n هر و cθ ≈ K(fθ)

٠ ≤
∑

x∈{٠,١}n
f
(n)
θ (x)K(x) −

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١
fθ(x)

≤ cθ, (13)

دوم نامساوي دلیل است. 1.1 گزارة اوّلی، نامساوي دلیل که
می�تواند شانون-فانو11 کد ،K(fθ) < ∞ به توجه با که است این
که شود انجام ثابت اندازة یک با کامپیوتري برنامۀ یک توسط

ندارد. بستگی n به
داریم: n هر براي (13) و (12) به توجه با

∑
x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)log

١
fθ(x)

≤
∑

x∈{٠,١}n

f
(n)
θ (x)[K(S(x)) + log|S(x)|]

≤
∑
x

f
(n)
θ (x)log

١
fθ(x)

+ cθ.

نماد ،s ⊆ {٠, ١} براي

f
(n)
θ (s) =

∑
y∈X :S(y)=s

f
(n)
θ (y)

تعریف از 3 قسمت فرضیات به توجه با می�گیریم. نظر در را
داریم: 5.3

∑
s:∃x∈{٠,١}n:S(x)=s

f
(n)
θ (s) = ١,

آمارة مقادیر مجموعۀ شامل S روي احتمال جرم تابع f (n)
θ (s) که

این بر بنا کند. اختیار را n طول به دنباله�اي می�تواند که است S

11 Shannon-Fano code [
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