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چکیده:
کاهشی-افزایشی-کاهشی، افزایشی، خطر تابع داراي که هندسی، گومپرتز بتا توزیع به�نام پنج�پارامتري توزیع مقاله، این در
به�کمک همچنین می�شود. ارائه آن خطر تابع و تجمعی توزیع تابع احتمال، چگالی تابع و معرفی است، گودالی�شکل و تک�مدي
دست به جدید توزیع این لورنتس و فرنی بن منحنی�هاي و مرتب آماره�هاي گشتاورهاي گشتاورها، استرلینگ، چندجمله�اي�هاي
واقعی، مجموعه�داده�هاي یک از استفاده با نیز نهایت در و شده براورد درست�نمایی ماکسیمم به�روش آن پارامترهاي می�آید.

می�شود. داده نشان آن از کاربردي
درست�نمایی. ماکسیمم براورد خطر، تابع بتا، توزیع استرلینگ، چندجمله�اي�هاي گومپرتز، توزیع کلیدي: واژه�هاي

یعقوب�زاده [؟]، دیگران و کردیرو [؟]، دیگران و (بیدرام
اشاره [؟]) دیگران و (آکینست پارتو بتا و [؟]) دیگران و

نمود.
مرگ داده�هاي مدل�سازي در مهمی نقشبسیار گومپرتز توزیع
[؟])، (اکونوموس زیست�شناسی مانند مختلفی علوم در و میر و
و (بمائور بازاریابی و [؟]) دیگران و (جانسون بقا تحلیل
ثابت توزیع این خطر تابع چون طرفی از دارد. [؟]) گلادي
از داده�ها که حالاتی توصیف براي نمی�تواند است، افزایشی و
افزایشی و ثابت حالت�هاي از غیر خطر تابع با توزیع�هاي
جدیدي توزیع دلیل این به شود. استفاده می�کنند، تبعیّت
که می�شود معرفی عمر طول براي گومپرتز توزیع پایۀ بر
حالت�هاي داراي افزایشی، و ثابت بر علاوه آن خطر تابع
است. نیز کاهشی-افزایشی-کاهشی و گودالی�شکل تک�مدي،
شده معرفی هندسی گومپرتز بتا توزیع مقاله، این دوم بخش در
به�روش سوم بخش در است. آمده دست به آن ویژگی چند و
براورد جدید توزیع این پارامترهاي درست�نمایی، ماکسیمم
آن از کاربردي واقعی، مجموعه�داده�هاي یک به�کمک و شده

مقدمه 1
تابع با به�ترتیب توزیع خانواده یک [؟]، دیگران و ایوگن

احتمال چگالی تابع و توزیع

W (x,Θ١) =
١

B(a, b)

∫ G(x,ξ)

٠
ua−١)١ − u)b−١du (1)

w(x,Θ١) =
g(x, ξ)[G(x, ξ)]a−١]١ −G(x, ξ)]b−١

B(a, b)
(2)

B(a, b) = ،Θ١ = (a, b, ξ) آن در که کردند. معرفی
متناظر احتمال چگالی تابع g(x, ξ) و ∫ ١

٠ u
a−١)١ − u)b−du

به�کمک مقالاتی اخیراً، هستند. G(x, ξ) پیوسته توزیع تابع با
معرفی به شده داده چگالی تابع با توزیع�هایی خانواده
ارائه جدیدي توزیع�هاي (؟؟) رابطۀ در توزیع�ها از تعمیم�هایی
کوتز و (نداراجا گامبل بتا توزیع�هاي به می�توان که شده�اند
دیگران و (لی وایبول بتا [؟])، کوتز و (نداراجا نمایی بتا [؟])،
نمایی بتا [؟])، دیگران و (سیلوا یافته تعدیل وایبول بتا [؟])،
هندسی وایبول بتا [؟])، دیگران و (بارتو-سوزا تعمیم�یافته

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 1

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 2
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احتمال چگالی تابع با

w(x, α, β, θ, a, b) =
α(١ − θ)beβxe−

αb
β (eβx−١)[

١ − θe−
α
β (eβx−١)

]a+b

×

[
١ − e−

α
β (e

βx−١)
]a−١

B(a, b)
, (7)

BGG(α, β, θ, a, b) نماد با مقاله این در که می�آید �دست به
عبارت�است توزیع این با متناظر خطر تابع می�شود. داده نشان

از
h(x, α, β, θ, a, b) =

α(١ − θ)beβxe−
α
β (e

βx−١)

B(a, b)
[
١−−α

β (eβx−١)
]a+b

×
(
١ − eβx

)a−١

I(
١−e

−α
β (eβx−١)

١−θe
−α

β (eβx−١)

)(a, b) .

توزیع خطر تابع و احتمال چگالی تابع نمودارهاي
داده نشان 2 و 1 شکل�هاي در به�ترتیب ،BGG(α, β, θ, a, b)
افزایشی-کاهشی و تک�مدي بیان�کنندة ،1 شکل است. شده
است واضح ،2 شکل به توجه با همچنین است. توزیع بودن
افزایشی، مختلف شکل�هاي می�تواند توزیع این خطر تابع که
�باشد. �شکل حمامی وان و تک�مدي کاهشی-افزایشی-کاهشی،
BGG(α, β, θ, a, b) توزیع مدل�هاي زیر از بعضی به ادامه در

می�شود. اشاره
چگالی تابع آنگاه باشد، a = b = ١ (؟؟)، رابطۀ در اگر (1
در آن بر علاوه و شده تولید هندسی گومپرتز توزیع احتمال
[؟]) (گومپرتز، گومپرتز توزیع چگالی تابع ،θ = ٠ صورت

می�آید. دست به
بتا توزیع چگالی تابع باشد، θ = ٠ (؟؟)، رابطۀ� در اگر (2
آن بر علاوه می�شود. تولید [؟]) دیگران و (جعفري گومپرتز
تعمیم�یافته گومپرتز توزیع به (؟؟) رابطۀ ،b = ١ صورت در

می�شود. تبدیل [؟]) دیگران و (ال-گوهري
باشد، , β → ٠+ و θ = ٠, b = ١ (؟؟)، رابطۀ� در اگر (3
و (گوپتا تعمیم�یافته نمایی توزیع احتمال چگالی تابع آنگاه

می�شود. تولید [؟]) کوندا
تابع آنگاه باشد، , β → ٠+ و θ = ٠ (؟؟)، رابطۀ در اگر (4
حاصل [؟]) کوتز و (نداراجا نمایی بتا توزیع احتمال چگالی

می�شود.

می�شود. بیان

هندسی گومپرتز بتا توزیع 2
پیوسته توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر Xیک فرضکنید
از برداري Θ٢) f(x,Θ٢) احتمال چگالی تابع و F (x,Θ٢)

مقادیر با گسسته تصادفی متغیر یک Z و است) پارامترها
متغیر اگر باشند. p(z, θ) احتمال جرم تابع با و {١, ٢, ٣, · · · }

به�صورت Y تصادفی

Y = min(X١, X٢, · · · , XZ)

تابع و H(y,Θ٣) یعنی Y توزیع تابع آنگاه شود، تعریف
به�صورت به�ترتیب h(y,Θ٣) یعنی آن احتمال چگالی

H(y,Θ٣) = ١ −
∞∑
z=١

(١ − F (x,Θ٢))
zp(z, θ), (3)

h(y,Θ٣) =

∞∑
z=١

zf(x,Θ٢)(١ − F (x,Θ٢))
z−١p(z, θ). (4)

توزیع تابع با توزیع .(Θ٣ = (Θ٢, θ) ) می�آیند �دست به
توانی سري توزیع یک را (؟؟) احتمال چگالی تابع با و (؟؟)
تابع و توزیع تابع با به�ترتیب گومپرتز توزیع اکنون می�نامند.

با به�ترتیب احتمال چگالی

F (x,Θ٢) = ١ − e−
α
β (e

βx−١), x > ٠,Θ٢ = (α, β) > 0,

f(x,Θ٢) = αeβxe−
α
β (e

βx−١), x > ٠,Θ٢ = (α, β) > 0.

احتمال جرم تابع با هندسی توزیع و

p(z, θ) = (١ − θ)θz−١, z = ١, ٢, ٣, · · · , ٠ < θ < ١.

تابع (؟؟)، و (؟؟) روابط در آنها جایگذاري با بگیرید. نظر در
هندسی گومپرتز نام به توزیعی احتمال چگالی تابع و توزیع

به�صورت�هاي

H(x,Θ٣) =
١ − e−

α
β (e

βx−١)

١ − θe−
α
β (e(βx)−١)

, x > ٠, (5)

h(x,Θ٣) =
α(١ − θ)eβxe−

α
β (e

βx−١)(
١ − θe−

α
β (eβx−١)

)٢ (6)

جایگذاري با Θ٣ = (α, β, θ) آن در که می�آیند. �دست به
هندسی گومپرتز بتا توزیع (؟؟)، رابطۀ� در (؟؟) و (؟؟) روابط
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گومپرتز-هندسی بتا توزیع احتمال چگالی تابع نمودار شکل1.

هندسی گومپرتز بتا توزیع خطر تابع نمودار شکل2.
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بر هندسی گومپرتز بتا توزیع راست) (سمت تجربی توزیع تابع نمودار و چپ) (سمت احتمال چگالی تابع نمودار شکل3.
آن از شده شبیه�سازي تایی 1000 تصادفی نمونۀ اساس

داریم |z| < ١ و δ ∈ R هر براي .1.2 قضیۀ

[− log(١ − z)]
δ
=

∞∑
m=٠

ρm(δ)zδ+m

آن در که

ρ٠(δ) = ١, ρm(δ) = δψm−١(m+ δ − ١),m ≥ ١

رابطۀ� در که استرلینگهستند چندجمله�اي�هاي نیز ها ψn(.) و

ψn−١(w) =
(−١)n−١

(n+ ١)!

[
Hn−١

n − w + ٢
n+ ٢

Hn−٢
n

+
(w + ٢)(w + ٣)
(n+ ٢)(n+ ٣)

Hn−٣
n − · · ·

+ (−١)n−١ (w + ٢)(w + ٣) · · · (w + n)

(n+ ٢)(n+ ٣) · · · (٢n)
H٠

n

]
,

هستند مثبت صحیح اعداد ها Hm
n �که به�طوري می�کنند. صدق

رابطۀ� در و

Hm
n+١ = (٢n+m− ١)Hm

n + (n−m+ ١)Hm−١
n

و H٠
٠ = Hn

n+١ = ١ و کرده صدق

H٠
n+١ = ١ × ٣ × ۵ × · · · × (٢n+ ١).

شود. رجوع [؟] وارد به اثبات.

چندك�ها و شبیه�سازي 1.2

باشد، BGG(α, β, θ, a, b) توزیع با تصادفی Xیکمتغیر اگر
آنگاه

با بتا توزیع ،Y = ١−e
−α

β (eβX−١)

١−θe
−α

β (eβX−١)
تصادفی متغیر (1

وایبول بتا توزیع ،T = α
β

(
eβX − ١

) و β و α پارامترهاي
دارند. a, b, α = β = ١, p = θ پارامترهاي با هندسی

آنگاه باشد، β و α پارامترهاي با بتا توزیع داراي V اگر (2

X =
١
β
log

[
١ − β

α
log

(
١ − V

١ − θV

)]
,

در می�توان آن از که دارد BGG(α, β, θ, a, b) توزیع
به�این کرد. استفاده هندسی گومپرتز بتا توزیع شبیه�سازي
پارامترهاي با هندسی گومپرتز بتا توزیع از که صورت
یک ،b = ١ و a = ١ ،θ = ٠/٢ ،β = ٠/۵ ،α = ٠/٣

چگالی تابع نمودار می�شود. تولید تایی 1000 تصادفی نمونۀ�
سمت در آن تجربی توزیع تابع و سمتچپ در آن�که احتمال
بودن سازگار بیان�کنندة است، شده داده نشان 3 شکل راست
است. هندسی گومپرتز بتا توزیع با شده شبیه�سازي داده�هاي

استفاده آن از مقاله این در که می�شود اشاره قضیه�اي به اکنون
شده�است.
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مرتّب آماره�هاي گشتاورهاي 3.2
زمان�هاي اساس بر آینده شکست زمان پیش�بینی به�خاطر
در مهمی نقش مرتّب آماره�هاي گشتاورهاي اولیّه، شکست
این در دارند. اعتماد قابلیّت و کیفیّت کنترل آزمون�هاي
مرتبۀ گشتاور احتمال چگالی تابع براي کلّی فرمولی بخش،
اگر می�شود. ارائه BGG(α, β, θ, a, b) توزیع (Xr:n) r-ام
آنگاه باشد، fr:n(x) ،Xr:n ترتیبی آمارة احتمال چگالی تابع

داریم

fr:n(x,Θ۴) =
w(x,Θ۴)(W (x,Θ۴)

r−١ (١ −W (x,Θ۴))
n−r

B(a, b)B(r, n− r + ١)

=

n−r∑
j=٠

∞∑
m=٠

[
(−١)j

(
n− r

j

)

cr+j−١,m (W (x,Θ۴))
m, (11)

ها cr+j−١,m و است Θ۴ = (α, β, θ, a, b) آن در که
همچنین می�کنند. صدق (؟؟) رابطۀ در (j = ١, ٢, · · · ) براي
تابع و احتمال چگالی تابع به�ترتیب W (x,Θ۴) و w(x,Θ۴)

این بر بنا هستند. BGG(α, β, θ, a, b) توزیع تجمعی توزیع
داریم

fr:n(x, α, β, θ, a, b) =

∞∑
m=٠

kr,n,mfBGG(x, α, β, θ, a+m, b),

(12)

رابطۀ� .kr,n,m =
∑n−r

j=٠
(−١)jn!(a)mcr+j−١,m
j!(a+b)m(n−r−j)! آن در که

توزیع r-ام ترتیبی آمارة� چگالی تابع که می�دهد نشان (؟؟)
احتمال چگالی تابع از خطی ترکیب یک هندسی، گومپرتز بتا
مرتبۀ گشتاور می�توان رابطه، این به�کمک این بر بنا است. آن

به�صورت که آورد �دست به را BGG توزیع r-ام

E(Xr
r:n) =

(−١)k

βkB(a+m, b)

∞∑
m,s,n,i=٠

[
kr,n,m

(
−(k + s+ n)

i

)

× ρs(k)ρn(k + s)(١ − θ)k+s+n(−θ)i

×B(k + s+ n+ i+ a+m, b)

]
. (13)

است.

انحرافات میانگین 4.2
و BGG(α, β, θ, a, b) توزیع با تصادفی متغیر یک X اگر
از انحراف میانگین آنگاه باشد، Mمیانۀ با و µ ریاضی امید با

رابطه از مقاله این در )همچنین ∞∑
i=٠

aix
i

)n

=
∞∑
i=٠

cn,ix
i, (8)

روابط در ها cj,i ضرایب آن در که می�شود. استفاده

cj,٠ = aj٠,

cj,i = (ia٠)
−١

i∑
m=١

(jm− i+ ١)amcj,i−m, i ≥ ١.

(9)
رابطۀ� بارة در بیشتر اطلاعات مشاهدة براي می�کنند. صدق

شود. مراجعه [؟]) ریزهیک و گرادشتین ) به (؟؟)

گشتاورها 2.2
چولگی پراکندگی، مانند توزیع یک ویژگی�هاي از بسیاري
�دست به گشتاورها به�کمک می�توان را کشیدگی و
توزیع k-ام مرتبۀ مرکزي گشتاور این�جا در لذا آورد.
متغیر تغییر از استفاده با می�آید. �دست به BGG(α, β, θ, a, b)

شرط تحت و 1.2 قضیۀ و u =
١−exp[αβ (exp(βx)−١)]

١−θ exp[αβ (exp(βx)−١)]

داریم u < ١−e
١−θe

E(Xk) =
١

βkB(a, b)

∫ ١

٠

{[
log

(
١ − β

α
log

١ − u

١ − θu

)]k
× ua−١)١ − u)b−١

}
du =

(−١)k

βkB(a, b)

×
∞∑

m=٠

ρm(k)

(
β

α

)m+k ∫ ١

٠

{
log

(
١ − u

١ − θu

)m+k

× ua−١)١ − u)b−١

}
du

=
١

βkB(a, b)

∞∑
m,n=٠

[
(−١)mρm(k)

(
β

α

)m+k

ρn(k +m)

× (١ − θ)k+m+n

∫ ١

٠
(١ − θu)−(m+n+k)

um+k+n+a−١)١ − u)b−١du

]

=
١

βkB(a, b)

∞∑
m,n,i=٠

[
(−١)mρm(k)

(
β

α

)m+k

ρn(k +m)

× (١ − θ)k+m+n(−θ)iB(m+ n+ k + a+ i, b)

]
.

(10)
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لورنتس و فرنی بن منحنی�هاي 5.2
F (.) تجمعی توزیع تابع با X مانند تصادفی متغیر یک براي

به�صورت بن�فرونی منحنی ،f(.) چگالی تابع و

BF (x) =
١

µF (x)

∫ x

٠
uf(u)du

BGG(α, β, θ, a, b) توزیع براي این بر بنا می�شود. تعریف
داریم

BF [F (x)] =
−١

µF (x)βB(a, b)

×
∞∑
i=١

∫ G(x;α,β,θ)

٠

βi

iαi

(
log

(
١ − w

١ − θw

))i

wa−١)١ − w)b−١dw

=
١

µF (x)βB(a, b)
∞∑
i=١

∞∑
m=٠

[
(−١)i+١βi(١ − θ)i

iαi
ρm(i)

×
∫ G(x;α,β,θ)

٠
(١ − θw)−(m+i)

a+i−١)١ − w)b−١dw
]

=
١

µF (x)βB(a, b)
∞∑
i=١

∞∑
m=٠,j

[(
m+ i

j

)
(−١)i+j+١βi(١ − θ)i

iαi

× θjρm(i)BG(x;α,β,θ)(a+ i+ j, b)

]
.

به�صورت آن لورنتس منحنی و

LF [F (x)] =(BF [F (x)])F (x) =
١

µβB(a, b)

×
∞∑
i=١

∞∑
m=٠,j

[(
m+ i

j

)
(−١)i+j+١βi(١ − θ)i

iαi

θjρm(i)×BG(x)(a+ i+ j, b)

]
.

است.

براورد 6.2
توزیع از تصادفی نمونه�اي Xn، . . .، X٢، X١ اگر

فرض با باشد، BGG(α, β, θ, a, b)

Θ = (α, β, θ, a, b)T

به�صورت به�ترتیب میانه از انحراف میانگین و میانگین

δ١ = E|X − µ| = ٢
∫ µ

٠
F (x)dx

δ٢ = E|X −M | = µ−M + ٢
∫ M

٠
F (x)dx

توانی سري به�کمک می�شوند. تعریف

(١ − z)α =
∞∑
j=٠

(
α

j

)
(−z)j ,

داریم
∫ a

٠
F (x)dx =

∞∑
k=٠

{(
b− ١
k

)
(−١)k ١

a+ k

×
∫ a

٠

(
١ − e

−α
β
(eβx−١)

١ − θe
−α

β
(eβx−١)

)a+k}
dx

=

∞∑
k,i,j=٠

[(
b− ١
k

)(
a+ k

i

)(
−(a+ k)

j

)

× (−١)k(−θ)j

a+ k
e
−(i+j)α

β

∫ a

٠
e
−(i+j)α

β
eβx

]
dx.

مک�لورن بسط از استفاده با

e−(i+j)α
β eβx

=

∞∑
n=٠

(−١)n(i+ j)n

n!

( ∞∑
m=٠

βm

m!
xm

)n

داریم
∫ a

٠
F (x)dx =

∞∑
k,i,j=٠

∞∑
n,m=٠

[(
b− ١
k

)(
a+ k

i

)(
−(a+ k)

j

)

× (−١)k+n(−θ)j

n!(m+ ١)
(i+ j)ncn,ma

m+١

]
,

صدق (؟؟) رابطۀ در ها cn,m ،m = ١, ٢, · · · به�ازاي که
داریم این بر بنا می�کنند.

δ١ =٢
∞∑

k,i,j=٠

∞∑
n,m=٠

[(
b− ١
k

)(
a+ k

i

)(
−(a+ k)

j

)

× (−١)k+n(−θ)j

n!(m+ ١)m!
(i+ j)n(nβ)mµm+١

]
,

و

δ٢ =µ−M + ٢
∞∑

k,i,j=٠

∞∑
n,m=٠

[(
b− ١
k

)(
a+ k

i

)

×
(
−(a+ k)

j

)
(−١)k+n(−θ)j(i+ j)nn(nβ)mMm+١

n!(m+ ١)m!

]
.
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می�آید. دست به Un(Θ) = ٠ خطی غیر معادلات دستگاه
عددي به�روش باید و نیستند بسته جواب داراي براوردها البته

آید. �دست به

واقعی داده�هاي تحلیل 3
توزیع واقعی، مجموعه�داده�هاي یک از استفاده با بخش این در
گومپرتز ،(BG)گومپرتز بتا توزیع�هاي با هندسی گومپرتز بتا
و (BE) نمایی بتا ،(GE) تعمیم�یافته نمایی ،(GG) تعمیم�یافته
(کردیرو (GWLL) وایبول-لگ-لوژستیکتعمیم�یافته توزیع

احتمال چگالی تابع با [؟]) دیگران، و

f(x;α, β, a, b) =
aαβbxb−١

ab

(
١ +

(x
a

)b)−١

[
log

(
١ +

(x
a

)b)]β−١

× exp

{
−α

[
log

(
١ +

(x
a

)b)]β}
.

مقدار 63 شامل �داده�ها مجموعه این می�شود. مقایسه
سانتی�متري، ١٫ ۵ شیشه�هاي الیاف مقاومت از شده اندازه�گیري
بارتو-سوزا است. لندن شهر در فیزیک موسسۀ� یک توسّط
نمایی بتا توزیع برازش براي داده�ها این از [؟] دیگران و
براورد شامل ،1 جدول کردند. استفاده (BGE) تعمیم�یافته
و مقایسه مورد توزیع�هاي پارامترهاي درست�نمایی ماکسیمم
آکائیکه اطلاع معیار ،(AIC) آکائیکه اطلاع معیار مقادیر
آزمون آمارة و (BIC) بیزي اطلاع معیار و (CAIC) سازگار
این بودن کوچک�تر است. تعمیم�یافته درست�نمایی نسبت
بنا است. داده�ها به آن بهتر برازش معنی به توزیع براي مقادیر
گومپرتز بتا توزیع می�گیریم، نتیجه ،1 جدول به توجه با این بر
براورد نمودار همچنین دارد. داده�ها به بهتري برازش هندسی،
نشان 4 شکل در مقایسه مورد توزیع�هاي احتمال چگالی تابع
توزیع�ها سایر به نسبت هندسی گومپرتز بتا توزیع که می�دهد

دارد. انتخابی داده�ها به بهتري برازش

با است برابر درست�نمایی تابع لگاریتم

ln =n lnα+ nb ln(١ − θ) + β

n∑
i=١

xi

− bα

β

n∑
i=١

(
eβx − ١

)
+ (a− ١)

n∑
i=١

ln
(

١ − e−
α
β (e

βx−١)
)

+ n ln Γ(a+ b)− nΓ(a)− n ln Γ(b)

− (a+ b)
n∑

i=١

ln
(

١ − θe−
α
β (e

βx−١)
)
.

Un(Θ) =
(
∂ln
∂α ,

∂ln
∂β ,

∂ln
∂θ ,

∂ln
∂a ,

∂ln
∂b

)T فرضمی�کنیم اکنون
آن در که

∂ln
∂α

=
n

α
+

(a− ١)
β

n∑
i=١

(eβxi − ١)e−
α
β (e

βxi−١)

١ − e−
α
β (eβxi−١)

− θ(a+ b)

β

n∑
i=١

(eβxi − ١)e−
α
β (e

βxi−١)

١ − θe−
α
β (eβxi−١)

− b

β

n∑
i=١

(
eβxi − ١

)
,

∂ln
∂β

=
n∑

i=١

xi +
bα

β٢

n∑
i=١

(eβxi − ١)− bα

β

n∑
i=١

xie
βxi

− α(a− ١)
β٣

n∑
i=١

(
β(eβxi − ١)− αxie

βxi
)[

١ − e−
α
β (eβx−١)

]
e

α
β (eβxi−١)

+
αθ(a+ b)

β٣

n∑
i=١

(
β(eβxi − ١)− αxie

βxi
)
e[

١ − θe−
α
β (eβxi−١)

]α
β (eβxi−١)

,

∂ln
∂θ

=− nb

١ − θ
+ (a+ b)

n∑
i=١

e−
α
β (eβxi−١)

١ − θe−
α
β (eβxi−١)

,

∂ln
∂a

=
n∑

i=١

ln
(

١ − e−
α
β (eβxi−١)

)
+ nΨ(a+ b)− nΨ(a)

−
n∑

i=١

ln
(

١ − θe−
α
β (eβxi−١)

)
,

∂ln
∂b

=n ln(١ − θ)− α

β

n∑
i=١

(eβxi − ١) + nΨ(a+ b)

−
n∑

i=١

ln
(

١ − θe−
α
β (eβxi−١)

)
− nΨ(b),

دي�گاما تابع Ψ و ∂ log Γ(x)
∂x = Ψ(x) که به�طوري هستند.

به�کمک Θ̂ یعنی Θ درست�نمایی ماکسیمم براورد است.
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مقایسه مورد توزیع�هاي چگالی تابع براورد نمودار شکل4.

بهتر دهندة نشان ،BGG توزیع CAIC و BIC ،AIC مقادیر
برازش براي انتخابی توزیع�هاي سایر به نسبت توزیع این بودن

است. داده�ها به

،GG ،GE صفر فرض�هاي که می�شود نتیجه مقادیر این از
فرض ولی می�شوند رد BGG مدل مقابل در GWLL و BE
سطح هر در و رد ٠٫ ٠٠۶٢ از بزرگ�تر سطح هر در BG صفر
بودن کوچک�تر اما می�شود. پذیرفته ٠٫ ٠٠۶٢ از کوچک�تر

آمارة و CAIC ،BIC ،AIC مقادیر همراه به مقایسه مورد توزیع�هاي پارامترهاي درست�نمایی ماکسیمم براورد .1 جدول
مربوط p-مقدار با درست�نمایی نسبت آزمون

GWLL BE GE GG BG BGG توزیع
۴٫ ٣٩٣ ٠٫ ١٧٩١٩ ٢٫ ۶١٣٣ ٠٫ ٠٣۶٠١ ٠٫ ٠٣٣٧١ ۴٫ ۶٧٧٣ α̂

٠٫ ٣٠٢ − − ٢٫ ٨٧٧١ ٢٫ ٨۴٩٢ ٣٫ ۵١٩٨ β̂

− − − − − ٠/۵٣٣۴٠ θ̂

٢٫ ٠٧٢ ١٧٫ ۴٩٠ ٣١٫ ٣۶١ ١٫ ۶٠٨۵٨ ١٫ ۶٢۵۵ ۶۴٫ ۶۵٢ â

١٩٫ ٩٩٩ ۵۶٫ ٨۴٩ − − ١٫ ١٣۴٠ ٠٫ ٠٠٢٣١ b̂

٣٧٫ ٩٨٣ ۵٣٫ ٩٨۴ ۶۶٫ ٧١۶ ٣٨٫ ۴٢٢ ٣۶٫ ۴١٨ ٣٢٫ ٢٨۶ AIC

۴۶٫ ۵۵۵ ۶٠٫ ۴١٣ ٧١٫ ٠٠٢ ۴۴٫ ٨۵١ ۴۴٫ ٩٩٠ ۴٣٫ ٠٠١ BIC

٣٨٫ ۶٧٢ ۵۴٫ ٣٧٧ ۶۶٫ ٩١٠ ۴۵٫ ٢۴۴ ۴۵٫ ۶۵٧ ٣٣٫ ٣٣٨ CAIC

٧٫ ۶٧٩ ٣٢٫ ٠٩١ ۴٠٫ ۴٣ ١٠٫ ١٣۶ ۶٫ ١٣٢ − LRT

٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠٠٠١ از کوچک�تر ٠٫ ٠٠٠١ از کوچک�تر ٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٠١٣٢ − p− value(LRT )
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به نسبت داده�ها این به برازش براي مناسب مدلی هندسی
جدید توزیع این می�رسد نظر به است. انتخابی توزیع�هاي سایر
نظریۀ براي عمر، طول توزیع به�عنوان مناسبی مدل می�تواند

باشد. مربوط حوزه�هاي و اعتماد قابلیّت

تشکر و دانی قدر
داوران و سردبیر زحمات از که می�داند لازم خود بر نویسنده

نماید. قدردانی و تشکر مقاله این ارزیابی در مجله

نتایج 4
گومپرتز بتا توزیع به�نام عمر طول توزیع یک مقاله، این در
دست به توزیع این ویژگی�هاي از برخی و معرفی هندسی
تابع که است آن توزیع این مشخصه�هاي از یکی شد. آورده
وان کاهشی-افزایشی-کاهشی، افزایشی، می�تواند آن خطر
ماکسیمم به�روش همچنین است. تک�مدي و شکل حمامی
یک از استفاده با و براورد آن پارامترهاي درست�نمایی،
عمر طول توزیع چند با توزیع این واقعی، مجموعه�داده�هاي
گومپرتز بتا توزیع که گردید مشخص و شد مقایسه دیگر
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