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بریده و چندنمایی چوله، داده�هاي مدل�بندي براي وزنی توزیع�هاي از استفاده
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چکیده:
تک�نمایی توزیع�هاي از استفاده هستند، حالات این از ترکیبی یا بریده نامتقارن، چندنمایی، ساختار نشان�دهندة مشاهدات هنگامی�که
چندنمایی یا دو چولگی، مدل�بندي قابلیت که توزیع�هایی دلیل، همین به می�شود. منجر گمراه�کننده نتایج به آنها مدل�بندي براي متقارن
راه�هاي توزیع، یک در ویژگی�هایی چنین ایجاد براي بوده�اند. علاقه مورد آماري ادبیات در همواره باشند، داشته را بریدگی و بودن
انتخاب با که است شده داده نشان مقاله، این در نمود. اشاره وزنی توزیع�هاي بست �کار به می�توان جمله آن از که دارد وجود متفاوتی

نمود. ایجاد آن با متناظر وزنی توزیع در را قابلیت�هایی چنین می�توان نرمال مانند متقارن توزیع یک براي مناسب وزن توابع
وزن. تابع وزنی، توزیع بریدگی، چولگی، کلیدي: واژه�هاي

است: زیر

fω(y;θθθ, α) =
w(y, α)

µω
f(y;θθθ), y ∈ Sy

توزیع را fω(y;θθθ, α) توزیع و Y تصادفی متغیر موزون نسخه که
کاربردي و نظري جنبه�هاي بسیاري محققان گویند. موزون
مثال، به�عنوان داده�اند. قرار مطالعه مورد را موزون توزیع�هاي
بیش�پراکندگی مشخصه�هاي زمینۀ در [7] مطالعات به می�توان
زمینۀ در [8] پوآسون، موزون توزیع�هاي کم�پراکندگی و
زمینۀ در [12] دوجمله�اي، شبه موزون توزیع�هاي از مشخصه�هایی
هسته، روش به موزون توزیع�هاي از استفاده با چگالی برآورد
اساس بر ،Yw و Y میانگین مقادیر بین مقایسه دربارة [25]
برخی بررسی زمینۀ در [22] موزون، توابع یکنواي رفتارهاي
اصلی�شان توزیع با مقایسه در موزون توزیع�هاي ویژگی�هاي
بررسی زمینۀ در [19] و تصادفی متغیر�هاي نامنفی مقادیر براي
موزون توزیع�هاي و اصلی توزیع�هاي گشتاورهاي بین رابطه�هاي

کرد. اشاره
وزن تابع انتخاب موزون، توزیع�هاي از استفاده در مسئله مهم�ترین
تابع یک کردن لحاظ با است. شده مشاهده داده�هاي براي مناسب

مقدمه 1

میزان به آماري، مدل�سازي و استنباط از حاصل نتایج اعتبار
توزیع مواردي، در است. وابسته �تصادفی نمونۀ بودن نماینده
و نیست یکسان جامعه توزیع با جامعه از شده استخراج نمونه�هاي
نمی�توان داده�ها این پایه بر استنباط از حاصل نتایج به رو این از
روش�هاي دربارة که است شخصی نخستین [11] کرد. اعتماد
داده انجام مطالعاتی شده ثبت مشاهدات توزیع شکل بر مؤثر
در را آماري داده�هاي مدل�بندي براي مناسب راهکار [26] است.
نمی�شود، یافت جامعه براي استانداردي توزیع� که موقعیت�هایی
براي عمده دلیل سه وي می��داند. موزون توزیع�هاي از استفاده
را کاربردها بسیاري در موزون توزیع�هاي با مشاهداتی پیدایش
از بخشی نبودن دسترس در داده�ها، از برخی نبودن مشاهده قابل
روش بردن �کار به و اصلی مشاهدات رفتن بین از سبب به داده�ها
چگالی تابع f(y,θθθ) اگر می��داند. نابرابر احتمال با نمونه�گیري
آن�گاه باشد، پارامترها بردار θθθ و Y تصادفی متغیر احتمال) (جرم
به�صورت احتمال) (جرم چگالی تابع داراي Yω تصادفی متغیر
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به مناسب وزن افزودن با هستند، چوله مشاهدات که هنگامی
افزایش را توزیع آن انعطاف�پذیري می�توان متقارن، توزیع یک
نمود. ایجاد توزیع آن براي را چولگی مدل�بندي قابلیت و داده

آزالینی. چوله�نرمال توزیع
نرمال توزیع براي w(y, λ) = Φ(λy) وزن تابع صورتی�که در
به�صورت نظر مورد وزن تابع ریاضی امید شود، گرفته نظر در

می�آید: دست به زیر

E[Φ(λy)] = E(P (U ≤ λY )) =
١
٢
,

چگالی تابع با آزالینی چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر
است: زیر

fY (y;λ) = ٢ϕ(y)Φ(λy) y, λ ∈ R, (1)

و احتمال چگالی تابع ترتیب به Φ(·) و ϕ(·) آن در که
توزیع این هستند. استاندارد نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع
توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان SN(λ)به�صورت

از: عبارت�اند (1) چوله�نرمال

.−Z ∼ SN(−λ) آن�گاه ،Z ∼ SN(λ) اگر .1

آزالینی چوله�نرمال توزیع چگالی تابع اثبات، λبه�ازايیک .2
است. تک��نمایی قویاً

|Y | و |Z| آن�گاه ،Y ∼ N(٠, ١) و Z ∼ SN(λ) اگر .3
هستند. هم�توزیع

چوله ،λ مثبت مقادیر به�ازاي توزیع این چگالی تابع .4
به�ازاي چپ، به چوله ،λ منفی مقادیر به�ازاي راست، به

است. استاندارد نرمال چگالی همان ،λ = ٠

میل نیم�نرمال توزیع به Z توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .5
می�کند.

.Y D
= Z٢ ∼ χ٢

(١) آن�گاه ،Z ∼ SN(λ) اگر .6

شود. مراجعه [4] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

بخشید بیشتري انعطاف�پذیري اصلی توزیع�هاي به می�توان وزن،
می�تواند محقق داد. تغییر را اصلی توزیع ویژگی�هاي از برخی و
را مناسب وزن مشاهدات، ماهیت به توجه با شرایطی هر در
شود. حاصل ممکن برازش بهترین تا نماید انتخاب به�گونه�اي

انتخاب طریق از می�توان چگونه که می�دهد نشان مقاله این
و چولگی تقارن، همانند متفاوتی ویژگی�هاي مختلف وزن�هاي
به توجه با افزود. توزیع یک به را بودن چندنمایی یا تک��نمایی
توزیع�هاي خصوص در گرفته صورت پژوهش�هاي اغلب این�که
با نیز مقاله این در داده�اند، قرار مبنا را نرمال توزیع موزون،
براي مناسب وزن�هاي انتخاب با توزیع، همین دادن قرار مبنا
قابلیت که ساخت موزونی نرمال توزیع�هاي می�توان نرمال، توزیع
بر علاوه نیز را بریده و چندنمایی نامتقارن، مشاهدات مدل�بندي
نتایج که است بدیهی باشد. دارا تک�نمایی و متقارن مشاهدات
هستند. توسعه قابل نیز احتمالاتی توزیع�هاي سایر براي مشابه

قابلیت نرمال توزیع در که مختلف وزن توابع 2 بخش در
می�شوند. معرفی می�کنند، ایجاد را کشیدگی و چولگی مدل�بندي
قابلیت بر علاوه نرمال توزیع در مختلفکه وزن توابع بخش3 در
ایجاد را بودن دونمایی قابلیت کشیدگی، و چولگی مدل�بندي
توزیع�هاي ساختن نحوه 4 بخش در می�شوند. معرفی می�کنند،
گرفته قرار بحث مورد موزون توزیع�هاي طریق از شده بریده
ایجاد براي است. شده ارائه 5 بخش در نتیجه�گیري و بحث است.
در شاخص تحقیقات از خلاصه�اي نتایج، از استفاده در سهولت
موزون چوله�نرمال توزیع�هاي براي جدول سه قالب در زمینه این
نرمال توزیع و دونمایی موزون چوله�نرمال توزیع�هاي تک�نمایی،

شده�اند. ارائه شده، بریده موزون

چوله�نرمال توزیع�هاي ساخت نحوه 2
مورد مختلفی دیدگاه�هاي از می�توان را چوله�نرمال توزیع�هاي
قابلیت افزودن براي مختلفی روش�هاي واقع در داد. قرار مطالعه
دارد، وجود نرمال مانند متقارن توزیع یک به چولگی مدل�بندي
روش ،[1] وزنی توزیع�هاي از استفاده به می�توان جمله آن از که
مقیاسی آمیخته توزیع�هاي ساختن و [20] مقیاس پارامتر شکافتن

کرد. اشاره [10] متقارن توزیع یک از
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آن�گاه ،λ٢ = ٠ اگر .4

SGN(λ١, λ٢ = ٠) = SN(λ١) = ٢ϕ(y)Φ(λ١y).

آن�گاه ،Y ∼ N(٠, ١) و Z ∼ SGN(λ١, λ٢) اگر .5
.|Z| D

= |Y | ∼ HN(٠, ١)

.Y ٢ i.i.d.∼ χ٢
(١) آن�گاه ،Y ∼ SGN(λ١, λ٢) اگر .6

است برقرار همواره زیر تساوي .7

fY (y;λ١, λ٢) + fY (y;−λ١, λ٢) = f(y) + f(−y)

= ٢ϕ(y).

آن�گاه ،Z | Y = y ∼ SN(y) و Y ∼ N(λ١, λ٢) اگر .8
.Z ∼ SGN(λ١, λ٢)

Z | Y ≤ λ١z√
١+λ٢z٢

آن�گاه ،Z, Y ∼ N(٠, ١) فرضکنید .9
است. SGN(λ١, λ٢) توزیع داراي

کنید. مراجعه [2] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

خمیده. چوله�نرمال توزیع
امید بگیرید، نظر در را w(y, λ) = Φ( λy√

١+λ٢y٢
) وزن تابع

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی

E[Φ(
λy√

١ + λ٢y٢
)] =

∫ +∞

−∞
ϕ(y)Φ(

λy√
١ + λ٢y٢

)dy

=

∫ +∞

−∞
ϕ(y)E [Φ(λy + λyz)] dy

=
١
٢
.

به زیر به�صورت حاصل موزون �نرمال توزیع چگالی تابع آن�گاه
می�آید: دست

fY (y;λ) = ٢ϕ(y)Φ(
λy√

١ + λ٢y٢
) y, λ ∈ R.

نماد با و است معروف خمیده چوله��نرمال توزیع به توزیع این
توزیع ویژگی�هاي از برخی .[2] می�شود داده نشان SCN(λ)

از: عبارت�اند خمیده چوله���������نرمال

است. استاندارد نرمال چگالی تابع آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1

دیگران. و آرلانوواله چوله�نرمال توزیع
با [4] آزالینی چوله�نرمال توزیع از استفاده واقعی کاربردهاي در
است آن محدودیت�ها این از یکی است. مواجه محدودیت�هایی
(خیلی بزرگ خیلی مقادیر به�ازاي آزالینی چوله�نرمال توزیع که
عملاً و می�کند میل نیم�نرمال توزیع به چولگی، پارامتر کوچک)
نمی�گیرد. نظر در (مثبت) منفی مقادیر مشاهده براي احتمالی هیچ
کافی اندازه به بودن پارامتري تک دلیل به توزیع این به�علاوه

نیست. انعطاف�پذیر
نرمال توزیع براي را w(y, λ١, λ٢) = Φ( λ١y√

١+λ٢y٢
) وزن تابع

محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید بگیرید. نظر در
می�شود:

E[Φ(
λ١y√

١ + λ٢y٢
)] =

∫ +∞

−∞
ϕ(y)Φ(

λ١y√
١ + λ٢y٢

)dy

=

∫ +∞

−∞
ϕ(y)E

[
Φ(λ١y +

√
λ٢yz)

]
dy

=
١
٢
.

دیگران و آرلانوواله چوله�نرمال توزیع چگالی تابع آن�گاه
است: زیر به�صورت

fY (y;λ١, λ٢) =٢ϕ(y)Φ(
λ١y√

١ + λ٢y٢
)

y, λ١ ∈ R, λ٢ ≥ ٠. (2)

ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان SGN(λ١, λ٢) نماد با و
از: است عبارت (2) چوله�نرمال توزیع

.−Y ∼ SGN(−λ١, λ٢) آن�گاه ،Y ∼ SGN(λ١, λ٢) اگر .1

تصادفی متغیر توزیع آن�گاه کند، بی�نهایتمیل به |λ١| اگر .2
یعنی: کرد، خواهد میل نیم�نرمال توزیع به Y

lim
λ١→±∞

fY (y;λ١, λ٢) = ٢ϕ(y)Φ(±sign(y))

آن�گاه ،λ٢ ≥ ٠ و λ١ = ٠ اگر .3

SGN(λ١ = ٠, λ٢) = ϕ(y).
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وزن تابع این ریاضی امید شود، انتخاب وزن تابع به�عنوان
می�شود: محاسبه زیر به�صورت

E [Φ(λ١ + λ٢y)] =

∫ +∞

−∞
Φ(λ١ + λ٢y)ϕ(y)dy

= E [P (U ≤ λ١ + λ٢Y )]

= Φ

 λ١√
١ + λ٢

٢

 .

است: زیر به�صورت موزون نرمال توزیع چگالی تابع این بر بنا

f(y;λ١, λ٢) = ϕ(y)
Φ(λ١ + λ٢y)

Φ( λ١√
١+λ٢

٢
)

y, λ١, λ٢ ∈ R. (4)

نماد با و است معروف بی�ور و آرنولد چوله�نرمال به توزیع این
توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان SNA(λ١, λ٢)

از: عبارت�اند (4) چوله�نرمال
و آرنولد چوله�نرمال چگالی تابع آن�گاه ،λ١ = ٠ اگر .1
می�شود. تبدیل استاندارد چوله�نرمال چگالی تابع به بی�ور

داراي Y و U مستقل تصادفی متغیرهاي آن�که فرض با .2
داریم: باشند، استاندارد نرمال توزیع

Y |U ≤ λ١ + λ٢y ∼ SNA(λ١, λ٢).

کنید. مراجعه [3] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

بالاکریشنان. چوله����������نرمال توزیع
داراي و مستقل تصادفی متغیرهاي U١, · · · , Un و Y کنید فرض
نرمال توزیع در وزن تابع اگر باشند. استاندارد نرمال توزیع
این ریاضی امید آن�گاه باشد، w(y, λ) = [Φ(λy)]

n به�صورت
می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع

١
Cn(λ)

= E [(Φ(λy))n]

=

∫ +∞

−∞
(Φ(λy))nϕ(y)dy

= E
[
P (U(n) ≤ λY )

]
.

به�صورت چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر آن�گاه
است: زیر

f(y;λ) = Cn(λ)ϕ(y)[Φ(λy)]
n y, λ ∈ R, n ∈ N. (5)

بر تمرکز علی�رغم توزیع این ،λ بزرگ مقادیر به�ازاي .2
مثبت احتمال مقداري نیز منفی اعداد براي مثبت، مقادیر

زیرا می�گیرد، نظر در

lim
λ→±∞

fSCN (y;λ) = ٢ϕ(y)Φ(±sign(y)).

توزیع، این از استفاده مزایاي از یکی که داده�اند نشان [2] .3
استنباط�هاي در مزدوج پیشین توزیع به دستیابی سهولت

است. بیزي

دیگران. و آرلانوواله چوله�نرمال توزیع تعمیم
و مستقل تصادفی متغیرهاي U١, · · · , Un و Y کنید فرض
اگر ،Un ≤ λ١Y√

١+λ٢Y ٢
و باشند استاندارد نرمال توزیع داراي

امید آن�گاه باشد، وزن تابع w(y, λ١, λ٢) =

[
Φ( λ١y√

١+λ٢y٢
)

]n
می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی

١
Cn(λ١, λ٢)

=

∫ +∞

−∞

[
Φ(

λ١y√
١ + λ٢y٢

)

]n
ϕ(y)dy

=

∫ +∞

−∞
P (U(n) ≤

λ١y√
١ + λ٢y٢

)ϕ(y)dy.

است: زیر به�صورت توزیع چگالی تابع این�اساس، بر

fY (y;λ١, λ٢) =Cn(λ١, λ٢)

[
Φ(

λ١y√
١ + λ٢y٢

)

]n
ϕ(y)

y, λ١ ∈ R, λ٢ ≥ ٠, n ∈ N. (3)

،n = ١ براي است. ترتیبی آماره بزرگ�ترین U(n) آن در که
تبدیل [2] دیگران و آرلانوواله چوله�نرمال توزیع به (3) تعمیم ،
کشیده�تر چگالی تابع آن�گاه یابد، افزایش n اگر می�شود.

می�شود.

بی�ور. و آرنولد چوله�نرمال توزیع
نسبت توزیع نبودن بسته آزالینی توزیع محدودیت�هاي از یکی
توزیع از تعمیمی محدودیت این رفع براي است. شرطی�سازي به
گردیده ارائه است بسته شرطی�سازي به نسبت که چوله�نرمال

صورتی�که در .[3] است

w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١ + λ٢y)
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توزیع به ،λ = ٠ یا m = n = ٠ به�ازاي GSN توزیع .3
می�شود. تبدیل استاندارد نرمال

تبدیل بتا�نرمال توزیع به ،λ = ١ به�ازاي GSN توزیع .4
می�شود.

اگر .5

Cn,m(λ) = [

∫ ∞

−∞
[Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]mϕ(y)dy]−١

.Cn,m(λ) = Cn,m(−λ) = Cm,n(λ) آن�گاه

آن�گاه ،U ∼ GSNn,m(−λ) و Y ∼ GSNm,n(λ) اگر .6
بود. خواهند هم�توزیع U و Y

Y ثابت، λ یک به�ازاي آن�گاه ،Y ∼ GSNn,m(λ) اگر .7
باشد. n = m اگر تنها و اگر است متقارن

نمونۀ از مستقل Y ∼ GSNn,m(λ) تصادفی متغیر اگر .8
آن�گاه باشد، U١, · · · , Up ∼ N(٠, ١) تصادفی

Y |{U(p) ≤ λY } ∼ GSNn+p,m(λ)

Y |{U(١) > λY } ∼ GSNn,m+p(λ).

کنید. مراجعه [5] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي
توزیع�هاي ،[13 ،4] در شده ارائه روش�هاي ترکیب با [23]
ارائه است، نرمال توزیع آنها هسته که جدیدي چوله�نرمال
توزیع�هاي تجمعی توزیع توابع گرفتن نظر در با نموده�اند.
و یکنواخت استودنت، t لوژستیک، کشی، مانند پیوسته�اي
جدیدي توزیع�هاي نرمال، توزیع براي وزن توابع به�عنوان لاپلاس،

می�شوند. حاصل

کوشی. چوله�نرمال توزیع
تابع اگر

w(y, λ, γ) =
١
٢
+

١
π
arctan

(
λy

γ

)
آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع براي وزن تابع به�عنوان

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید

E(w(Y, λ)) =
١
٢
,

با و است معروف بالاکریشنان چوله�نرمال توزیع به توزیع این
توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان BSNn(λ) نماد

از: عبارت�اند (5)
توزیع به بالاکریشنان چوله�نرمال توزیع ،n = ١ به�ازاي .1

می�شود. تبدیل آزالینی چوله�نرمال

. ١
C٢(λ)

=
١
π
tan−١(

√
١ + ٢λ٢) آن�گاه ،n = ٢ به�ازاي .2

. ١
C٣(λ)

=
١
٨
+

٣
۴π

sin−١(ρ) آن�گاه ،n = ٣ به�ازاي .3

ندارد، وجود C۴(λ) براي صریحی صورت n ≥ ۴ به�ازاي .4
.[25] است به�دست�آمده C۴(λ) تقریبی مقادیر اما

کنید. مراجعه [5] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

دیگران. و یادگاري تعمیم�یافته چوله�نرمال توزیع
هستند. معلوم و ثابت m,n ∈ N ∪ {٠} اعداد کنید فرض [26]
براي وزن تابع به��عنوان w(y, λ) = Φ(λy)]n[١−Φ(λy)]m اگر
تابع این ریاضی امید آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن
١

Cn,m(λ)
= E[Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]m]

=

∫ ∞

−∞
[Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]mϕ(y)dy.

زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
است:

fm,n(y;λ) = Cn,m(λ)ϕ(y)[Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]m,

y, λ ∈ R, n,m ∈ N. (6)

که است، آزالینی چوله�نرمال توزیع از دیگري تعمیم توزیع این
و شده شامل را بتانرمال توزیع و بالاکریشنان چوله�نرمال توزیع
ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان GSNn,m(λ) نماد با

از: عبارت�اند (6) چوله�نرمال توزیع
چوله�نرمال توزیع به ،n = ١ mو = ٠ GSNبه�ازاي توزیع .1

می�شود. تبدیل آزالینی

چوله�نرمال توزیع به ،m = ٠ به�ازاي GSN توزیع .2
می�شود. تبدیل بالاکریشنان
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آن در که

g(y) =
١√

٢πσ
exp

(
− y٢

٢σ٢

)
.

و
H(y) =

١

١ + exp
{
− y

β

} .
تجمعی توزیع تابع و N(٠, σ٢) نرمال توزیع چگالی تابع به�ترتیب
SNL(λ) نماد با توزیع این هستند. L(٠, β) لوژستیک توزیع
از: عبارت�اند (8) توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان

.Z ∼ N(٠, ١) آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1

میل نیم�نرمال توزیع به Z توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .2
می�کند.

.−Z ∼ SNL(−λ) آن�گاه ،Z ∼ SNL(λ) اگر .3

کنید. مراجعه [23] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

t−استودنت. چوله�نرمال توزیع
در نرمال توزیع براي وزن تابع به�عنوان w(y, λ) = H(λy) اگر
زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید آن�گاه شود، گرفته نظر

است:
E(w(Y, λ)) =

١
٢
.

چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
باشد: زیر به�صورت آن چگالی تابع اگر است، t−استودنت

f(y;σ, ν, λ) =
٢
σ
ϕ
( y
σ

)
H(λy), (9)

آن در که

g(y) =
١√

٢πσ
exp

(
− y٢

٢σ٢

)
,

تجمعی توزیع تابع H(y) و N(٠, σ٢) نرمال توزیع چگالی تابع
نماد با توزیع این است. آزادي درجه ν با t−استودنت توزیع
(9) توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان SNt(λ)

از: عبارت�اند

.Z ∼ N(٠, ١) آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1

کوشی چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
است: زیر به�صورت آن چگالی تابع اگر است،

f(y;σ, γ, λ) =
٢
σ
ϕ
( y

σ

){
١
٢
+

١
π
arctan

(
λy

γ

)}
y ∈ R. (7)

آن در که

g(y) =
١√

٢πσ
exp

(
− y٢

٢σ٢

)
,

و
H(y) =

١
٢
+

١
π
arctan

(
y

γ

)
.

تجمعی توزیع تابع و N(٠, σ٢) نرمال توزیع چگالی تابع به�ترتیب
نشان SNC(λ) نماد با توزیع این هستند. C(٠, γ) کوشی توزیع
عبارت�اند (7) توزیع ویژگی�هاي از برخی . [23] می�شود داده

از:

آن�گاه ،U ∼ HN(٠, ١) و Y | U = u ∼ SN(λu) اگر .1
.Y ∼ SNC(λ)

.Y ∼ N(٠, ١) آن�گاه ،λ = ٠ اگر .2

میل نیم�نرمال توزیع به Y توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .3
می�کند.

.−Y ∼ SNC(−λ) آن�گاه ،Y ∼ SNC(λ) اگر .4

کنید. مراجعه [23] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

لوژستیک. چوله�نرمال توزیع
تابع اگر

w(y, λ, β) =
١

١ + exp
{
−λy

β

}
آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع براي وزن تابع به�عنوان

است: زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید

E(w(Y, λ)) =
١
٢
.

لوژستیک چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
است: زیر به�صورت آن چگالی تابع اگر است،

f(y;σ, β, λ) =
٢
σ
ϕ
( y

σ

)
/

{
١ + exp

(
−
λy

β

)}
y ∈ R. (8)
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.Z ∼ N(٠, ١) آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1

میل نیم�نرمال توزیع به Z توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .2
می�کند.

.−Z ∼ SNU(−λ) آن�گاه ،Z ∼ SNU(λ) اگر .3

کنید. مراجعه [23] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

لاپلاس. چوله�نرمال توزیع
تابع اگر

w(y, λ, ϕ) =


١
٢
exp

(
λy

ϕ

)
λy < ٠

١
٢

(
٢ − exp

(
−λy
ϕ

))
λy ⩾ ٠,

آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع براي وزن تابع به�عنوان
است: زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید

E(w(Y, λ)) =
١
٢
,

لاپلاس چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
باشد: زیر به�صورت آن چگالی تابع اگر است،

fY (y) =


١
σ
ϕ
( y
σ

)
exp

(
y

ϕ

)
y < ٠

١
σ
ϕ
( y
σ

)(
٢ − exp

(
− y
ϕ

))
y ⩾ ٠ ,

(11)

آن در که

g(y) =
١√

٢πσ
exp

(
− y٢

٢σ٢

)
,

و

H(y) =


١
٢
exp

(
y

ϕ

)
y < ٠

١
٢

(
٢ − exp

(
− y
ϕ

))
y ⩾ ٠,

تجمعی توزیع تابع و N(٠, σ٢) نرمال توزیع چگالی تابع به�ترتیب
(11) توزیع ویژگی�هاي از برخی هستند. L(٠, ϕ)لاپلاس توزیع

از: عبارت�اند

.Z ∼ N(٠, ١) آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1

میل نیم�نرمال توزیع به Z توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .2
می�کند.

میل نیم�نرمال توزیع به Z توزیع آن�گاه ،λ −→ ±∞ اگر .2
می�کند.

.−Z ∼ SNt(−λ) آن�گاه ،Z ∼ SNt(λ) اگر .3

کنید. مراجعه [23] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

یکنواخت. چوله�نرمال توزیع
اگر

w(y, λ, h) =


٠ λy < −h,[
λy + h

٢h

]
−h ⩽ λy < h ,

١ λy ⩾ h.

آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع براي وزن تابع به�عنوان
است: زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید

E(w(Y, λ)) =
١
٢
.

یکنواخت چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
باشد: زیر به�صورت آن چگالی تابع اگر است،

f(y;θθθ) =


٠ λy < −h

٢ϕ
( y
σ

)[λy + h

٢σh

]
−h ⩽ λy < h

٢
σ
ϕ
( y
σ

)
λy ⩾ h,

(10)

و θθθ = (λ, σ, h) آن در که

g(y) =
١√

٢πσ
exp

(
− y٢

٢σ٢

)
,

و

H(y) =


٠ y < −h[
y + h

٢h

]
−h ⩽ y < h

١ y ⩾ h,

تجمعی توزیع تابع و N(٠, σ٢) نرمال توزیع چگالی تابع به�ترتیب
نماد با توزیع تابع این هستند.� U(−h, h) یکنواخت توزیع
(10) توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان SNU(λ)

از: عبارت�اند
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چوله�نرمال توزیع دو از ,GSN(λ١آمیخته�اي λ٢, ρ) توزیع .5
مثبت مقادیر براي به�ترتیب λ٢ و λ١ پارامترهاي با بریده

است: زیر چگالی توابع با Y تصادفی متغیر منفی و

f−GSN (y;λ) = C−(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)Φ(λ١y, λ٢y; ρ) y < ٠,

و

f+GSN (y;λ) = C+(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)Φ(λ١y, λ٢y; ρ) y > ٠,

آنها در که
١

C−(λ١, λ٢, ρ)
=

١
۴π

[
cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


− tan−١(λ١)− tan−١(λ٢)

]
,

١
C+(λ١, λ٢, ρ)

=
١

۴π

[
cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


+ tan−١(λ١) + tan−١(λ٢)

]
.

به�صورت ρ = ٠ به�ازاي GSN توزیع وزن تابع .6
امید آن�گاه است، w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١y)Φ(λ٢y)

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی
١

C(λ١, λ٢)
= E[Φ(λ١Y )Φ(λ٢Y )]

= E[P (U١ < λ١Y )P (U٢ < λ٢Y )]

=
١

٢π
cos−١

 −λ١λ٢√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢

 .

زیر به�صورت موزون نرمال چگالی تابع این�اساس، بر
بود: خواهد

fGSN (y;λ١, λ٢) =
٢π

cos−١

− λ١λ٢√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


× ϕ(y)Φ(λ١y)Φ(λ٢y), y, λ١, λ٢ ∈ R.

w(y, λ) = Φ٢(λy) به وزن تابع ،λ = λ١ = λ٢ به�ازاي .7
محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید و تبدیل

.−Z ∼ SNL(−λ) آن�گاه ،Z ∼ SNL(λ) اگر .3

کنید. مراجعه [23] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

دیگران. و جمالی�زاده تعمیم�یافته چوله�نرمال توزیع
براي w(y, λ١, λ٢, ρ) = Φ٢(λ١y, λ٢y; ρ) وزن تابع اگر [15]
تابع این ریاضی امید آن�گاه شود، گرفته نظر در نرمال توزیع
محاسبه زیر به�صورت مثبتی3، همه احتمال قاعده به توجه با وزن

می�شود:
١

C(λ١, λ٢, ρ)
= E[Φ٢(λ١Y, λ٢Y ; ρ)]

= E[P (U١ < λ١Y, U٢ < λ٢Y )]

=
١

٢π
cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢

 .

زیر به�صورت چگالی تابع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
بود: خواهد

fGSN (y;λ١, λ٢, ρ) =
٢π

cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


× ϕ(y)Φ٢(λ١y, λ٢y; ρ),

y, λ١, λ٢ ∈ R. (12)

از: عبارت�اند (12) توزیع ویژگی�هاي از برخی

.GSN(λ, ٠, ٠) = GSN(٠, λ, ٠) = SN(λ) .1

آن�گاه ، ،Y ∼ GSN(λ١, λ٢, ρ) اگر .2

−Y ∼ GSN(−λ١,−λ٢, ρ).

توزیع داراي و مستقل تصادفی متغیرهاي U٢ و U١ ،Y اگر .3
آن�گاه باشند، استاندارد نرمال

Y | (U١ < λ١Y, U٢ < λ٢Y ) ∼ GSN(λ١, λ٢, ρ).

است. تک�مدي قویاً توزیع این .4
3 Ortant Probability
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نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر آن�گاه ،λ = ٠ اگر .1
است. استاندارد

λ < ٠ به�ازاي و دونمایی λ > ٠ به�ازاي توزیع این .2
است. تک��نمایی

بریده چوله�نرمال توزیع دو از آمیخته�اي ،TN(λ) توزیع .3
از: عبارت�اند آن چگالی توابع که است، λ پارامتر با

f−TTN (y;λ) =
۴π

π + ٢ tan−١(λ)
ϕ(y)Φ(λy),

y < ٠, λ ∈ R,

f+TTN (y;λ) =
۴π

π + ٢ tan−١(λ)
ϕ(y)Φ(λy),

y > ٠, λ ∈ R.

Y تصادفی متغیر آن�گاه کند، میل +∞ سمت به λ اگر .4
می�کند. میل استاندارد نرمال توزیع به

کنید. مراجعه [21] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

چاره. و فلاح دوتکه چوله�نرمال توزیع
تابع براي را w(y;λ١, λ٢) = Φ(λ١y + λ٢|y|) وزن تابع [9]
تابع این ریاضی امید آن�گاه بگیرید. نظر در نرمال توزیع چگالی

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن
١

C(λ١, λ٢)
= E[Φ (λ١Y + λ٢|Y |)]

= E[P (λ١Y + λ٢|Y |)]

=
١
٢
+

١
π
tan−١

 λ٢√
١ + λ٢

١

 .

دوتکه چوله�نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر �اساس، این بر
است: زیر به�صورت پارامتري دو

fTPSN (y;λ١, λ٢) =C(λ١, λ٢)ϕ(y)Φ(λ١y + λ٢|y|),

y, λ١, λ٢ ∈ R. (14)

ویژگی�هاي از برخی می�شود. داده نشان GTPSN(λ١, λ٢) نماد
از: عبارت�اند (14) توزیع

می�شود:
١

C(λ)
= E[Φ٢(λY )]

= E[P (U < λY, U < λY )]

=
١
π
tan−١(

√
١ + ٢λ٢).

زیر به�صورت Y تصادفی متغیر چگالی تابع این�اساس، بر
بود: خواهد

f(y;λ) =
π

tan−١(
√

١ + ٢λ٢)
ϕ(y)Φ٢(λy) y, λ ∈ R.

مراجعه [18 ،17] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي
کنید.

دونمایی توزیع�هاي ساخت نحوه 3
ساختار داراي چولگی بر علاوه که مشاهداتی مدل�بندي براي
تک�نمایی چوله�متقارن توزیع�هاي از نمی�توان هستند، دونمایی
هم�زمان که است نیاز توزیع�هایی به موارد این در نمود. استفاده

باشند. داشته را بودن دونمایی و چولگی مدل�بندي قابلیت
است. نموده ارائه برابر نماهاي با دونمایی توزیعی [21] کیم
است. شده ارائه ،[18 ،9 ،5] در توزیع این از دیگري تعمیم�هاي

دوتکه. چوله�نرمال توزیع
بگیرید، نظر در نرمال توزیع براي w(y, λ) = Φ(λ|y|) وزن تابع
می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید آن�گاه

١
C(λ)

= E[Φ(λ|Y |)]

= E[P (U ≤ λ|Y |)]

=
١
٢
+

١
π
tan−١(λ).

زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
است:

fTN (y;λ) =
٢π

π + ٢ tan−١(λ)
ϕ(y)Φ(λ|y|) y, λ ∈ R.(13)

علاوه و معروف [21] کیم دوتکه چوله�نرمال توزیع به توزیع این
برخی است. یکسانی ارتفاع با نما دو داراي چولگی، ویژگی بر

از: عبارت�اند (13) چوله�نرمال توزیع ویژگی�هاي از
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دوتکه چوله�نرمال توزیع چگالی تابع شکل1.
.λ٢ , λ١ مختلف مقادیر به�ازاي GTPSN(λ١, λ٢)

مراجعه [9] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي
کنید.

و جمالی�زاده تعمیم�یافته چوله دوتکه چوله�نرمال توزیع
دیگران.

تابع براي را w(y;λ١, λ٢, ρ) = Φ٢(λ١y, λ٢|y|; ρ) وزن تابع
تابع این ریاضی امید آن�گاه بگیرید. درنظر نرمال توزیع چگالی
،[23] دیگران و کوتز مثبتی همه احتمال قاعده به توجه با وزن

می�شود: محاسبه زیر به�صورت
١

C(λ١, λ٢, ρ)
=E[Φ٢(λ١Y, λ٢|Y |; ρ)]

=E[P (U١ < λ١Y,٢ < λ٢|Y |)]

=
١

۴π

[
cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


+ cos−١

 −(ρ− λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


+ ٢ tan−١(λ٢)

]
.

زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر این بر بنا
است:

fGSTPSN (y;λ١, λ٢, ρ) =C(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)

× Φ٢(λ١y, λ٢|y|; ρ) y, λ١, λ٢ ∈ R.

داده نشان Y ∼ GSTPSN(λ١, λ٢, ρ) نماد با توزیع این
از: عبارت�اند (2.1) توزیع ویژگی�هاي از برخی می�شود.

با |ρ| < ١ و λ١، λ٢ = ٠ به�ازاي فوق چگالی تابع .1
SN(λ١) با آن�گاه ،λ٢ = ٠, ρ اگر و N(٠, ١) توزیع
باشند، صفر برابر دو هر ρ و λ١ اگر بود. خواهد هم�توزیع

است. TN(λ٢) توزیع همان توزیع این آن�گاه

آن�گاه ،Y ∼ GSTPSN(λ١, λ٢, ρ) اگر .2

−Y ∼ GSTPSN(−λ١, λ٢, ρ).

دونماي کیم توزیع خلاف بر و است دونمایی توزیع این .1
توزیع با مقایسه در و ندارند یکسانی ارتفاع لزوماً توزیع
دارد. را متنوع�تري مشاهدات به برازش قابلیت کیم دوتکه

توزیع داراي Y تصادفی متغیر آن�گاه ،λ١ = ٠ اگر .2
می�باشد. [18] کیم دوتکه چوله�نرمال

.Y ∼ SN(λ١) آن�گاه ،λ٢ = ٠ اگر .3

λ٢ ⩽ ٠ به�ازاي و دونمایی λ٢ > ٠ به�ازاي توزیع این .4
است. تک�نمایی

استاندارد نرمال مستقل تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١ اگر .5
آن�گاه باشند،

Y١ | Y٢ < λ١Y١ + λ٢|Y١| ∼ TPSN(λ١, λ٢).

توزیع دو از آمیخته�اي GTPSN(λ١, λ٢) توزیع .6
به�ترتیب λ١−λ٢ و λ١+λ٢ پارامترهاي با بریده چوله�نرمال
چگالی توابع با Y تصادفی متغیر منفی و مثبت مقادیر براي

است: زیر

fY +(y;λ١, λ٢) =
٢ϕ(y)Φ((λ١ + λ٢)y)

١
٢
+

١
π
tan−١(

λ٢√
١ + λ٢

١

)

I(٠,+∞)(y).

و

fY −(y;λ١, λ٢) =
٢ϕ(y)Φ((λ١ − λ٢)y)

١
٢
+

١
π
tan−١(

λ٢√
١ + λ٢

١

)

I(−∞,٠)(y).

است: برقرار زیر رابطۀ این بر بنا

fY (y;λ١, λ٢) =
١
٢
fY +(y;λ١, λ٢)I(٠,+∞)(y)

+
١
٢
fY −(y;λ١, λ٢)I(−∞,٠)(y).
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توزیع چگالی بر λ١ و λ٢ = ٠ به�ازاي (15) چگالی تابع .1
و SN(λ١) توزیع چگالی بر λ٢ = ٠ به�ازاي و N(٠, ١)

است. منطبق TN(λ٢) توزیع چگالی بر λ١ = ٠ به�ازاي

آن�گاه ،Y ∼ STPSN(λ١, λ٢) اگر .2

−Y ∼ STPSN(−λ١, λ٢).

آن�گاه ،λ٢ → ∞ و Y ∼ STPSN(λ١, λ٢) اگر .3

Y ∼ SN(λ١).

آن�گاه ،λ١ → ∞ و Y ∼ STPSN(λ١, λ٢) اگر .4
.Y ∼ SN(λ٢)

(U١, U٢) ∼ N٠)٢, ٠, ١, ١, ρ) و Y ∼ N(٠, ١) اگر .5
آن�گاه باشد، مستقل

Y | (U١ < λ١Y,٢ < λ٢Y ) ∼ STPSN(λ١, λ٢).

کنید. مراجعه [18] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي

دیگران. و جمالی�زاده تعمیم�یافته دوتکه چوله�نرمال توزیع
براي را w(y, λ١, λ٢, ) = Φ(λ١|y|, λ٢|y|; ρ) وزن تابع [18]
وزن تابع این ریاضی امید آن�گاه بگیرید، نظر در نرمال توزیع

می�آید: دست به زیر به�صورت
١

C(λ١, λ٢, ρ)
=E[Φ٢(λ١|Y |, λ٢|Y |; ρ)]

=E[P (U١ < λ١|Y |,٢ < λ٢|Y |)]

=
١

٢π

[
cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


+ tan−١(λ١) + tan−١(λ٢)

]
.

است: زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر
fGTPSN (y;λ١, λ٢, ρ) =C(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)

× Φ(λ١|y|, λ٢|y|; ρ) y, λ١, λ٢ ∈ R.

(16)
براي می�شود. داده نشان GTPSN(λ١, λ٢, ρ) نماد با که

کنید. مراجعه [18] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات

آن�گاه ،λ٢ → ∞ و Y ∼ GSTPSN(λ١, λ٢, ρ) اگر .3

Y ∼ SN(λ١).

آن�گاه ،λ١ → ∞ و Y ∼ GSTPSN(λ١, λ٢, ρ) اگر .4

Y ∼ SN+(λ٢).

،Yλ٢ ∼ TPSN(λ٢) و Yλ١,λ٢ ∼ STPSN(λ١, λ٢) اگر .5
خواهد h (Yλ١,λ٢)

D
= h (Yλ٢) ،h تابع هر به�ازاي آن�گاه

بود.

(U١, U٢) ∼ N٠)٢, ٠, ١, ١, ρ) از مستقل Y ∼ N(٠, ١) اگر .6
آن�گاه باشد،

Y | (U١ < λ١Y,U٢ < λ٢|Y |) ∼ GSTPSN(λ١, λ٢, ρ).

λ٢ > ٠ به�ازاي و تک�نمایی ،λ٢ ⩽ ٠ به�ازاي توزیع این .7
است. دونمایی

مراجعه [18] به وزنی توزیع این درباره بیشتر جزئیات براي
کنید.

دیگران. و جمالی�زاده دوتکه چوله�نرمال توزیع
تابع باشد، ρ = ٠ که حالتی در GSTPSN توزیع در [18]
بود. خواهد ،w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١y)Φ(λ٢|y|) به�صورت وزن
احتمال قاعده به توجه با وزن تابع این ریاضی امید آن�گاه

می�شود: محاسبه زیر به�صورت همه�مثبتی،
١

C(λ١, λ٢)
= E[Φ(λ١Y )Φ(λ٢|Y |)]

= E[P (U١ < λ١Y,٢ < λ٢|Y |)]

=
١
۴
+

١
٢π

tan−١(λ٢).

باشد: زیر به�صورت Y تصادفی متغیر چگالی تابع این بر بنا
fSTPSN (y;λ١, λ٢) =

۴π
π + ٢ tan−١(λ٢)

ϕ(y)

× Φ(λ١y)Φ(λ٢|y|)

=٢fTN (y;λ٢)Φ(λ١y), y, λ١, λ٢ ∈ R. (15)

این است. [18] کیم توزیع همان fTN (y;λ) آن در که است،
می�شود. داده نشان Yλ١,λ٢ ∼ STPSN(λ١, λ٢) نماد با توزیع

از: عبارت�اند (15) توزیع ویژگی�هاي از برخی
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خواهد شده بریده توزیع یک حاصل، موزون توزیع آن�گاه باشد.
بود.

راست. از شده بریده نرمال توزیع
بالایی حد یک از کوچک�تر تصادفی متغیر یک مقادیر وقتی�که
مقادیر همۀ زمانی�که هم�چنین و هستند راست) از برش (نقطه
راست از توزیع نمی�باشند، مشاهده قابل بالایی حدود از بزرگ�تر

بود. خواهد بریده
براي وزن تابع به�عنوان w(y, a) = I(−∞,a)(y) صورتی�که در
زیر به�صورت وزن تابع ریاضی امید شود، انتخاب نرمال توزیع

می�شود: محاسبه

E
(
I(−∞,a)(Y )

)
=

∫ a

−∞
ϕ(y)dy = Φ(a),

از شده بریده نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
بود: خواهد زیر به�صورت چگالی تابع با راست

fw(y) =
I(−∞,a)(y)

Φ(a)
ϕ(y), (17)

چپ. از شده بریده نرمال توزیع
از بزرگ�تر مقادیر به�ازاي فقط تصادفی متغیر یک مقادیر اگر
تصادفی متغیر توزیع آن�گاه باشند، مشاهده قابل پایین حد یک

است. بریده چپ از
براي وزن تابع به�عنوان w(y, b) = I(b,+∞)(y) صورتی�که در
وزن تابع این ریاضی امید آن�گاه شود، انتخاب نرمال توزیع

می�شود: محاسبه زیر به�صورت

E
(
I(b,+∞)(Y )

)
=

∫ +∞

b

ϕ(y)dy = ١ − Φ(b),

چپ از شده بریده نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این بر بنا
بود: خواهد زیر به�صورت چگالی تابع با

fw(y) =
I(b,+∞)(y)

١ − Φ(b)
ϕ(y), (18)

شده. بریده سو دو از نرمال توزیع
قابل متناهی دامنه یک بین فقط تصادفی متغیر یک مقادیر وقتی
بود. خواهند بریده طرف دو از حاصل مشاهدات باشد، مشاهده
حد یک از مشاهدات که است وقتی به مربوط مثال ساده�ترین

بالاکریشنان. دوتکه چوله�نرمال توزیع
آن�گاه باشد، w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١y+λ٢y

٣) وزن تابع اگر [4]
می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع این ریاضی امید

١
C(λ١, λ٢)

= E
[
Φ(λ١Y + λ٢Y

٣)
]

=

∫ +∞

−∞
Φ(λ١y + λ٢y

٣)ϕ(y)dy

= E
[
P (U ≤ λ١Y + λ٢Y

٣)
]

=
١
٢
.

است: زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر آن�گاه

fλ١,λ٢(y) = ٢ϕ(y)Φ(λ١y + λ٢y
٣), λ١, λ٢ ∈ R.

برخی می�شود. داده نشان BTPSN(λ١, λ٢) نماد با توزیع این
از: عبارت�اند توزیع این ویژگی�هاي از

،λ١ < ٠ به�ازاي و تک�نمایی ،λ١ ⩾ ٠ به�ازاي توزیع این .1
است. مدي دو

.Y ∼ SN(λ١) آن�گاه ،λ٢ = ٠ اگر .2

نیم�نرمال توزیع به Y تصادفی متغیر آن�گاه ،λ١ → ∞ اگر .3
می�کند. میل

بریده نرمال توزیع�هاي ساخت نحوه 4
هستند مشاهده قابل زمانی فقط تصادفی متغیر یک مقادیر گاهی
شرایطی چنین در باشند. پایینی یا بالایی حد یک نزدیکی در که
قرار محدوده�ها این خارج در که تصادفی متغیر مقادیر همه
مشاهدات توزیع اصطلاحاً و بود نخواهند مشاهده قابل می�گیرند،
بریده نرمال توزیع�هاي درباره بسیاري مطالعات است. شده بریده
زمینۀ در [15] به می�توان جمله آن از که است، گرفته صورت
بریده نرمال توزیع پارامتر�هاي درباره فرض آزمون و برآورد
از داده�هاي رگرسیونی پارامترهاي برآورد زمینۀ در [16] شده،
نرمال توزیع پارامترهاي برآورد زمینۀ در [6] و شده بریده چپ

نمود. اشاره شده، بریده
نشان�گر تابعی موزون، توزیع یک در استفاده مورد وزن تابع اگر



111 115-99 صص ،45 پیاپی شمارة ،1397 تابستان و بهار اول، شمارة سوم، و بیست سال آماري، اندیشۀ

مقادیر به�ازاي شده بریده میان از نرمال چگالی 2.تابع شکل
برش مختلف

نتیجه�گیري و بحث 5
براي شده ارائه راهکارهاي از یکی موزون توزیع از استفاده
مدل�هاي مناسب برازش عدم از ناشی مشکلات با مواجهه
و نمایی چند یا دو چوله، مشاهدات به متقارن و مرسوم احتمالاتی
کوشیده�اند محققان از برخی اخیر، سال�هاي در است. شده بریده
سازند. یکپارچه را مختلف احتمالاتی توزیع�هاي با مرتبط مباحث
تا که تلاش�هایی همه که می�دهد نشان تحقیقات این نتایج
توزیع�هاي از متنوعی خانواده�هاي ارائه به و شده انجام کنون
چوله- توزیع�هاي مانند مختلفی عنوان تحت جدید احتمالاتی
غیره و شده بریده توزیع�هاي نمایی، چند یا دو توزیع�هاي متقارن،
و مطالعه قابل وزنی توزیع�هاي قالب در واقع در است، انجامیده
خلاصه�اي نتایج، از استفاده در سهولت ایجاد براي هستند. بررسی
براي جدول سه قالب در زمینه این در شاخص تحقیقات از
چوله�نرمال توزیع�هاي تک�نمایی، موزون چوله�نرمال توزیع�هاي
شده�اند. ارائه شده، بریده موزون نرمال توزیع و دونمایی موزون

باشند. بالایی حد مقدار یک از کوچک�تر و بزرگ�تر پایینی
براي وزن تابع به�عنوان w(y, a, b) = I(a,b)(y) صورتی�که در
به�صورت وزن تابع ریاضی امید آن�گاه شود، انتخاب نرمال توزیع

می�شود: محاسبه زیر

E
(
I(a,b)(Y )

)
=

∫ b

a

ϕ(y)dy = Φ(b)− Φ(a),

بریده سو دو از نرمال توزیع داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
بود: خواهد زیر چگالی تابع با شده

fw(y) =
I(a,b)(y)

Φ(b)− Φ(a)
ϕ(y), (19)

شده. بریده میان از نرمال توزیع

به�عنوان w(y, a, b) = I(−∞,a]∪[b,+∞)(y) تابع صورتی�که در
این ریاضی امید آن�گاه شود، انتخاب نرمال توزیع براي وزن تابع

می�شود: محاسبه زیر به�صورت وزن تابع

E
(
I(−∞,a]∪[b,+∞)(Y )

)
=

∫ a

−∞
ϕ(y)dy +

∫ +∞

b

ϕ(y)dy

= ١ − Φ(b) + Φ(a).

زیر چگالی تابع با توزیعی داراي Y تصادفی متغیر این�اساس، بر
بود: خواهد

fw(y) =
I(−∞,a]∪[b,+∞)(y)

١ − Φ(b) + Φ(a)
ϕ(y), (20)
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آنها. متناظر وزن توابع به�ازاي چوله-متقارن ساختار با وزنی نرمال توزیع�هاي چگالی تابع جدول1.
وزنی نرمال توزیع چگالی تابع وزن تابع توزیع نام
f(y;λ) = ٢ϕ(y)Φ(λy) w(y, λ) = Φ(λy) (1985) آزالینی چوله�نرمال

y, λ ∈ R (SN)

f(y;λ١, λ٢) = ٢ϕ(y)Φ(
λ١y√

١+λ٢y٢
) w(y, λ١, λ٢) = Φ(

λ١y√
١+λ٢y٢

) (2004) دیگران و آرلانوواله چوله�نرمال
y, λ١ ∈ R λ٢ ≥ ٠ (SGN)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)Φ( λy√
١+λ٢y٢

) w(y, λ) = Φ( λy√
١+λ٢y٢

) (2004) دیگران و آرلانوواله خمیده چوله�نرمال
y, λ ∈ R (SCN)

f(y;λ١, λ٢) = Cn(λ١, λ٢)[Φ(
λ١y√

١+λ٢y٢
)]nϕ(y) w(y, λ١, λ٢) = [Φ(

λ١y√
١+λ٢y٢

)]n (2004) دیگران و آرلانوواله چوله�نرمال تعمیم
y, λ١ ∈ R λ٢ ≥ ٠,∈ N (SGNn)

f(y;λ) = Cn(λ)ϕ(y)[Φ(λy)]n w(y, λ) = [Φ(λy)]n (2002) بالاکریشنان چوله�نرمال
y, λ ∈ R, n ∈ N (BSNn)

f(y;λ) = Cn,m(λ)ϕ(y)[Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]m w(y, λ) = Φ(λy)]n[١ − Φ(λy)]m (2008) دیگران و یادگاري تعمیم�یافته چوله�نرمال
y, λ ∈ R, n,m ∈ N (GSN(n,m))

f(y;λ١, λ٢) = ϕ(y)
Φ(λ١+λ٢y)

Φ(
λ١√

١+λ٢
٢
)

w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١ + λ٢y) (2002) بیور و آرنولد چوله�نرمال

y, λ١, λ٢ ∈ R (SNA)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)
{

١
٢ + ١

π
arctan(λy)

}
w(y, λ) = ١

٢ + ١
π
arctan(λy) (2003) کوتز و ناداراجا کشی چوله�نرمال

y, λ ∈ R (SNC)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)/ {١ + exp(−λy)} w(y, λ) =
١

١ + exp(−λy)
(2003) کوتز و ناداراجا لوژستیک چوله�نرمال

y, λ ∈ R (SNL)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)H(λy) w(y, λ) = H(λy) (2003) کوتز و ناداراجا لاپلاس چوله�نرمال
y, λ ∈ R لاپلاس توزیع تجمعی توزیع تابع (SNL)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)
[
λy + h

٢h

]
w(y, λ) =

[
λy + h

٢h

]
(2003) کوتز و ناداراجا یکنواخت چوله�نرمال

−h ⩽ y < h, λ ∈ R (SNU)

f(y;λ) = ٢ϕ(y)H(λy) w(y, λ) = H(λy) (2003) کوتز و ناداراجا t-استودنت چوله�نرمال
y, λ ∈ R t-استودنت توزیع تجمعی توزیع تابع (SNt)

f(y;λ١, λ٢, ρ) = C(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)Φ٢(λ١y, λ٢y; ρ) w(y;λ١, λ٢, ρ) = Φ٢(λ١y, λ٢y; ρ) (2008) دیگران و جمالی�زاده تعمیم�یافته چوله�نرمال
y, λ١, λ٢ ∈ R, |ρ| ⩽ ١

C(λ١, λ٢, ρ) =
٢π

cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


(GSN)

f(y;λ١, λ٢) = C(λ١, λ٢)ϕ(y)Φ(λ١y)Φ(λ٢y) w(y;λ١, λ٢) = Φ(λ١y)Φ(λ٢y) (2008) دیگران و جمالی�زاده تعمیم�یافته چوله�نرمال
y, λ١, λ٢ ∈ R

C(λ١, λ٢) =
٢π

cos−١

 −λ١λ٢√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢


(GSN)
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آنها. متناظر وزن توابع به�ازاي دونمایی ساختار با وزنی نرمال توزیع�هاي چگالی تابع .2 جدول
وزنی نرمال توزیع چگالی تابع وزن تابع توزیع نام

f(y;λ) =
٢π

π + ٢ tan−١(λ)
ϕ(y)Φ(λ|y|) w(y, λ) = Φ(λ|y|) (2005) کیم دوتکه چوله�نرمال

y, λ ∈ R (TN)

f(y;λ١, λ٢) =
١

١
٢ + ١

π
tan−١(

λ٢√
١+λ٢

١

)
ϕ(y)Φ(λ١y + λ٢|y|) w(y;λ١, λ٢) = Φ(λ١y + λ٢|y|) (2011) فلاح و چاره دوتکه چوله�نرمال

y, λ١, λ٢ ∈ R (TPSN)

f(y;λ١, λ٢) =
۴π

π + ٢ tan−١(λ٢)
ϕ(y)Φ(λ١y)Φ(λ٢|y|) چوله دوتکه چوله�نرمال

w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١y)Φ(λ٢|y|) (2011) دیگران و جمالی�زاده
y, λ١, λ٢ ∈ R (STPSN)

f(y;λ١, λ٢, ρ) = C∗(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)Φ٢(λ١y, λ٢|y|; ρ) w(y;λ١, λ٢, ρ) = Φ(λ١y, λ٢|y|; ρ) تعمیم�یافته چوله دوتکه چوله�نرمال
(2011) دیگران و جمالی�زاده

y, λ١, λ٢ ∈ R (GSTPSN)

f(y;λ١, λ٢, ρ) = C∗∗(λ١, λ٢, ρ)ϕ(y)Φ٢(λ١|y|, λ٢|y|; ρ) w(y;λ١, λ٢, ρ) = Φ(λ١|y|, λ٢|y|; ρ) تعمیم�یافته دوتکه چوله�نرمال
(2011) دیگران و جمالی�زاده

y, λ١, λ٢ ∈ R (GTPSN)

f(y;λ١, λ٢) = ٢ϕ(y)Φ(λ١y + λ٢y٣) w(y, λ١, λ٢) = Φ(λ١y + λ٢y٣) (2002) بالاکریشنان دوتکه چوله�نرمال
y, λ١, λ٢ ∈ R (BTPSN)

C∗(λ١, λ٢, ρ) =
۴π

cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢

+ cos−١

 −(ρ− λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢

+ ٢ tan−١(λ٢)

C∗∗(λ١, λ٢, ρ) =
٢π

cos−١

 −(ρ+ λ١λ٢)√
١ + λ٢

١

√
١ + λ٢

٢

+ tan−١(λ١) + tan−١(λ٢)

آنها. متناظر وزن توابع به�همراه بریده ساختار با وزنی نرمال توزیع�هاي چگالی تابع .3 جدول
وزنی نرمال توزیع چگالی تابع وزن تابع توزیع نام
fw(y) =

I(−∞,a)(y)

Φ(a)
ϕ(y) w(y, a) = I(−∞,a)(y) راست از شده بریده نرمال

fw(y) =
I(b,+∞)(y)

١ − Φ(b)
ϕ(y) w(y, b) = I(b,+∞)(y) چپ از شده بریده نرمال

fw(y) =
I(a,b)(y)

Φ(b)− Φ(a)
ϕ(y) w(y, a, b) = I(a,b)(y) شده بریده سو دو از نرمال

fw(y) =
I(−∞,a]∪[b,+∞)(y)

١ − Φ(b) + Φ(a)
ϕ(y) w(y, a, b) = I(−∞,a]∪[b,+∞)(y) شده بریده میان از نرمال
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