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چکیده:
فضاي در مشاهدات گرفتن قرار موقعیت از ناشی همبستگی داراي زنده واحد یک میر و مرگ زمان به مربوط داده�هاي عمل در اغلب
مقادیر پیشگویی و پارامترها برآورد فضایی، وابستگی با بقا داده�هاي از نوع این تحلیل در مهم موضوعات از یکی است. مطالعه مورد
رگرسیونی مدل بقا، داده�هاي از نوع این تحلیل براي مقاله، این در است. مشاهدات بردار اساس بر مشخص موقعیت�هاي در نامعلوم
پنهان متغیر یک و گاوسی تصادفی میدان یک به�صورت فضایی وابستگی و استفاده نمایی تکه�اي به�صورت خطر تابع با کاکس
با محاسبات بودن طولانی و کامل شرطی توزیع�هاي و پسین توزیع براي صریح صورت وجود عدم دلیل به می�شود. اضافه مدل به
کاربردي مثال یک در می�شود. استفاده تقریبی بیزي رهیافت از مدل این تحلیل براي مارکوفی زنجیر مونته�کارلوي الگوریتم�هاي

می�شود. ارائه تقریبی بیزي رهیافت پیاده�سازي نحوه
پنهان. گاوسی تصادفی میدان کاکس، رگرسیون پارامتري، مدل تقریبی، بیز تحلیل کلیدي: واژه�هاي

از استفاده با [2] باشند. کاکس نیمه�پارامتري رگرسیون براي
مدل با مدل این مقایسه به کاکس مدل در 6 تاوانیده اسپلاین
مدل پیرامون دیگري فراوان مطالعات پرداختند. معمولی کاکس
براي که دارد وجود پارامتري مدل�هاي و کاکس پارامتري نیمه�
توابع پیچیدگی به�دلیل اما شده�اند، پیشنهاد بقا داده�هاي تحلیل
قرار توجه مورد بیش�تر بقا داده�هاي بیزي استنباط درست�نمایی
بیزي بقاي مدل�هاي مطالعه به مفصل به�طور [13] است. گرفته
می�شویم مواجه بقایی داده�هاي با عمل در گاهی پرداخته�اند.
داده�هاي داده�ها، از گونه این به دارند، مکانی نوع از وابستگی که
فضایی بقاي داده�هاي تحلیل براي [4 ،5] 7می�گویند. فضایی بقاي
کاکس رگرسیون نیمه�پارامتري رهیافت دو زمین�آمار نوع از

مقدمه 1
زمان بیان�کنندة که می�شویم مواجه داده�هایی با عمل در گاهی
یک مرگ زمان یا فیزیکی مؤلفه یک شکست زمان مثل رخداد
مجموعه به و 4 بقا داده�هاي داده�ها، این�گونه به است. زنده واحد
می�پردازد، داده�ها نوع این تحلیل به که آماري مختلف روش�هاي
هدف که پزشکی تحقیقات اکثر در می�گویند. بقا تحلیل
رگرسیون مانند کلاسیک روش�هاي از است، بقا توزیع بررسی
دو مقایسه به [3] می�شود، استفاده پارامتري مدل�هاي و 5 کاکس
براي پارامتري مدل�هاي و کاکس رگرسیون کلاسیک رهیافت
دادند نشان و پرداختند معده سرطان به مربوط بقاي داده�هاي
مناسبی جایگزین می�توانند پارامتري مدل�هاي شرایط برخی در

ایران. سمنان، سمنان، دانشگاه آمار علمی�گروه هیئت عضو 1

ایران. سمنان، سمنان، دانشگاه آمار علمی�گروه هیئت عضو 2

ایران. سمنان، سمنان، دانشگاه آمار ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 3

4 Survival Data
5 Cox Regression
6 Penalized Spline
7 Spatial Survival Data
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و می�شود پرداخته فضایی بقاي داده�هاي براي کاکس آمیخته
واقعی مجموعه�داده یک روي شده ارائه بیزي رهیافت و مدل

می�شود. پیاده�سازي
تعریف به دوم بخش در که است این�صورت به مقاله ساختار
مدل درست�نمایی تابع و سانسورشده مشاهدات بقا، داده�هاي
و کاکس رگرسیونی مدل سه بخش در است. شده پرداخته
تکه�اي خطر تابع با کاکس مدل شده�اند. معرفی پارامتري مدل�هاي
داده توضیح روش و مدل و است شده بیان چهار بخش در نمایی
نهایت در می�شود. پیاده�سازي مثال یک روي پنج بخش در شده

است. شده آورده نتیجه�گیري و بحث

بقا تحلیل 2
متغیرهاي تحلیل براي آماري مختلف روش�هاي از مجموعه�اي
مؤلفۀ یک شکست زمان می�تواند آن مقدار که نامنفی تصادفی
می�گویند بقا تحلیل را باشد، زنده مرگیکواحد زمان یا فیزیکی
بقا زمان را حادثه وقوع تا مطالعه به ورود زمانی فاصله و
با گاهی بقا داده�هاي تحلیل در می�دهند. نشان T با و گویند
مواردي به سانسورشده هستیم. 10مواجه سانسورشده داده�هاي
ثبت و رفته دست از بررسی مدت طول در که می�شود اطلاق
تحلیل در دیگر به�عبارت نیستند. امکان�پذیر آنها نهایی وضعیت
وارد مختلف زمان�هاي در بررسی تحت عناصر از مجموعه�اي بقا،
بررسی مورد مطالعه پایان تا نظر مورد رخداد زمان تا و شده مطالعه
براي انتظار مورد پیامد است ممکن میان این در که می�گیرند قرار
�شده سانسور به�عنوان آنها بقاي زمان که ندهد رخ عناصر بعضی
طول در گمشدگی اثر در سانسورشده داده�هاي می�شود. نامیده
اگر می�دهد. رخ مطالعه پایان یا مطالعه از شدن خارج مطالعه،
یعنی باشد، شده ثبت زمان از کمتر آزمودنی واقعی بقاي زمان
T و مطالعه به آزمودنی ورود زمان T٠ آن در که ،T < T٠

نامیده چپ سانسورشده مشاهده آن�گاه است، واقعی بقاي زمان
شده ثبت زمان از بیشتر آزمودنی واقعی بقاي زمان اگر می�شود.
سانسورشده باشد، شده) ثبت زمان C) T > C > T٠ یعنی باشد،

مطالعات تعمیم به [11] نمودند.� استفاده وایبل پارامتري مدل و
معرفی فضایی کاکس جمعی مدل یک و پرداختند [16 ،10]
کاکس مدل اساس بر جدید ترکیبی مدل�هاي [15 ،14] نمودند.
مطالعه به [17] دادند. ارائه فاصله�اي سانسورشده بقا زمان�هاي براي
تقریب بردن �کار به با تقریبی بیزي رهیافت با بقا مدل�هاي بیزي
دادند نشان و پرداختند 8 (INLA) جمع�بسته آشیانه�اي لاپلاس
بیزي رهیافت به نسبت را محاسبات زمان تقریبی بیز رهیافت
کاهش 9 مارکوفی زنجیر مونته�کارلوي الگوریتم�هاي و کامل
بیزي رهیافت با فضایی بقاي داده�هاي تحلیل به [9] می�دهد.
نیمه�پارامتري مدل یک [18] پرداختند. چندسطحی مدل�هاي و

دادند. پیشنهاد فضایی بقاي داده�هاي تحلیل براي را بیزي
کاکس مدل با فضایی وابستگی با بقا داده�هاي مقاله، این در
فضایی وابستگی و مدل�بندي نمایی تکه�اي به�صورت خطر تابع با
این و می�شود مدل وارد غیرخطی اثر با پنهان یکمتغیر به�صورت
در گاوسی مارکوفی تصادفی میدان یک به�صورت پنهان متغیر
تقریبی بیزي رهیافت از مدل این تحلیل براي می�شود. گرفته نظر
توزیع�هاي ابتدا بیزي رهیافت بردن �کار به براي می�شود. استفاده
گرفته درنظر مدل ابرپارامتر�هاي و پارامتر�هاي براي پیشین
توزیع�هاي و درست�نمایی تابع از استفاده با سپس و می�شوند
صورت وجود عدم به�دلیل می�شود. تشکیل پسین توزیع پیشین،
شرطی توزیع�هاي تشکیل با می�توان پسین توزیع براي صریح
در و کرد استفاده نمونه تولید براي گیبز الگوریتم از کامل
توزیع�ها از مشخصی نمایش کامل شرطی توزیع�هاي صورتی�که
�کار به را هستینگز متروپلیس الگوریتم نمونه تولید براي نداشتند،
براي صریح صورت نداشتن مدل�ها، این پیچیدگی به�دلیل گرفت.
اجراي و محاسبات کامل، شرطی توزیع�هاي برخی و پسین توزیع
مشکل این حل براي است. زمان�بر بسیار کامپیوتري برنامه�هاي
یک از پیشگویی و مدل پارامترهاي برآورد آوردن دست به و
می�شود استفاده لاپلاس تقریب اساس بر تقریبی بیزي رهیافت
مارکوفی زنجیر مونته�کارلوي الگوریتم�هاي از سریع�تر بسیار که
مدل یک برآورد به تقریبی بیزي رهیافت با مقاله این در است.

8 Integrated Nested Laplace approximations
9 Markov Chain Monte Carlo
10 Censored Data
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i-ام داده براي ترکیبی درست�نمایی لگاریتم اساس، این بر
کلّی به�صورت (Tlo, Tup, δi)

li =δilogh(Tup)−
∫ Tup

٠
h(u)du

+ log{١ − exp(−
∫ Tup

Tlo

h(u)du)}.

توزیع بررسی هدف پزشکی مطالعات بسیاري در است. بیان قابل
بقاي با مرتبط عوامل و خاص بیماري�هاي به مبتلا بیماران بقاي
داده�هاي بررسی براي رگرسیونی مدل دو از معمولاً است. آنها
به�عنوان که کاکس متناسب خطرات مدل می�شود استفاده بقا
پارامتري مدل�هاي و می�شود شناخته پارامتري نیمه مدل یک
مدل�هاي به می�توان پارامتري استاندارد مدل�هاي جمله از که
رگرسیونی مدل چون کرد. اشاره لگ�نرمال و نمایی وایبل،
دارد، نیاز پارامتري مدل�هاي به نسبت کاکسپیشفرضکمتري
که دادند نشان [3] می�کنند. انتخاب را مدل این عمل در اغلب
رگرسیونی مدل از کاراتر شرایط برخی در پارامتري مدل�هاي
ماکسیمم روش از معمولاً پارامتري مدل�هاي در هستند. کاکس
می�شود استفاده مجهول پارامتر�هاي برآورد براي درست�نمایی
رگرسیون در بخت نسبت مشابه تفسیر مدل این نسبی خطر و

دارد. را کاکس

پارامتري مدل�هاي و کاکس رگرسیون 3
می�رود، �کار به بقا داده��هاي تحلیل براي معمولاً که مدلی
خطرات مدل به�عنوان که می�شود نامیده کاکس رگرسیون
نیمه مدل یک کاکس مدل .[8] است شده شناخته نیز متناسب
مدل این در است. بقا سانسورشده داده�هاي تحلیل براي پارامتري
لگاریتم روي توضیحی متغیرهاي اثر که می�شود فرض همواره
تابع براي و است توضیحی متغیرهاي از خطی تابعی خطر، تابع
تابعی به�عنوان پایه خطر تابع و نمی�شود فرض خاصی توزیع خطر
می�شود. برآورد داده�ها روي از و گرفته نظر در نامعلوم و نامنفی
فرض پایه خطر تابع براي پارامتري نمایش کاکس مدل در چون
خطر تابع براي پارامتري نیمه مدل یک را کاکس مدل نمی�شود،
h(t) = h٠(t) exp(z

′β) به�صورت کاکس خطر تابع می�گویند.

و چپ سانسورشده نوع دو هر از ترکیبی اگر می�گویند. راست از
نشده مشاهده دقیقاً واقعی بقاي زمان دیگر به�عبارت باشد، راست
قرار Tlo < T < Tup فاصله یک در زمان این می�دانیم اما است،
مشاهده هر این بر بنا می�شود. 11نامیده فاصله�اي سانسورشده دارد،
بیان�کنندة δ آن در که است، بیان قابل (Tlo, Tup, δ) به�صورت
یعنی است، رخداد یا سانسور نظر از آزمایش مورد واحد وضعیت
اگر و δ = ٠ آن�گاه است، سانسورشده آزمایش مورد واحد اگر
آن�گاه است، داده رخ آزمایش مورد واحد براي نظر مورد رخداد
و δ = ١ یعنی باشد، سانسورنشده مشاهده اگر پس .δ = ١

باشد، سانسورشده راست از مشاهده اگر و Tlo = Tup = T

سانسورشده مشاهده اگر و Tlo = Tup = C و δ = ٠ آن�گاه
بیشتر مطالعه براي .Tlo < Tup و δ = ٠ آن�گاه باشد، فاصله�اي

شود. مراجعه [7] به
باشد، f(t) چگالی تابع با تصادفی بقاي زمان یک T کنید فرض

به�صورت بقا تابع آن�گاه

P (T > t) = S(t) = ١ − F (t) =

∫ ∞

t

f(u)du,

به�صورت خطر تابع و

h(t) = lim
δt→٠

١
δt
P (t < T < t+ δt | T > t),

به�صورت رابطه�اي بقا تابع با این بر بنا می�شود، تعریف

h(t) = lim
δt→٠

S(t)− S(t+ δt)

S(t)
=
f(t)

S(t)
,

m آن در که ،L =
∏m

i=١ Li به�صورت درست�نمایی تابع دارد.
و باشد نشده سانسور i-ام آزمودنی اگر و است مشاهدات تعداد

آن�گاه باشد، آن بقاي زمان T

Li = h(T )S(T ) = h(T ) exp{−
∫ T

٠
h(u)d(u)},

و h(t) = ١ آن�گاه باشد، سانسورشده i-ام اگرآزمودنی و

Li = S(c) = exp{−
∫ c

٠
h(u)du}

آن�گاه باشد، فاصله��اي سانسورشده i-ام آزمودنی اگر و
Li = S(Tlo)− S(Tup) = exp{−

∫ Tlo

٠
h(u)du}

× {١ − exp(−
∫ Tup

Tlo

h(u)du)}. (1)

11 Interval Censored
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ثابت به�صورت زمانی فاصله هر در خطر پایه تابع و I١ = (٠, t١]

پایه خطر تابع بازه�هاي از یک هر می�شود. فرض h٠(t) = λk

گرفتن نظر در با اکنون است. λk پارامتر با نمایی توزیع داراي
ti آن در که ،i = ١, ...,m و (ti, δi) به�صورت i-ام مشاهده
آن�گاه باشد، سانسورشدن نشان�دهنده δi و i-ام فرد بقاي زمان

متناسب خطر تابع

hi(t) = h٠(t) exp(z
′
iβ)

= exp{z′iβ + bk}

= exp(ηik), t ∈ (ak−١, ak). (2)

می�شود فرض (1) مدل در .bk = log(λk) آن در که است،
خطی تابعی خطر، تابع لگاریتم روي توضیحی متغیرهاي اثر که
متغیرهاي از برخی عمل در گاهی است. توضیحی متغیرهاي از
خطر میزان روي غیرخطی �شکل�هاي به می�توانند پیوسته توضیحی
به�صورت نمایی تکه�اي� خطر تابع با کاکس مدل در بگذارند. اثر
در کرد. وارد را متغیرها غیرخطی نمایش مستقیماً می�توان (1)
و اضافه fr(·) جمله z′iβ و bk بر علاوه پیشگو، در حالت این

به�صورت

ηik = β٠ +

ηr∑
r=١

wirfr(uir) +

ηβ∑
j=١

βjzji + bk. (3)

اثرات با توضیحی متغیرهاي تعداد ηr آن در که می�شود، بیان
�βjها خطی، اثرات با توضیحی متغیرهاي تعداد ηβ غیرخطی،
توضیحی متغیرهاي خطی اثر نشان�دهنده و رگرسیونی ضرایب
گرفتن نظر در براي که هستند ناشناخته�اي توابع fr(·) و
همبستگی�هاي یا خوشه�اي همبستگی�هاي فضایی، همبستگی�هاي
این بر بنا هستند. توضیحی متغیرهاي غیرخطی اثرات و زمانی
طریق از غیره و خوشه�اي تصادفی اثرات فضایی، تصادفی اثرات
�εiها و معلوم وزن�هاي wir و هستند بیان قابل مدل در fr(·) تابع
رهیافت از مدل این تحلیل براي هستند. خطاها یا تصادفی اثرات
معرفی رهیافت این بعد بخش در که می�شود استفاده تقریبی بیزي

است. شده

بردار z′ = (z١, · · · , zηβ
) پایه12، خطر تابع h٠ آن در که است،

پارامترهاي بردار β′ = (β١, · · · , βηβ
) و توضیحی متغیرهاي

توضیحی متغیر�هاي می�شود فرض مدل این در هستند. رگرسیونی
این تأثیرات اما دارند شکست الگو�هاي روي را ثابتی اثرات
مدل خلاف بر است. تغییر قابل زمان با توضیحی متغیر�هاي
نمایش یک پایه خطر تابع براي اگر کاکس، پارامتري نیمه
بقا، مدل شود، گرفته نظر در نمایی یا وایبل مثل پارامتري
،(Tlo, Tup, δi) داده�ها کنید فرض است. پارامتري مدل یک
خطر تابع وایبل مدل در شده�اند. مشاهده (i = ١, · · · ,m)

پایه خطر تابع یعنی h(t, α) = αtα−١ exp (z′β), به�صورت
به�صورت لگدرست�نمایی تابع و فرضمی�شود h٠(t) = αtα−١

l =δlogh(Tup)−
∫ Tup

٠
h(t)dt,

+ log{١ − exp(−
∫ Tup

Tlo

h(t)dt)},

=δ[logα+ (α− ١) log Tup + z′β],

− ez
′βTα

up + log{١ − e(−ez
′β(Tα

up−Tα
lo)}.

که می�شویم مواجه مواردي با گاهی عمل در می�آید. دست به
متغیرهاي برخی خطی، اثرات با توضیحی متغیرهاي بر علاوه
یک بعد بخش در دارند. مدل روي بر غیرخطی اثرات توضیحی
توضیحی متغیر انواع حضور در بقا داده�هاي مطالعه براي مفید مدل
تحلیل شیوه سپس و بیان وابستگی�ها و غیرخطی و خطی اثرات با

می�شود. ارائه مدل بیزي

تکه�اي پایه خطر تابع با کاکس مدل 4
نمایی

زمانی بازه K به زمان محور کنید فرض

٠ < a١ < a٢ < ... < ak <∞

شده مشاهده بقا زمان هر از ak آن در که باشد شده افراز
به�صورت زمانی بازه k این بر بنا است. بزرگ�تر مطالعه در
که به�طوري داشت خواهیم Ik = (ak−١, ak], k = ١, ...,K

12 Baseline hazard
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{i, j} زوج�هاي همه شامل ε آن در که باشد، نشان�دار گرافی
باشند، نداشته مشترکی یال هیچ j و i رأس�هاي که به�طوري است
تصادفی میدان یک x آن�گاه ،xi ⊥ xj | x−ij اگر تنها و اگر
نشان [19] می�شود. نامیده ℑ گراف به نسبت گاوسی مارکوفی
ماتریس و µمیانگین با چندمتغیره نرمال توزیع داراي x اگر دادند
درایه آن�گاه باشد، Q > 0 کوواریانس) ماتریس (عکس دقت
اگر تنها و اگر است، صفر برابر Qij یعنی Q ماتریس ij-ام
،Qij یعنی دقت، ماتریس ij-ام درایه پس .xi ⊥ xj | x−ij

دادند نشان [20] .{i, j} ∈ ε اگر تنها و اگر است صفر مخالف
n٢ از فقطO(n)درایه استو تُنُک16 Qماتریسی موارد بیشتر در
مارکوفی ویژگی به�علت این که است غیرصفر Qماتریس درایه
افزایش باعث ماتریس این بودن تُنُک است. تصادفی میدان
نمونه�گیري مانند تکراري الگوریتم�هاي و محاسبات در سرعت
تصادفی بردار نهایت در می�شود. مارکوفی تصادفی میدان از
گاوسی مارکوفی تصادفی یکمیدان x = (x١, · · · , xn)′ ∈ Rn

دقت ماتریس و µ میانگین با G = (ν, ε) نشان�دار گراف تحت
به�صورت آن چگالی تابع اگر تنها و اگر است Qn×n > ٠

باشد. π(x) = (٢π)−
n
٢ | Q | ١

٢ exp{− ١
٢ (x− µ)τQ(x− µ)}

لاپلاس تقریب 2.5
توزیع با را g(X) تابع هر می�توان لاپلاس تقریب از استفاده با
زیر به�صورت log g(X) تیلور سري از ابتدا زد. تقریب نرمال

است:

log g(X) ≈ log g(X̂) +
∂ log g(X̂)

∂X
(X − X̂)

+
١
٢
∂٢ log g(X̂)

∂X٢ (X − X̂)٢.

پس ∂ log g(X̂)

∂X
= ٠ چون طرفی از

log g(X) ≈ log g(X̂) +
١
٢
∂٢ log g(X̂)

∂X٢ (x− X̂)٢,

تابع با کاکس مدل تقریبی بیزي تحلیل 5
نمایی تکه�اي پایه خطر

رهیافت این است. شده معرفی [20] در تقریبی بیزي رهیافت
کاکس مدل دارد. کاربرد پنهان گاوسی مدل�هاي در اغلب
ناشناخته�اي توابع شامل چون نمایی پایه خطر تابع با فضایی
فضایی، اثرات مثل تصادفی اثرات گرفتن نظر در براي که است
یک به�صورت این بر بنا می�شوند، اضافه مدل به و... خوشه�اي
رهیافت از استفاده با می�توان و است بیان قابل پنهان گاوسی مدل

پرداخت. مدل این بیزي تحلیل به تقریبی بیزي
یک به�صورت پنهان گاوسی تصادفی میدان� دادند نشان [19]
ماتریس یک با (GMRF) گاوسی13 مارکوفی تصادفی میدان
از می�توان دلیل به�همین و است بیان قابل Q(θ) تُنُک دقت
سریع�تر بسیار که تُنُک ماتریس�هاي به مربوط عددي روش�هاي
کرد. استفاده هستند چگال ماتریس�هاي محاسباتی روش�هاي از
تقریب و گاوسی مارکوفی تصادفی میدان بردن �کار به با [20]
پنهان گاوسی مدل�هاي براي تقریبی بیزي رهیافت یک لاپلاس
میدان مفاهیم معرفی به ابتدا رهیافت این معرفی براي نمودند. ارائه
لاپلاس تقریب و لاپلاس تقریب گاوسی، مارکوفی تصادفی

می�شود. پرداخته (INLA) جمع�بسته14 آشیانه�اي

گاوسی مارکوفی تصادفی میدان 1.5
تعریف قابل گراف اساس بر گاوسی مارکوفی تصادفی میدان
خانواده�اي توسط که است رأس�ها از مجموعه�اي ℑ گراف است.
نشان (ν, ε) مرتب زوج به�صورت و شده�اند وصل به�هم یال�ها از
رئوس از تهی غیر و متناهی مجموعه�اي ν آن در که می�شود، داده
ν = {١, · · · , n} به�صورت رأس�ها اگر است. آن یال�هاي ε و
بردار کنید فرض گویند. نشان�دار15 را گراف آن�گاه باشند،
با چندمتغیره نرمال توزیع داراي x = (x١, · · · , xn)′ تصادفی
ℑ = (ν, ε) به�علاوه باشد. Σ کواریانس ماتریس و µ میانگین

13 Gaussian Markov Random Field
14 Integrated Nested Laplace Approximation
15 Labeled Graph
16 Sparse Matrix
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نرمال با χ٢ توزیع لاپلاس تقریب شکل1.

به�صورت را P (X) می�توان به�طوري�که،

P̃ (X) = N(k − ٢, ٢(k − ٢)),

خی�دو توزیع k مختلف مقادیر به�ازاي 1 شکل در زد. تقریب
تقریب از است. شده زده تقریب گاوسی، لاپلاس تقریب با

به�صورت را شرطی پسین توزیع هر می�توان لاپلاس

P̃ (z | ω) = P (x, z | ω)
P̃ (x | z, ω)

,

شرطی توزیع لاپلاس تقریب P̃ (x | z, ω) آن در که زد، تقریب
است. z, ω شرط به x

مدل براي بسته تقریبلاپلاسآشیانه�ايجمع 3.5
نمایی تکه�اي خطر تابع با کاکس

پنهان گاوسی مدل�هاي تقریبی بیزي تحلیل ابتدا قسمت این در
است، معروف INLA رهیافت به و است شده ارائه [20] در که
تکه�اي خطر تابع با کاکس مدل بیزي تحلیل براي سپس و بیان
θ و پنهان گاوسی میدان x کنید فرض می�شود. استفاده نمایی
j-ام درایه حذف از حاصل بردار θ−j و است پارامترها بردار
پارامترها و پنهان متغیرهاي کناري پسین توزیع�هاي ابتدا است.

نوشت می�توان σ̂٢ =
−١

∂٢ log g(X̂)

∂X٢

گرفتن نظر در با

log g(X) ≈ log g(X̂)− ١
٢σ̂٢ (X − X̂)٢,

معادل به�طور ∫و
g(X)dx =

∫
elog g(X)dx ≈ const

∫
exp[− (X − X̂)٢

٢σ̂٢ ]dx

این بر بنا و

g(X) ≈ N(X̂, σ̂٢).

بگیرید، نظر در را χ٢ توزیع مثال:

P (X) =
g(X)

c
=

X

k

٢
−١

e
−
X

٢
c

این بر بنا

L(X) = log g(X) = (
k

٢
− ١) log x− X

٢

L′(X) =
∂ log g(X)

∂X
= (

k

٢
− ١)X−١ − ١

٢

L′′(X) =
∂٢ log g(X)

∂X٢ = −(
k

٢
− ١)X−٢.

با و است X̂ = k − ٢ به�صورت نما L′(X) = ٠ حل با که
می�آید. دست به σ̂٢ = ٢(K − ٢) ،− ١

L′′ (X)در نما جایگذاري
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در مختصات فرمول داده، انتقال θ∗ نما به را مختصات مبدأ �
می�شود تعریف θ(z) = θ∗ +VΛ−١z به�صورت θ∗ مبدأ

هستند. استانداردشده مقادیر z آن در که

محورها از یک هر روي جدید، مختصات مبدأ از شروع با �
اختیار به�گونه�اي δz مناسب صحیح مقادیر فاصله به نقاطی

شرط که می�شوند،

log π̃(θ(٠)|y)− log π̃(θ(z)|y) < δπ, (6)

به�طور .[20] است، مناسب δπ = ٢٫ ۵ معمولاً باشد. برقرار
می�شوند. تعیین نیز صفحات درون نقاط مشابه

تولید π(θ|y) توزیع از θℓهایی الگوریتم، این بردن �کار به با
استفاده π(θ|y) توزیع تقریب براي آنها از می�توان که می�شوند
نرمال توزیع داراي x = (x١, x٢)

′ فرضکنید مثال به�عنوان کرد.
همانی کوواریانس ماتریس و θ = (θ١, θ٢)

′ مکان پارامتر با
y = (٢, ۵)′ مشاهدات و π(θ) ∝ ١ پیشین توزیع همچنین باشد.
در u = (١٠, ١٠)′ آزمایه تعداد با جمله�اي دو پاسخ متغیر براي را
محورهاي روي نقاط ،δz = ٠٫ ۵ گرفتن نظر در با بگیرید. نظر
شکل باشد. برقرار (6) شرط تا شوند تعیین به�گونه�اي t٢ و t١

مبدأ آن در که می�دهد، نشان را π̂(θ|y) تراز خطوط (چپ) 2
ویژه بردارهاي است. انتقال�یافته ،θ∗ = (θ∗١ , θ

∗
٢ ) نما به مختصات

(راست) 2 شکل شده�اند. محاسبه نما در هسین ماتریس اساس بر
نشان را بالا الگوریتم با تولید�شده نقطه ۶٨ و تراز خطوط نمودار

می�دهد.

به�صورت

π(xi | y) =
∫
π(xi | θ,y)π(θ | y)dyθ, (4)

π(θj | y) =
∫
π(θ | y)dθ−j . (5)

INLA روش در می�شوند. تشکیل i, j = ١, · · · ,m براي
به�صورت تقریب�هایی (5) ،(4) حاشیه�اي پسینی چگالی�هاي براي
تیلور بسط از استفاده با ابتدا می�شود. ارائه π̃(θj | y) و π̃(x | y)

توزیع ثابت، مقدار یک حول درست�نمایی قسمت خطی�سازي و
π̃G(x|y,θ) چندمتغیره نرمال یکتوزیع از استفاده با π(x|y,θ)
سپس می�شود. محاسبه توزیع نما در چگالی مقدار و زده تقریب
�کار به با پارامترها تقریبی پسین توزیع آوردن دست به براي

به�صورت پسین تقریبی توزیع لاپلاس، تقریب بردن

π̃(θ|y) ∝ π(x,θ,y)

π̃G(x|y,θ)
|x=x∗(θ),

به�شرط x کامل شرطی توزیع براي نما x∗(θ) آن در می�شود،که
از پارامترها تقریبی پسین توزیع از نقاط تولید براي است. θ

می�شود: استفاده زیر الگوریتم

بهینه�سازي روش�هاي با π̃(θ|y) تابع براي نما ابتدا �
می�شود. تعیین θ∗ به�صورت

آن عکس و می�شود محاسبه نما در هسین17 ماتریس �
V آن در که می�شود، تجزیه H−١ = VΛV′ به�صورت
ویژه مقادیر قطري ماتریس Λ و ویژه بردارهاي ماتریس

است. آن

محورهاي روي (راست) است. شده داده انتقال نما به مختصات مبدأ و شده معلوم نما (چپ) ،θ پارامتر پسین اکتشاف شکل2.
شده�اند. تولید نقاط صفحات درون و مختصات

17 Hessian Matrix
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بر بنا ندارد، صریحی صورت معمولاً پسین توزیع این است.
مونته�کارلوي الگوریتم مثل تکرارشونده روش�هاي از می�توان این
استفاده پارامترها برآورد آوردن دست به براي مارکوفی زنجیر
به راحتی به همگرایی اوقات گاهی و زمان�بر بسیار که کرد
بالا در که الگوریتمی و تقریبی بیزي رهیافت از و نمی�آید دست
پارامترها پسین توزیع�هاي آودرن �دست به براي شد داده توضیح
به�صورت (9) و استفاده تقریبی �به�صورت پنهان متغیرهاي و
کناري پسین توزیع�هاي (8) رابطه از نهایت در مشخصو تقریبی
در می�شود. آورده دست به تقریبی بیزي برآوردهاي و محاسبه
تکه�اي خطر تابع با کاکس مدل تقریبی بیزي تحلیل شیوه ادامه

می�گیرد. قرار بررسی مورد کاربردي مثال یک در نمایی

واقعی مثال 6
مبتلا mبیمار = ١٠۴٣ به مربوط مشاهدات بررسی مورد داده�هاي
غرب شمال در ١٩٩٨ الی ١٩٨٢ سال�هاي بین خون سرطان به
حدود که است، t = ١, . . . , ۴٩٧٧ و ناحیه ns = ٢۴ در انگلستان
تحلیل براي هستند. راست سمت از سانسورشده موارد درصد ١۶

پیوست در آن کدهاي که شد استفاده R نرم�افزار از داده�ها این
پرداخته�اند. داده�ها این مطالعه به [15 ،12] است، موجود

،(agei) بیمار سن شامل i بیمار هر براي توضیحی متغیرهاي
تاونزند19، شاخصمحرومیت ،(wbci) خون سفید سلول�هاي تعداد
هستند. (si) سکونت منطقه و (sexi) بیمار جنسیت (tpii)

زمان این�جا در است. شده مشخص شکل در داده�ها نمودار
مدل چهار و می�شود افراز مساوي زمانی بازه K = ٢٠ به
فضایی، همبستگی با و نمایی تکه�اي پایه خطر تابع با کاکس
اثرات افزایش با و غیرخطی اثرات بدون فضایی، همبستگی بدون
DIC مدل�گزینی معیار با سپس و می�شود گرفته نظر در غیرخطی
و K = ١٠ زمانی افرازهاي براي می�گیرند. قرار مقایسه مورد
نشد. ایجاد نتایج در محسوسی تفاوت و تکرار Kمحاسبات = ۵٠

لاپلاس تقریب اکنون فوق، روش از θ مقادیر تولید از پس
به�صورت π(xi|y,θ) کامل شرطی توزیع

π̃LA(xi|θ,y) ∝
π(x,θ,y)

π̃G(x−i|xi,θ,y)
|x−i=x∗−i(xi,θ), (7)

است. i-ام درایه حذف از حاصل بردار x−i آن در که است،
xi که π(x−i|xi,θ,y) از گاوسی تقریب π̃G(x−i|xi,θ,y)

است. π(x−i|xi,θ,y) براي نما x∗
−i(xi,θ) و ثابت مقدار یک

و ابرپارامترها پسین تقریبی توزیع محاسبه از پس نهایت در
پسین توزیع می�توان اکنون پنهان متغیرهاي کامل شرطی توزیع

رابطه از را پنهان متغیرهاي کناري
π(xi | y) =

∫
π(xi | y,θ)π(θ | y)dθ

≈
L∑

ℓ=١

π̃(xi | θℓ,y)π̃(θℓ | y)△ℓ . (8)

بسته θ براي شده تولید نقاط روي جمع آن در که کرد، محاسبه
چون .ℓ = ١, · · · , L براي △ℓ ناحیه�اي وزن�هاي با است، شده
یک در یکسان فواصل با شده، داده توضیح روش از نقاط تولید
به�دلیل هستند. برابر هم با ℓ∆ها می�شوند، تولید منظم مشبکه
پسین توزیع تقریب و لاپلاس تقریب به (7) رابطۀ بودن مشابه
تقریبی رهیافت روش، این شده تولید θ مقادیر روي جمع با (8)

است. شده نامگذاري بسته جمع آشیانه�اي لاپلاس
آوردن دست به و (2) مدل تقریبی بیزي تحلیل براي اکنون
گاوسی پیشین توزیع مدل، این پارامترهاي بیزي برآوردهاي
پیشین یک و β رگرسیونی پارامترهاي بردار براي 18 مبهم
به�صورت ηik پیشگوي ،fr(·) و (b١, ..., bk) بردار براي گاوسی

به�صورت x بردار تعریف با و می�شود توزیع گاوسی
x = {{fr(·)}, {βj}, {ηik}, {bk}},

گاوسی پنهان میدان یک با را x پنهان بردار می�توان آن�گاه
x | θ ∼ N(٠, Q−١(θ)) به�صورت ،Q−١(θ) دقت ماتریس با
کنید فرض است. پارامترها ابر بردار θ آن در که نمود مدل�بندي
به�شرط که هستند، بقا داده�هاي yi = ((ti, δi), i = ١, ...,m)

به�صورت پسین توزیع این بر بنا مستقلند. x پنهان میدان
π(x,θ | y) ∝ π(θ)π(x | θ)Πm

i=١π(yi | x,θ), (9)
18 Vague Prior
19 Townsend
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انگلستان غرب شمال در خون سرطان داده�هاي موقعیت شکل3.

به�صورت ٢ مدل این بر بنا شد. گرفته نظر در τs

M٢ : ηik =β٠ + β١sexi + β٢agei + β٣wbci

+ f١(tpi) + fspat(si) + bk.

سفید سلول�هاي تعداد و جنس سن، اثرات فقط 3 مدل در است.
به�صورت مدل لذا شد، گرفته نظر در مدل در خطی به�صورت

M٣ : ηik = β٠ + β١sexi + β٢agei + β٣wbci + bk

سفید سلول�هاي تعداد و جنس سن، اثرات ،4 مدل در است.
زدن قدم غیرخطی به�صورت شاخصتاونزند اثر و خطی به�صورت
مدل به�صورت فضایی اثر و τtpi دقت پارامتر با دو مرتبه تصادفی
BYM مدل در شد. گرفته نظر در ،[6] است شده معرفی 20BYM
اثر و فضایی تصادفی اثر می�شود، مدل وارد تصادفی اثر نوع دو
را مشاهدات فضایی همبستگی فضایی، اثر که به�طوري ناهمگنی
مدل وارد فرض این براي ناهمگنی اثر و می�کند بیان مدل در
مستقل مختلف نواحی بین به�دست�آمده برآوردهاي که می�شود
و درونی فضایی همبستگی اثر دو یعنی هستند. یک�دیگر از
مدل گرفت. نظر در می�توان BYM مدل با را برونی استقلال

تعداد اثرات و خطی به�صورت جنس و سن اثرات اول مدل در
به�صورت غیرخطی به�صورت تاونزند شاخص و سفید سلول�هاي
اثر بدون τwbc و τtpi دقت پارامتر با دو مرتبه تصادفی زدن قدم

به�صورت (1) مدل این بر بنا شد، گرفته نظر در فضایی

M١ : ηik = β٠ + β١sexi + β٢agei + f١(wbci) + f٢(tpii) + bk

به�طوري�که می�شود، گرفته نظر در

π(f٢ | τtpi) ∝τ

(ntpi − ٢)
٢

tpi exp
{
− ١

٢
τtpi

ntpi∑
i=٣

(f٢i

− ٢f٢(i−١) + f٢(i−٢))
٢
}
,

π(f١ | τwbc) ∝τ

(nwbc − ٢)
٢

wbc exp
{
− ١

٢
τwbc

nwbc∑
i=٣

(f١i

− ٢f١(i−١) + f١(i−٢))
٢
}
.

سفید سلول�هاي تعداد و جنس سن، اثرات دوم مدل در هستند.
غیرخطی به�صورت تاونزند شاخص اثر و خطی اثرات به�صورت
فضایی اثر و τtpi دقت پارامتر با دو مرتبه تصادفی زدن قدم
دقت پارامتر با گاوسی مارکوفی تصادفی میدان یک به�صورت

20 Besag, York and Mollie Model
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میزان که است، انحراف پسین میانگین D̄(θ) آن در که می�شود،
میزان PD = D̄(θ) − D(θ̄) می�کند. بیان را مدل برازش
مدل مؤثر پارامترهاي تعداد و می�دهد نشان را مدل پیچیدگی
است. بهتري مدل دارد، کمتري DIC که مدلی می�شود. نامیده

است. شده ارائه 1 جدول در نتایج
لگاریتم و DIC مؤثر، پارامترهاي تعداد به توجه با
مناسب�تر سوم و اول مدل دو از چهارم و دوم مدل درست�نمایی،
مناسب مدل�هاي عنوان به� چهارم مدل و دوم مدل می�رسند. به�نظر
مدل در فضایی اثر وجود لزوم بیان�کنندة که می�شوند، انتخاب
این بیشتر بررسی به چهارم مدل انتخاب با ابتدا می�شود. پرداخته
و τs است. شده ارائه 2 جدول در 4 مدل نتایج می�پردازیم. مدل
هستند. ناهمگنی اثر و فضایی اثر دقت پارامترهاي ترتیب به τH
خطی، اثر چهار براي پسین چگالی�هاي توزیع نمودار 4 شکل
ارائه سن و جنس خون، سفید سلول�هاي تعداد اثر ثابت، اثر
،τH ،τtpi براي پسین چگالی نمودار ،5 شکل در است. گردیده

است. شده رسم τb و τS

به�صورت (4)
M۴ : ηik =β٠ + β١sexi + β٢agei + β٣wbci

+ f١(tpi) + fi.i.d.(Hi) + fspat(si) + bk (10)

مرتبه تصادفی زدن قدم فرایند bk مدل چهار هر در است.
bk+١ − bk ∼ N(٠, τb), k = به�صورت نرمال توزیع با اول
فضایی اثر چهارم، و دوم مدل در همچنین شد. فرض ١, . . . , ١٩

میدان یک توسط ذاتی21 شرطی اتورگرسیو فرایند به�صورت
یعنی است شده مدل�بندي گاوسی مارکوفی تصادفی

[(fspat)i | (fspat)−i, τs] ∼ N(
١
nsi

∑
j∈∂i

(fspat)j ,
١

nsi τs
)

و i-ام موقعیت به مربوط همسایگی مجموعه ∂i آن در که
مبهم پیشین توزیع دقت پارامترهاي تمام براي آنها، تعداد nsi
رگرسیونی پارامترهاي براي و (١, ٠٫ ٠٠١) پارامترهاي با گاما
شده گرفته نظر در بزرگ واریانس با نرمال مبهم پیشین توزیع
و شد استفاده بیزي DIC معیار از مدل چهار مقایسه براي است.
تعریف DIC = D̄(θ) + PD = D(θ̄) + ٢PD زیر به�صورت

مدل�ها مقایسه جدول1.
log − likelihood DIC PD Model

−٢۶۵۶٫ ٢٩ ۵٣٨١٫ ١١ ١۶٫ ۴٩ M١

−٢٧۶٧٫ ٣٩ ۵٣۵۴٫ ٧٧ ٢۴٫ ۵١ M٢

−٢۶٧۴٨٫ ۶ ۵٣٩۴٫ ٨۶ ١١٫ ٧٣ M٣

−٢٧۴۴٫ ١٠ ۵٣۵۶٫ ۶٧ ٢۶٫ ۶٧ M۴

چندك�ها) و معیار انحراف پسین، (میانگین ،4 مدل پارامترهاي تقریبی بیزي برآورد جدول2.
چندك�ها معیار انحراف میانگین پارامتر

٠٫ ٩٧۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٠٢۵

−٩٫ ۶٧٣٢ −١٠٫ ١٣٩٢ −١٠٫ ۶٧٧٢ ٠٫ ٢۵۵٣ −١٠٫ ١۴٨۶ β٠

٠٫ ٠٣٨۵ ٠٫ ٠٣۴١ ٠٫ ٠٢٩٨ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٣۴١ β٢

٠٫ ٠٠۴٢ ٠٫ ٠٠٣۴ ٠٫ ٠٠٢۵ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠٣۴ β٣

٢٧۵۵۴٫ ۶١ ۴٩١٠٫ ۴٨ ٣٧٠٫ ٧۵١ ٧٣٨٧٫ ٩٨ ٧١۵۵٫ ٧٠ τtpi

٩٠٫ ۶٩ ٢۶٫ ۶٨ ٩٫ ٠١٩ ٢٢٫ ١١ ٣٢٫ ۵٧ τH

۶۵٠۴٫ ٩٨ ١٢٢٢٫ ٢٨ ١٠٢٫ ١٠٣ ١٧٩۵٫ ۴٧ ١٧۶٢٫ ۴٠ τs

٢٧۶٧٫ ۶٩ ١١٧٣٫ ٧۶ ۴۴۵٫ ۴٨۶ ۶٠۶٫ ٣٧ ١٢٨٣٫ ۵۴ τb

21 Intrinsic Conditiond Aut- Regressive
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سفید. سلول�هاي تعداد و سن ثابت، اثر خطی، اثرات براي پسین چگالی توزیع�هاي نمودار شکل4.

.τb و τS ،τH ،τtpi دقت پارامترهاي پسین چگالی نمودار شکل5.

اثر فضایی(راست-پایین) اثر (چپ-بالا) تاونزند شاخص (راست-بالا) براي درصد ٩۵ پیشگویی فاصله و پیشگویی نمودار شکل6.
پایه. خطر لگاریتم اثر (چپ-پایین) فضایی ناهمگنی



دیگران و حسینی فاطمه فضایی همبستگی با بقا داده�هاي بیزي تحلیل 40

روي بر بالا ریسک با نواحی و شده�اند متمرکز غرب منطقه در
مختلف مقادیر به�ازاي و 2 مدل براي هستند. پراکنده�تر نقشه
پسین میانگین نمودار K = ١٠٠ و K = ۵٠ ،K = ٢٠ ،K
در لگاریتمی پایه خطر تابع براي درصد 95 پیشگویی فاصله و
افزایش با می�شود ملاحظه که همان�طور است. شده رسم 8 شکل
خطر تابع براي بیشتر جزئیات با برآورد K یعنی بازه�ها تعداد
تابع که می�شود ملاحظه نمودارها این در است. به�دست�آمده پایه
٣٧٠٠٠ حدود زمانی نقطه تا یعنی مطالعه دوره بیشتر در پایه خطر
سال در به�طوري�که است، افزایشی مطالعه از پس سال ١٠ یعنی
در دلیل به�همین و است باقی�مانده مطالعه در نفر ٢۶ فقط ١٠-ام

شده افزایشی پایه خطر که می�رسد نظر به نمودار، انتهایی نقاط
است.

پیشگویی فاصله و پیشگویی نمودارهاي (بالا)، 5 شکل
شاخص اثر هستند. فضایی اثر و تاونزند شاخص 95درصد
مقدار به رسیدن از بعد تقریباً سپس و است افزایشی ابتدا تاونزند
فاصله و پیشگویی (پایین)، شکل6 در است. ثابت صفر حدود
ناهمگنی اثر و لگاریتمی پایه خطر تابع براي درصد 95 پیشگویی
ناهمگنی اثر پیشگویی نمودار به توجه با است. شده رسم فضایی
آن وجود و است صفر اثر این برآورد می�رسد نظر به فضایی
چهارم مدل مشابه که دوم مدل لذا و است ضروري غیر مدل در
نتایج است. داده�ها مناسب مدل است، فضایی ناهمگنی اثر بدون
در است. شده ارائه 3 جدول در دوم مدل تقریبی بیزي تحلیل
بررسی مورد منطقه نقشه روي بر فضایی اثرات برآورد 7 شکل
کمتر ریسک با نواحی که می�شود ملاحظه است. شده داده نشان

چندك�ها) و معیار انحراف پسین، (میانگین ،2 مدل پارامترهاي تقریبی بیزي برآورد جدول3.
چندك�ها معیار انحراف میانگین پارامتر

٠٫ ٩٧۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٠٢۵

−٩٫ ۶٩۶٣ −١٠٫ ١۵۴٣ −١٠٫ ۶٨۵۵ ٠٫ ٢۵١۶ −١٠٫ ١۶٣٨ β٠

٠٫ ٠٣٨٩ ٠٫ ٠٣۴۵ ٠٫ ٠٣٠٢ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٣۴۵ β٢

٠٫ ٠٠۴٣ ٠٫ ٠٠٣۴ ٠٫ ٠٠٢۵ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠٣۴ β٣

٣۵٣٨٩٫ ۴۴ ۵٧٣۴٫ ٩۴ ٣٩١٫ ٧٢۴ ٩٧۶٧٫ ٠٩ ٨٧٩١٫ ١۵ τtpi

۴۵٫ ۴٨ ١٢٫ ٢٣ ٣٫ ٩٠٢ ١١٫ ۴٠ ١۵٫ ٣٨ τs

٢٧۶٢٫ ٨٢ ١١٨۶٫ ٨٢ ۴۴٣٫ ٩۵٠ ۶٠۵٫ ١۴ ١٢٩٢٫ ٠۶ τb

بررسی مورد منطقه نقشه برروي فضایی اثرات برآورد شکل7.
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(بالا)، K = ٢٠ �با لگاریتمی پایه خطر تابع براي پسین) (خط درصد ٩۵ پیشگویی فواصل و ممتد) (خط پسین میانگین شکل8.
(پایین). K = ١٠٠ و (وسط) K = ۵٠

دسترس در پارامترها پیرامون اطلاعاتی یا باشد کم نمونه حجم
کلاسیک روش�هاي به نسبت بیزي رهیافت از استفاده باشد،
مکان به وابسته داده�ها گاهی عمل در همچنین دارد. برتري
اثر یک فضایی همبستگی گرفتن نظر در براي این بر بنا هستند،

نتیجه�گیري و بحث
و پارامتري کلاسیک روش�هاي از بقا تحلیل مطالعات در اغلب
اگر مطالعات برخی در اما می�شود، استفاده کاکس نیمه��پارامتري
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معمولاً اثرات این توزیع فضایی، اثر مثل اثرات برخی بودن پنهان
افزایش راستاي در می�توان پیشنهاد به�عنوان می�شود. فرض نرمال
توزیع�ها از بزرگ�تري یککلاس با را اثرات این تحلیل�ها دقت

کرد. مدل�بندي نرمال چوله مثل

یک به�صورت فضایی اثر این و اضافه مدل به فضایی خطی غیر
یک مقاله این در شد. مدل�بندي مارکوفی گاوسی تصادفی میدان
در و شد ارائه نمایی تکه�اي پایه خطر تابع با کاکس مدل نوع
کامپیوتري برنامه�هاي اجراي و محاسبات زمان کاهش راستاي
به�دلیل گرفت. قرار مطالعه مورد تقریبی بیزي رهیافت با مدل این
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