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متناهی جامعۀ میانگین براي نمایی نوع از جدید برآورد یک
جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري در

شهرستانی1 یعقوب�زاده شهرام

1396/7/11 دریافت: تاریخ
1397/8/24 پذیرش: تاریخ

چکیده:
یک کمکی، اطلاعات به توجه با جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري روش در متناهی جامعۀ میانگین براي مقاله، این در
دو وسیلۀ به متناهی جامعۀ میانگین دیگر برآوردگر چند با جدید برآوردگر این سپس می�شود. ارائه نمایی نوع از جدید برآوردگر

می�شود. مقایسه آنها خطاهاي دوم توان میانگین از استفاده با و واقعی مجموعه�داده�هاي
خطاها. دوم توان میانگین نمایی، نوع از برآوردگر کمکی، اطلاعات جایگذاري، بدون ساده تصادفی نمونه�گیري کلیدي: واژه�هاي
به آن خطاي دوم توان میانگین و شده معرفی جدید برآوردگر
واقعی، مجموعه�داده�هاي دو با چهارم بخش در می�آید. دست
دوم، بخش در شده ارائه برآوردگرهاي با پیشنهادي برآوردگر
یافته اختصاص مقاله نتایج به هم پنجم بخش می�شود. مقایسه

است.

میانگین برآوردگرهاي انواع 2
N اندازة به متناهی جامعۀ واحدهاي UN , . . . , Uکنید١ فرض
متغیر بیان�کنندة نیز X و بررسی تحت متغیر بیان�کننده Y و
بررسی تحت صفت با قویی همبستگی داراي که باشد کمکی
روش به (xn, yn), . . . , (x١, y١) زوج�هاي کنید فرض است.
انتخاب �جامعه آن از جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري
در کمکی و اصلی متغیرهاي میانگین به�ترتیب، Ȳ و X̄ شوند
اصلی و کمکی متغیرهاي میانگین به�ترتیب، نیز ȳ و x̄ و جامعه
اصلی متغیرهاي بین همبستگی هر�گاه باشند. استخراجی نمونۀ در

مقدمه 1

برآوردهایی به نمونه�گیري، نظریۀ در اطلاعاتکمکی2 از استفاده
اعتمادپذیري از که می�شود منجر مجهول پارامترهاي از
متناهی جامعۀ یک میانگین برآورد برخوردارند. بیشتري
نسبتی3، برآورد روش�هاي تحت کمکی، اطلاعات به�کمک
کاربرد از مثال�هایی نسبتی-نمایی5، و رگرسیونی حاصل�ضربی4،
اخیر سال�هاي در هستند. نمونه�گیري نظریۀ در کمکی اطلاعات
برآورد روش�هاي تحت کمکی، اطلاعات به�کمک نویسندگانی
ساده، تصادفی نمونه�گیري روش در حاصل�ضربی برآورد و نسبتی
آنها از برخی به که کردند برآورد را متناهی جامعۀ میانگین
و سینگ ،[12] سینگ و یوپادیا ،[5] دویودي و سیسودیا مانند
کادیلار و یاداو ،[10 ،9 ،7] دیگران و سینگ ،[8 ،6] تیلور
دوم، بخش در مقاله این در کرد. اشاره می�توان [14 ،13]
نمونه�گیري روش در متناهی جامعۀ میانگین برآوردگرهاي انواع
سوم، بخش در می�شود. ارائه جایگذاري بدون ساده تصادفی

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت 1

2 Auxiliary information
3 Ratio estimator
4 Product estimator
5 Exponential ratio-tye estimator
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هستند. زیر به�صورت b ∈ R و ٠ ̸= a ∈ R به�ازاي

ȳS = ȳ exp

(
(aX̄ + b)− (ax̄+ b)

(aX̄ + b) + (ax̄+ b)

)
, (7)

MSE(ȳS) = γȲ ٢ (C٢
Y − ٢θρCXCY + θ٢C٢

X

)
, (8)

ȳK = ȳ
( x̄

X̄

)a
exp

(
X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
, (9)

MSE(ȳK) = γȲ ٢

(
C٢

Y + ρ(٢a+ ١)CXCY (10)

+ (a٢ + a+
١
۴
)C٢

X

)
.

میانگین جدید برآورد 3
در متناهی، جامعۀ میانگین از جدیدي برآوردگر بخش این در
واقع در که جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري روش
نمایی نوع از برآورد مقاله، این در و است (6) رابطۀ از تعمیمی

زیر به�صورت ،٠ ̸= a ∈ R به�ازاي می�شود نامیده تعمیم�یافته

ȳGE = ȳ

(
X̄ + x̄

٢X̄

)a

exp

(
X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
(11)

خطاهاي دوم توان میانگین محاسبۀ براي می�شود. معرفی
می�شوند: گرفته نظر در زیر به�صورت ȳ و x̄ ،(11) برآوردگر

x̄ = X̄(١ + ε١),

ȳ = Ȳ (١ + ε٠) (12)

تصادفی نمونه�گیري روش در Ȳ نااریب برآوردگر یک ȳ چون
این بر بنا است، جایگذاري بدون ساده

E(ȳ) = Ȳ ,

V ar(ȳ) = γC٢
Y S

٢
X

می�آیند: دست به زیر به�صورت (12) رابطۀ به توجه با که می�شود

E(ε٠) = E(ε١) = ٠,

E(ε٢
٠) = V ar(ε٠) = γC٢

Y ,

E(ε٢
١) = V ar(ε١) = γC٢

X ,

V ar(ȳ) = Ȳ ٢V ar(ε٠)

،Ȳ یعنی جامعه میانگین مناسب برآوردگر باشد، مثبت کمکی و
می�شود: تعریف زیر به�صورت که است نسبتی برآورد

ȳR = ȳ

(
X̄

x̄

)
(1)

آن خطاهاي دوم توان میانگین ،γ =
(

١ − n
N

)
/n فرض با که

است: زیر به�صورت [8] تیلور و سینگ به توجه با

MSE(ȳR) = γȲ ٢ (C٢
Y − ٢ρCXCY + C٢

X

) (2)

ضریب ρ و C٢
Y = S٢

Y /Ȳ
٢ ،C٢

X = S٢
X/X̄٢ که به�طوري

به�ترتیب S٢
Y و S٢

X همچنین است. Y و X ساده همبستگی
اگر هستند. جامعه در اصلی و کمکی متغیرهاي واریانس
باشد، منفی کمکی، و مطالعه تحت متغیرهاي بین همبستگی
که است ضربی برآورد جامعه، میانگین مناسب برآورد آن�گاه

است: زیر به�صورت و شده معرفی [4] رابسون توسط

ȳP = ȳ
( x̄

X̄

)
(3)

به�صورت آن خطاهاي دوم توان میانگین که

MSE(ȳP ) = γȲ ٢ (C٢
Y + ٢ρCXCY + C٢

X

) (4)

یک [28] توتجا و بهل آمد. دست به [4] رابسون توسط
روش در متناهی جامعۀ میانگین براي نمایی، نسبتی نوع از برآورد
معرفی زیر به�صورت جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري

کردند:

ȳBT = ȳ exp

(
X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
(5)

زیر به�صورت را آن خطاهاي دوم توان میانگین و

MSE(ȳBT ) = γȲ ٢
(
C٢

Y − ٢ρCXCY +
C٢

X

۴

)
(6)

[2] کادیلار و [9] دیگران و سینگ آمد. دست به
که کردند معرفی جامعه میانگین برآورد براي برآوردگرهایی
و ȳs نمادهاي با به�ترتیب و است (6) رابطۀ از تعمیمی واقع در
آنها خطاهاي دوم توان میانگین با همراه می�شوند، داده نشان ȳk
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با شود. مینیمم MSE(ȳGE) که می�آید دست به به�گونه�اي a
به نسبت MSE(ȳGE) اول مرتبۀ مشتق دادن قرار صفر مساوي

می�آید: دست به زیر رابطۀ ،a

a∗ = −CX + ٢ρCY

CX
.

دوم توان میانگین مقدار مینیمم ،MSE(ȳGE) در a∗ دادن قرار با
می�آید: دست به زیر به�صورت ȳGE خطاهاي

min
a

MSE(ȳGE) = γȲ ٢C٢
Y (١ − ρ٢).

برآوردگرها مقایسه 4
(برآورد Ȳ برآوردگرهاي با ȳGE برآوردگر بخش، این در
بدون ساده تصادفی نمونه�گیري روش به جامعه میانگین
میانگین معیار از استفاده با ȳS و ȳK ،ȳBT ،ȳP ،ȳR جایگذاري)،
برآوردگر بودن کاراتر شرط تا می�شوند، مقایسه خطاها، دوم توان
آید. دست به مقایسه مورد برآوردگرهاي سایر به نسبت ȳGE

است: زیر به�صورت لازم محاسبات این بر بنا

MSE(ȳ)−min
a
MSE(ȳGE) = γȲ ٢ρ٢ ≥ ٠, (14)

MSE(ȳR)−min
a
MSE(ȳGE) = γȲ ٢(CX − ρCY )٢ ≥ ٠,

MSE(ȳP )−min
a
MSE(ȳGE) = γȲ ٢(CX + ρCY )٢ ≥ ٠,

MSE(ȳBT )−min
a
MSE(ȳGE) = γȲ ٢

(
CX

٢
− ρCY

)٢

≥ ٠,

MSE(ȳS)−min
a
MSE(ȳGE) = γȲ ٢ (θCX − ρCY )٢ ≥ ٠.

است واضح ،(14) رابطۀ در آمده دست به روابط به توجه با
ȳBT ،ȳP ،ȳR ،ȳ برآوردگرهاي از ȳGE برآوردگر همواره که
برآوردگرهاي با ȳGE برآوردگر کارایی است. بهتر ȳS و
،ρ = CX/CY شرط�هاي تحت به�ترتیب ȳS و ȳBT ،ȳP ،ȳR
یکسان ρ = θCX/CY و ρ = CX/٢CY ،ρ = −CX/CY

رابطۀ در اما می�شود.

MSE(ȳK)−min
a
MSE(ȳGE) =γȲ ٢

[
a٢C٢

X

+ a(C٢
X + ٢ρCXCY )

+

(
ρ٢C٢

Y + ρCXCY +
C٢

X

۴

)]

تصادفی نمونۀ براي نمونه�اي میانگین�هاي ،(x̄, ȳ) آن�که به توجه با
بدون ساده تصادفی نمونه�گیري روش در (xn, yn), . . . , (x١, y١)

داریم: این بر بنا هستند، جایگذاري

Cov(x̄, ȳ) =

(
١
n
− ١

N

)
SXY .

می�آید: دست به زیر رابطۀ از Cov(ε٠, ε١) نتیجه )در
١
n
− ١

N

)
SXY = Cov(ȳ, x̄)

= Cov(Ȳ (١ + ε٠), X̄(١ + ε١))

= X̄Ȳ Cov(ε٠, ε١)

حالت این در که ،Cov(ε٠, ε١) = γρCXCY نتیجه در و
(11) رابطۀ ،(12) رابطۀ از استفاده با .E(ε٠ε١) = γρCXCY

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت

ȳGE = Ȳ (١ + ε٠)

(
١ +

ε١

٢

)a

exp

[
ε١

٢

(
١ +

ε١

٢

)−١
]
.

ȳGE نمایی، و (١ + ε١
٢

)−١ تابع�هاي مک�لورن� بسط به�کمک
می�آید: دست به زیر به�صورت

ȳGE =Ȳ (١ + ε٠)

(
١ +

aε١

٢
+

a(a− ١)ε٢
١

۴
+ . . .

)
× exp

[
ε١

٢

(
١ − ε١

٢
+

ε٢
١

۴
+ . . .

)]
بازنویسی زیر به�صورت ،2 از بالاتر توان�هاي گرفتن نادیده با که

می�شود:

ȳGE =Ȳ

[
١ +

(a+ ١)ε١

٢
+

(۴a٢ − ٢a− ١)ε٢
١

٨
(13)

+
(a+ ١)ε٠ε١

٢
+ ε٠

]

داریم: ،(13) رابطۀ به توجه با این بر بنا

E(ȳGE) = Ȳ + γȲ

[
(۴a٢ − ٢a− ١)C٢

X

٨
+

(a+ ١)ρCXCY

٢

]
،2 از بالاتر توان�هاي گرفتن نادیده با و (13) رابطۀ از استفاده با
می�آید: دست به زیر به�صورت ȳGE خطاهاي دوم توان میانگین

MSE(ȳGE) = γȲ ٢
[
C٢

Y +
(a+ ٢(١

۴
C٢

X + (a+ ١)ρCXCY

]
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صورت جایگذاري بدون ساده تصادفی نمونه�گیري روش اساس
است. گرفته

خطاهاي دوم توان میانگین ،1 جدول داده�هاي از استفاده با
محاسبه ،b = ٢٫ ۵ و a = a∗ به�ازاي مقایسه مورد برآوردگرهاي
،2 جدول نتایج به توجه با است. شده آورده 2 جدول در و
نسبت متناهی، جامعۀ میانگین براي پیشنهادي برآوردگر کارایی
برآوردگر با یکسان کارایی داراي و بهتر برآوردگرها سایر به

است. ȳK

نتایج 6
اطلاعات به�کمک و نمایی نوع از برآورد یک مقاله، این در
نمونه�گیري روش در متناهی، جامعۀ میانگین براي کمکی
داده�هاي به�کمک و شد معرفی جایگذاري بدون ساده تصادفی
برآوردگر خطاها، دوم توان میانگین از استفاده با و واقعی
مشخص و شد مقایسه موجود، برآوردگرهاي سایر با پیشنهادي
با و بهتر برآوردگر سایر از برآوردگر این کارایی که گردید

است. یکسان برآوردگر یک کارایی

معادلۀ
a٢C٢

X + a(C٢
X + ٢ρCXCY ) +

(
ρ٢C٢

Y + ρCXCY +
C٢

X

۴

)
= ٠

بنا است. a = a∗ = −(CX + ρCY )/٢CX جواب داراي فقط
می�شود. یکسان ȳK و ȳGE برآوردگر دو کارایی این بر

داده�ها تحلیل 5
استفاده با و متناهی جامعۀ دو داده�هاي از استفاده با بخش این در
سوم بخش در که برآوردگرها خطاهاي دوم توان میانگین از
داده�ها می�شود. پرداخته برآوردگرها مقایسه به آمدند دست به
و شابیر در اول، جامعه داده�هاي است. شد�ه آورده 1 جدول در
104 در سیب درختان تعداد آن، در که شده گزارش [6] دیگران
سیب تولید میزان برآورد و (X) کمکی متغیر به�عنوان روستا
اصلی متغیر به�عنوان روستا 20 انتخاب اساس بر تن) حسب (بر
که شده گزارش [3] مورتی در دوم، جامعۀ داده�هاي هستند. (Y )
و مطالعه مورد متغیر و کارگران تعداد ،(X) کمکی متعیر آن در
20 انتخاب به�کمک ناحیه�اي در کارخانه 80 خروجی ،(Y ) اصلی
بر نمونه انتخاب جامعه، دو هر در است. نمونه به�عنوان کارخانه

جامعه�ها در لازم آماره�هاي مقادیر .1 جدول
CY CX ρ Ȳ X̄ n N پارامترها

١٫ ٨۶٠ ١٫ ۶۵٠ ٠٫ ٨۶٠ ۶٫ ٢۵۴ ١٣٩٣١٫ ۶٨٠ ٢٠ ١٠۴ اول جامعۀ
٠٫ ٣۵۴ ٠٫ ٩۴٨ ٠٫ ٩١۵ ۵١٫ ٨٢۶ ٢٫ ۵٨٨ ٢٠ ٨٠ دوم جامعۀ

1 جدول داده�هاي اساس بر مقایسه مورد برآوردگرهاي خطاهاي دوم توان میانگین .2 جدول
دوم جامعۀ در خطاها دوم توان میانگین مقدار اول جامعۀ در خطاها دوم توان میانگین مقدار برآوردگر

٢۵٢٫ ۴۴٢٩ ۵٫ ۴۶۴۵٩ ȳ

٨٢۵٫ ۶٩۶۴ ١٫ ۴٢۶٩٩٢ ȳR

٣٢٩٩٫ ٩٧٩ ١٨٫ ١٠٢٨١ ȳP

١٩۴٢٫ ١٨٣ ٢٫ ٣٧٠۵١٧ ȳBT

۶٩٢٫ ٣١٩۴ ٢٫ ٣٧٠۶١۵ ȳS

۴١٫ ٠٩١٣٩ ١٫ ۴٢٢٩٧٩ ȳK

۴١٫ ٠٩١٣٩ ١٫ ۴٢٢٩٧٩ ȳGE
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