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رایلی توزیع پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای

شهرستانی٢ زاده یعقوب شهرام شادرخ،١ علی

١٣٩٧/١/٢۵ دریافت: تاریخ

١٣٩٨/۶/٣٠ پذیرش: تاریخ

چکیده:

سانسور نمونه�های اساس بر و دوم درجۀ زیان تابع تحت رایلی توزیع پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای مقاله این در

بیزی برآوردگر با و هم با برآوردگرها این مونته�کارلو، شبیه�سازی روش از استفاده با سپس و می�شود آورده دست به دوم نوع فزآیندۀ

می�شوند. مقایسه

مونته�کارلو. شبیه�سازی دوم، نوع فزآیندۀ سانسور مراتبی، سلسله بیزی برآورد E-بیزی، برآورد رایلی، توزیع کلیدی: واژه�های

طول به مربوط آزمایش�های در متداول امر یک کردن سانسور

تصمیم آزمایشگر اگر است. اطمینان قابلیت مطالعه�های و عمر

آزمایشی واحدهای از واحد R١ شکست، اولین مشاهدۀ با بگیرد

آزمایشی واحدهای از واحد R٢ شکست، دومین زمان در و سالم

زمان در را کار این و کند خارج آزمایش از تصادف به را سالم

یعنی باقی�مانده واحدهای همه دهد، ادامه شکست m-امین

آزمایش از واحد Rm = n − R١ − R٢ − · · · − Rm−١ − m

دوم۴ نوع فزآیندۀ سانسور طرح صورت این در می�شوند، خارج

متغیرهای واحدها، شکست زمان�های حالت این در می�دهد. رخ

این نتیجۀ در شده�اند. تعیین قبل از ثابت�های و�Riها تصادفی

آماره�های که می�آید دست به مرتب�شده مقدار m سانسور، طرح

برای .[١١] می�شود نامیده دوم نوع فزآیندۀ سانسور ترتیبی

سال�های در کنید. مراجعه [١٣] به زمینه این در بیشتر مطالعۀ

داده�های با استنباطی روش�های روی زیادی مطالعه�های اخیر

[١۶ ،١۵ ،١۴] به می�توان که شده انجام دوم نوع فزآیندۀ سانسور

لیندلی توسط ابتدا مراتبی سلسله بیزی پیشین توزیع کرد. اشاره

مورد [٢٢] هان توسط سپس و شد معرفی [٢۶] اسمیت و

مقدمه ١

حوزه�های در که آن دلیل �به شد، معرفی [٢٧] در که رایلی توزیع

در دریا امواج ارتفاع مدل�بندی مانند تکنولوژی و علم مختلف

قطعات عمر طول توزیع ارتباطات، مهندسی شناسی، اقیانوس

نظریه سرطانی، بیماران بارۀ در بالینی مطالعه�های صنعتی،

آن پارامتر برآورد دارد، کاربرد بقا تحلیل و اطمینان قابلیت

در مختلفی نویسندگان می�شود. توصیه مختلف روش�های به

این مهم نقش ،[١٩] دادند. انجام مطالعه�هایی رایلی توزیع بارۀ

توزیع کاربرد ،[١٢] دادند. نشان ارتباطات مهندسی در را توزیع

نشان سرطانی بیماران به مربوط بالینی مطالعه�های در را رایلی

پارامتر ناوردای٣ برآورد بهترین و بیزی برآورد ،[١٨] دادند.

،[٢١] آورد. دست به آنتروپی زیان تابع تحت را رایلی توزیع

تابع و خطر تابع پارامتر، برآورد چندکی، نمونه�های اساس بر

بیزی برآورد ،[٢٠] آورد. دست به را رایلی توزیع اعتماد قابلیت

به جفریز یافتۀ تعمیم پیشین توزیع اساس بر رایلی توزیع پارامتر

آوردند. دست

ایران تهران، تهران، نور پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ١

ایران تهران، تهران، نور پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ٢

٣ The best invariant estimator
۴ Progressive type-II censored
۵ Experimental bayesian estimator
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شهرستانی زاده یعقوب شهرام و شادرخ علی رایلی توزیع پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای ۵٢

است. ٠ < a ≤ ١ و b > ٠ به�صورت b و a مقادیر حوزۀ

λ بیزی برآوردگر کارایی b شدن بزرگ با که داد، نشان ،[١٧]

به�صورت و کراندار بالا از b پارامتر ابر این بر بنا می�یابد. کاهش

برای توزیع مناسب�ترین که داد نشان ،[٢۴] است. ٠ < b < c

یعنی ،b توزیع مقاله این در این بر بنا است. یکنواخت توزیع ،b

نظر در a = ١ و (٠, c) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع π١(b)

عبارت با برابر (٣) رابطۀ صورت این در که می�شوند، گرفته

می�شود. π(λ|b) = be−λb

λ E-بیزی برآورد ١.٢

θ برآورد θ̂ که L(θ̂, θ) = (θ̂− θ)٢ زیان تابع تحت بخش این در

دست به λ E-بیزی برآورد سپس و بیزی برآورد ابتدا است،

،(١) رابطۀ احتمال چگالی تابع با رایلی توزیع اگر می�آید.

نمونه یک Y١:m:n, Y٢:m:n, · · · , Ym:m:n و شکست زمان توزیع

باشد، Yi:m:n یافته yi و آن از دوم نوع فزآیندۀ سانسورشده

درست�نمایی تابع ،[١۵] اگروالا و بالاکریشنان به توجه با آن�گاه

است: زیر به�صورت

L(λ|Y) = C

(
m∏
i=

yi

)
٢mλme−λ

∑m
i=١(١+Ri)y

٢
i (۴)

و Y = (Y١:m:n, Y٢:m:n, · · · , Ym:m:n) آن در که

C = n(n−R١ − ١) · · · (n−R١ − −Rm−١ −m+ ١)

است: زیر به�صورت λ پسین توزیع (۴) رابطۀ به توجه با هستند.

π∗(λ|Y) =

(
b+

∑m
i=١(١+Ri)y

٢
i

)m+١

m!

× λme−λ(b+
∑m

i=١(١+Ri)y
٢
i). (۵)

با که دوم درجۀ زیان تابع تحت λ پارامتر بیزی برآورد این بر بنا

است: زیر به�صورت می�شود داده نشان λ̂Bay(b) نماد

λ̂Bay(b) = E(λ|Y) =
m+ ١

b+
∑m

i=١(١+Ri)y
٢
i

. (۶)

π١(b) ،b پیشین توزیع و λ̂Bay(b) ،λ پارامتر بیزی برآورد اگر

نیز λ̂EBay نماد با که λ پارامتر E-بیزی برآورد آن�گاه باشد،

سلسله بیزی و E-بیز۵ روش�های و گرفت قرار بیشتری بررسی

سلسله بیزی و E-بیزی روش�های اخیراً شد. معرفی مراتبی۶

پارامتر برآورد برای و نمایی توزیع پارامتر برآورد برای مراتبی

تابع و پارامتر برآورد ، [١٣ در[١۴، دوجمله�ای توزیع نسبت

سانسور نمونه�های اساس بر ١٢ نوع بور توزیع اعتماد قابلیت

[١٨] در پاسکال توزیع پارامتر برآورد ،[٢۵] دوم نوع فزآیندۀ

تابع با رایلی توزیع مقاله این در شد. گرفته قرار استفاده مورد

رابطه�های با برابر به�ترتیب تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی

است: زیر

f(x;λ) = ٢λxe−λx٢
, x > ٠, λ > ٠ (١)

F (x;λ) = ١− e−λx٢
, x > ٠, λ > ٠. (٢)

سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای دوم بخش در مقاله این در

اساس بر و دوم درجۀ زیان تابع تحت رایلی توزیع پارامتر مراتبی

بخش در می�شود. آورده دست به دوم نوع فزآیندۀ سانسور طرح

-E بیزی، برآوردگرهای مونته�کارلو شبیه�سازی از استفاده با سوم

چهارم بخش می�شوند. مقایسه هم با مراتبی سلسله بیزی و بیزی

است. شده داده اختصاص مقاله نتایج به هم

λ پارامتر برآورد ٢

پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای بخش این در

فزآیندۀ سانسور نمونه�های اساس بر و دوم درجۀ زیان تابع تحت λ

گاما توزیع ،λ پیشین توزیع این بر بنا می�آید. دست به دوم نوع

است: زیر به�صورت که می�شود فرض b و a پارمترهای ابر با

π(λ|a, b) = ba

Γ(a)
λa−١e−λb, λ > ٠, a, b > ٠ (٣)

که می�شود گرفته نظر در طوری b و a ابرپارامترهای ،[٢٢]

به�عبارت توجه با این بر بنا باشد، کاهشی λ به نسبت π(λ|a, b)

زیر:

dπ(λ|a, b)
dλ

=
baλa−٢e−λb

Γ(a)
((a− ١)− λb) ,

۶ Hierarchical bayesian estimator
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۵٣ ۵۶-۵١ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

شبیه�سازی ٣

برآوردهای مونته�کارلو، شبیه�سازی از استفاده با بخش این در

می�شوند، مقایسه هم با λ مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی بیزی،

،[١۴] وسندهو بالاکریشنان الگوریتم به�کمک منظور این برای که

پارامتر با و (١) رابطۀ در احتمال چگالی تابع با رایلی توزیع از

تولید زیر به�صورت دوم نوع فزآیندۀ سانسور نمونه�های ،λ = ٢

می�شوند:

یکنواخت توزیع از مستقل تصادفی عدد m ابتدا اول: گام

بنامید. W١,W٢, · · · ,Wm را آنها و کنید تولید استاندارد

به�صورت Viها ،i = ١, ٢, · · · ,m برای دوم: گام

کنید. تعریف Vi = W
{١/(i+∑m

j=m+١−i Rj)}
i

به�صورت را �Ui:m:nها ،i = ١, ٢, · · · ,m برای : سوم گام

در که کنید، تعریف Ui:m:n = ١ −
∏i

j=١ Vm+١−j

نمونۀ یک ،U١:m:n, U٢:m:n, · · · , Um:m:n حالت این

استاندارد یکنواخت توزیع از دوم نوع فزآیندۀ سانسور�شدۀ

است.

رابطۀ از را �Yi:m:nها ،i = ١, ٢, · · · ,m برای چهارم: گام

F−١(.) که آورید، دست به Yi:m:n = F−١(Ui:m:n)

رابطۀ در احتمال چگالی تابع با متناظر توزیع تابع وارون

،Y١:m:n, Y٢:m:n, · · · , Ym:m:n حالت این در است. ١)

از دوم نوع فزآیندۀ شدۀ سانسور ترتیبی آماره�های

(١٠) رابطۀ در احتمال چگالی تابع با رایلی توزیع

شدۀ تولید نمونۀ از استفاده با اکنون هستند.

،(۶) رابطه�های به�کمک و Y١:m:n, Y٢:m:n, · · · , Ym:m:n

سلسله بیزی و E-بیزی بیزی، برآوردگرهای (١٠) و (٧)

می�آیند. دست به مراتبی

میانگین سپس و می�شوند تکرار بار ١٠٠٠ چهارم تا اول گام�های

برآوردگرها دوم توان میانگین خطای جذر و برآوردگرها مقادیر

٢ و ١ جدول�های در نتایج که می�شود، محاسبه (
√
MSE)

رایلی توزیع پارامتر بیزی برآورد که است آن بیان�کنندۀ و آمده�اند

E-بیزی برآورد و مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای از

است. بهتر مراتبی سلسله بیزی برآورد از نیز تجربی

می�شود: تعریف زیر به�صورت می�شود، داده نشان

λ̂EBay =

∫
Λ

λ̂Bay(b)π١(b)db, b ∈ Λ.

λ E-بیزی برآورد ،b توزیع و (۶) رابطۀ به توجه با این بر بنا

می�آید: دست به زیر به�صورت

λ̂EBay =
١
c

∫ c

٠
λ̂Bay(b)π١(b)db (٧)

=
m+ ١

c

[
log

(
c+

m∑
i=١

(١+Ri)y
٢
i

)

− log

(
m∑
i=١

(١+Ri)y
٢
i

)]
. (٨)

λ پارامتر مراتبی سلسله بیزی برآورد ٢.٢

چگالی تابع π(θ|b) ،θ پارامتر در پارامتر ابر یک b کنید فرض

هستند، b پارامتر ابر پیشین چگالی تابع π١(b) و θ پیشین

تعریف زیر به�صورت θ مراتبی سلسله پیشین چگالی تابع آن�گاه

می�شود:

π٢(θ) =

∫
Λ

π(θ|b)π١(b)db, b ∈ Λ.

به زیر به�صورت λ مراتبی سلسله پیشین چگالی تابع این بر بنا

می�آید: دست

π٢(λ) =

∫ c

٠
π(λ|b)π١(b)db =

١
c

∫ c

٠
be−bλdb

=
١− (١+ λc)e−cλ

cλ٢ , (٩)

محاسبه زیر به�صورت λ بیزی پسین چگالی تابع نتیجه در
می�شود:

π∗∗(λ|Y) =
λm−٢ [١− (١+ λc)e−cλ

]
e−λ

∑m
i=١(١+Ri)y

٢
i∫∞

٠ λm−٢ [١− (١+ λc)e−cλ] e−λ
∑m

i=١(١+Ri)y
٢
idλ

.

(١٠)

پارامتر مراتبی سلسله بیزی برآورد (٩) رابطۀ از استفاده با اکنون
می�آید: دست به زیر به�صورت λ

λ̂HBay =Eπ∗∗(λ|Y)

=
m− ١

T (c+ T )

× (c+ T )m+١ − Tm+١ − (m+ ١)cTm

(c+ T )m − Tm −mcTm−١ , (١١)

است. T =
∑m

i=١(١+Ri)y
٢
i آن در که
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شهرستانی زاده یعقوب شهرام و شادرخ علی رایلی توزیع پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای ۵۴

است. بهتر مراتبی سلسه بیزی برآورد از نیز E-بیزی برآورد و

سپاس�گزاری

مقاله این ارزیابی به�خاطر محترم داوران و سردبیر از نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر نهایت ارزندهشان پیشنهادهای و

نتایج ۴

پارامتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای مقاله این در

دست به دوم نوع فزآیندۀ سانسور نمونه�های اساس بر رایلی توزیع

شد، داده نشان مونته�کارلو شبیه�سازی از استفاده با سپس آمد.

بهتر مراتبی سلسله بیزی و E-بیزی برآوردهای از بیزی برآورد که

c = ٢ و b = ١٫ ۵ برای دوم درجۀ زیان تابع تحت آنها
√
MSE مقدار با برآوردها میانگین .١ جدول

λ̂HBay λ̂EBay λ̂Bay طرح m n

(٢٫ ۵٧٠)۴٫ ۵۵١ (١٫ ٠٠۵)٣٫ ٢٨٠ (٠٫ ٨٨٧۴)٠٫ ٩٧۵۴ (۵, ٠, · · · , ٠) ۵ ١٠

(٢٫ ٣٧١)۴٫ ١۵٧ (٠٫ ٩۴۴٣٫(٢ ١٢۴ (٠٫ ٣١٣۶)١٫ ٨٨۶ (٢, ٣, ٠, · · · , ٠) ۵ ١٠

(٢٫ ٩۵٧٫(٢ ١١٩ (١٫ ٣٠٢)۵٫ ٠۴٢ (٠٫ ٠۴٠٫(٧٨ ٩۵٩۶ (١٠, ٠, · · · , ٠) ١٠ ٢٠

(٢٫ ٣٧۴)۶٫ ١۵٣ (١٫ ١۴٣)۴٫ ۶٠١ (٠٫ ٢٩٧۵)٢٫ ٣٨۶ (٣, ۴, ٣, ٠, · · · , ٠) ١٠ ٢٠

(۴٫ ۶٣۴)١۵٫ ٧٧ (٢٫ ١١٫(٣١٩ ٢٣ (٠٫ ١٫(٠٣٨٨ ۴٠٩ (٢٠, ٠, · · · , ٠) ٣٠ ۵٠

(٢٫ ۴٧۴)۶٫ ٢٧۵ (١٫ ١۶٧)۴٫ ۶۶٢ (٠٫ ٩۵٠١)۴٫ ٣۵٩ (١, ۴, ۵, ٠, · · · , ٠) ۴٠ ۵٠

(٢٫ ٣٧۴)٩٫ ٠٣٧ (١٫ ۴٧٫(٢٩ ٢١۶ (١٫ ٣١۴)٧٫ ٠١۶ (١, · · · , ١) ٢۵ ۵٠

(۴٫ ٨۵١(٠۵٫ ٢٢ (٢٫ ۴١٠٫(٣٨ ٩٢ (٠٫ ١٫(٠٧١٣ ٨١۴ (١۵, ١۵, ٠, · · · , ٠) ۵٠ ٨٠

c = ١٫ ۵ و b = ٠٫ ۵ برای دوم درجۀ زیان تابع تحت آنها
√
MSE مقدار با برآوردها میانگین .٢ جدول

λ̂HBay λ̂EBay λ̂Bay طرح m n

(٢٫ ٣۶٧)۴٫ ۶٠٨ (١٫ ٣٫(١٨٧٠ ۶٩٣ (٠٫ ٠٨۵٠٫(٨ ٩٧٨۴ (۵, ٠, · · · , ٠) ۵ ١٠

(٢٫ ٣٫(١٩٢ ١٣۶ (١٫ ١۴۴)٣٫ ۴٢٠ (٠٫ ٣٢۵۴)١٫ ٨۶۶ (٢, ٣, ٠, · · · , ٠) ۵ ١٠

(٢٫ ٩۴٧٫(٠ ١٣٨ (١٫ ۵٣٨۶)۵٫ ۵۵٣ (٠٫ ۴٠٫(٨٧٢ ٩۵٩۵ (١٠, ٠, · · · , ٠) ١٠ ٢٠

(٢٫ ٣۴١)۶٫ ١۶۶ (١٫ ٣٣٨)۵٫ ٠٢۶ (٠٫ ٢٩٧۵)٢٫ ٣٨۴ (٣, ۴, ٣, ٠, · · · , ٠) ١٠ ٢٠

(۴٫ ١١٫(٠٠٩ ٧۶ (٢٫ ٩٫(٢٠٠ ٠٠۴ (٠٫ ٠٢۶٠٫(٨ ٩۶٣۵ (٢٠, ٠, · · · , ٠) ٣٠ ۵٠

(٢٫ ۴۶٩)۶٫ ٢٨٧ (١٫ ٣٩٠)۵٫ ٠٩٣ (٠٫ ٩٧٢١)۴٫ ٣۵٠ (١, ۴, ۵, ٠, · · · , ٠) ۴٠ ۵٠

(٢٫ ۴٨٫(٩٧ ٩۴٨ (١٫ ۶٨۴)٧٫ ۶١٣ (١٫ ٣٧٨)۶٫ ٩۵۴ (١, · · · , ١) ٢۵ ۵٠

(۴٫ ۶١(٢٩۵٫ ۴٨ (٢٫ ۶١١٫(٨١ ٩٧ (٠٫ ٠۶۶۵)١٫ ٨٢٠ (١۵, ١۵, ٠, · · · , ٠) ۵٠ ٨٠
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