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طولی-دینامیکی داده هاي براي همبستگی انواع تجربی بیز برآوردهاي
ناهمگن مراتبی سلسله مدل هاي در

قریشی٢ سادات غزال قریشی١، کامران سید
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چکیده:
ساختار که طولی داده هاي مجموعه برازش براي مدل ها این کرد. خواهیم تعریف را دوسطحی طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل هاي ابتدا مقاله این در
روش هاي ابتدا می شود. ایجاد  است، مراتبی سلسله مدل پارامترهاي براي دینامیکی مدل یک که دوم، سطح مدل طریق از بلکه مشاهده ها طریق از نه وابستگی
ایجاد عامل که پارامتري ابر براي متناظر برآورد انواع سپس شد خواهد بحث طولی-دینامیکی دوسطحی مراتبی سلسله مدل هاي پارامترهاي ابر برآورد مختلف

آمد. خواهد واقعی داده مجموعه یک تحلیل همراه به شبیه سازي مطالعه یک ادامه در شد. خواهد ارائه است مدل این در همبستگی
واریانس. ناهمگنی دینامیکی، مدل هاي مراتبی، سلسله مدل هاي طولی، داده هاي ، انقباضی برآوردهاي اشتاین، نااریب برآورد کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

کاربرد که هستند آماري مدل هاي از بزرگ رده اي مراتبی سلسله مدل هاي
سلسله مدل یک واقع در دارند. کاربردي گوناگون زمینه هاي در وسیعی
در اطلاعات شامل آن سطح هر که است سطحی چند مدل یک مراتبی
مدل ها این در است. موردمطالعه آماري جامعه مجهول کمیت هاي خصوص
مفهوم آمار در هستند. انقباضی ساختار داراي پارامترها برآوردهاي عموماً
واقع در است. آماري استنباط در نمونه تغییرات اثر کاهش معنی به انقباضی
با خام برآوردگر یک اثر آن در که است برآوردي انقباضی برآورد یک
برآوردهاي به مربوط مطالعات اولین می یابد. بهبود  اطلاعات سایر از استفاده
انقباضی برآوردهاي از او برمی گردد. [١١] اشتاین کارهاي به انقباضی
به این ترتیب کردد. استفاده نرمال جامعه چند میانگین هم زمان برآورد براي
توزیع با مراتبی سلسله مدل هاي گسترش براي مبنایی انقباضی برآوردهاي
همواره آن ها خواص مطالعه چروکیده، برآوردهاي معرفی از پس شد. نرمال
تا کرده اند سعی مختلفی دانشمندان تاکنون است. بوده دانشمندان موردتوجه
انقباضی برآوردهاي مخاطره تابع خواص و تجربی، بیز خواص بیزي، خواص
تعریف زیر به صورت که دوسطحی نرمال همگن مراتبی سلسله مدل هاي در را

[۴ ،٣ ،٢ ،١] کنند بررسی می شود،

Yi ∼ N(θi,A) i = ١,٢, · · · ,n

θi ∼ N(µ,λ ). (١)

Yi مشاهده هاي واریانس که است آن معنی به ١ مدل در بودن همگن از منظور
میانگین همان واقع در که ،(١) مدل  در θi انقباضی برآورد است. A ثابت برابر

می شود داده زیر به صورت است، پسین چگالی

θ̂i =
λ

λ +A
Yi +

A
λ +A

µ =
λ

λ +A
Yi +(١− λ

λ +A
)µ (٢)

[٩] است زیر خواص داراي (٢) برآوردگر

میانگین چراکه است ریسک بهینه خاصیت داراي برآوردگر این الف.
است. دوم درجه ضرر تابع با ریسک تابع کننده مینیمم پسین چگالی

است. µ و Yi از محدبی ترکیب (٢) برآوردگر می بینیم که همان طور ب.
برآورد Yi و θi پیشین چگالی میانگین µ که داریم دقت اینجا در
میانگین ،(٢) رابطه در عبارتی به است. θi درستنمایی ماکسیمم
حقیقت این است. بهبودیافته Yi مشاهده توسط ،µ پیشین، چگالی
محقق(چگالی اولیه باور که است بیزي رهیافت جوهره همان واقع در
وجود به را پسین توزیع و شده روزآمد درستنمایی تابع توسط پیشین)

می آورد.
atty_ghoreishi@yahoo.com مسئول) (نویسنده قم دانشگاه آمار، ١گروه
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چگالی میانگین چراکه است انقباضی برآوردگر یک (٢) برآوردگر ج.
عوض در و تعدیل شده ،(١ − λ

λ+A ) ،١ از کمتر ضریب با پیشین
درصورتی که می شود. جبران λ

λ+A ضریب با Yi مشاهده اثر توسط
به صورت (٢) برآوردگر بگیریم نظر در صفر را پیشین توزیع میانگین

بود خواهد زیر

θ̂i =
λ

λ +A
Yi. (٣)

مشاهده ها واریانس آن ها در که ناهمگن، دوسطحی مراتبی سلسله مدل هاي
مدل ها این .[١٢ ،۶] است، بوده آمارشناسان موردتوجه نیز نبوده، ثابت

می شوند داده  زیر به صورت

Yi ∼ N(θi,Ai) i = ١,٢, · · · ,n

θi ∼ N(µ,λ ). (۴)

متفاوت یکدیگر با Aiها همه که نیست لازم (۴) مدل در که داریم توجه البته
را آن ما تا می کند کفایت باشند بقیه با متفاوت آن ها از بعضی همین که باشند،
همگن مراتبی سلسله مدل به جاي اگر بنامیم. ناهمگن مراتبی سلسله مدل یک
صورت این در دهیم قرار کار مبناي را (۴) ناهمگن مراتبی سلسله مدل ،(١)

می  آید دست به زیر به صورت تغییر اندکی با متناظر انقباضی برآوردگر

θ̂i =
λ

λ +Ai
Yi +

Ai

λ +Ai
µ =

λ
λ +Ai

Yi +(١− λ
λ +Ai

)µ (۵)

برآوردگر این خصوص در بالا در گفته شده (الف)-(ج) نکات همه بعلاوه
با مقایسه در (۵) ناهمگن انقباضی برآوردگر تفاوت تنها می کند. صدق نیز
از (۵) در کننده چروك ضرایب که است این در (٢) همگن انقباضی برآورد

می کند. تغییر (i تغییر (با دیگر جامعه زیر به جامعه اي زیر
به صورت می توان را  (۴) ناهمگن دوسطحی مراتبی سلسله مدل

Yi ∼ N(θi,Ai) i = ١,٢, · · · ,n

θi ∼ N(µi,λ ) (۶)

صورت این در نباشد. ثابت نیز مدل دوم سطح میانگین به طوري که داد توسعه
اخیر مدل که است متفاوت بسیار ازاین جهت (۶) و (۴) مدل دو از حاصل مدل
می گیرد قرار µi ابرپارامترها تعداد لحاظ از بزرگ، ابعاد با مدل هاي قالب در
لازم لذا می یابد. افزایش  نیز ابرپارامترها تعداد نمونه ها تعداد افزایش با چراکه
نماییم، استفاده ،(۶) مدل تحلیل براي مرسوم ابزار از غیر ابزاري از تا است

.[١٠ ،۵]
مدل کلی قالب سه در می توان را مراتبی سلسله مدل هاي کلی حالت در
مدل به نهایت در ،و ۴ ناهمگن، مراتبی سلسله مدل ،١ همگن، مراتبی سلسله

نمود. تقسیم ،۶ دوگانه، ناهمگن یا کامل ناهمگن مراتبی سلسله

به مناسب برازش داراي مذکور مراتبی سلسله مدل هاي اغلب عمل در
گاهی است ممکن وجود این با هستند. مدل ها این از حاصل داده ها انواع
داراي که باشند تولیدشده دوسطحی مدل هاي از که شویم روبرو داده هایی با
سلسله مدل هاي طبیعی به طور صورت این در هستند. ویژه اي وابستگی ساختار
نخواهند برخوردار داده ها این گونه تحلیل براي لازم کارایی از موجود مراتبی
در ،n بیمار، تعدادي در ،Y تومور، رشد وضعیت است ممکن به عنوان مثال بود.
آرایه اي با ما اینجا در واقع در باشند. موجود t = ١, · · · ,T مختلف زمان هاي

هستیم روبرو زیر به صورت داده ها از

Y١١ Y١٢ · · · Y١T

Y٢١ Y٢٢ · · · Y٢T

... (٧)
Yn١ Yn٢ · · · YnT .

جمع آوري زمان به ستون ها و آزمودنی ها یا افراد به ردیف ها فوق آرایه در
یکدیگر از آزمودنی ها اطلاعات داده ها این براي هرچند دارند. اشاره داده ها
مشاهده ها (فرد)، آزمودنی هر براي که است طبیعی ولی می شود فرض مستقل
بهبود وضعیت به می توان به عنوان مثال وابسته اند. یکدیگر به زمان طول در
خون، انعقاد فاز چهار شامل مراحل این که کرد اشاره دیابتی فرد n در زخم
می دهند، رخ  متفاوت زمانی مقطع چهار در که است بازسازي و تکثیر التهاب،
بیماران در زخم بهبود وضعیت فوق موارد از مرحله هر در که است واضح .[٨]
تقریباً وضعیت این که کرد فرض می توان اگرچه بود، خواهد متفاوت دیابتی

می باشد. یکسان  دیابتی افراد همه براي

را طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل داده ها نوع این تحلیل براي ما
شامل ٣ بخش پرداخت. خواهیم آن معرفی به ٢ بخش در که می کنیم پیشنهاد 
پارامترها ابر براي اشتاین نااریب و درستنمایی ماکسیمم گشتاوري، برآوردهاي
براي برآوردها انواع ۴ بخش در است. طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل در
طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل هاي در وابستگی ایجادکننده پارامتر ابر
یک براي کاربرد و شبیه سازي مطالعه یک شامل ۵ بخش شد. خواهد ارائه

است. واقعی داده مجموعه
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طولی- مراتبی سلسله مدل هاي ٢

دینامیکی
طولی- مراتبی سلسله مدل هاي بخش این در ،٧ آرایه داده هاي تحلیل براي

می شود پیشنهاد  زیر دینامیکی

Yit |θit ∼ N(θit ,Ait)

θit |z١, · · ·zt−١ ∼ N(µ +ψzt−١,λ ) (٨)
zt

iid∼ N(٠,σ ٢) i = ١, . . . ,n, t = ١, . . .T,

دو داراي (٨) مدل هستند. مدل پارامترهاي ابر ψ و σ ٢، λ ،µ آن در که
است زیر مهم ویژگی

طول در (Yit ) مشاهده ها وابستگی چراکه است طولی ساختار داراي الف.
از (آزمودنی ها) نمونه ها آن در و می شود ظاهر  (t = ١, . . .T ) زمان

می شوند. فرض  مستقل یکدیگر

برخلاف که است آن در مدل این منحصربه فرد و جذاب ویژگی ب.
در وابستگی ساختار که طولی، داده هاي تحلیل براي مرسوم مدل هاي
این در می شود، ارزیابی Yit مشاهده هاي طریق از مستقیم به طور آن ها
ما دلیل همین به می شود. تولید  θit دینامیکی ساختار اساس بر مدل
طولی-دینامیکی وابستگی ساختار با مراتبی سلسله مدل را (٨) مدل

می کنیم. نام گذاري 
می دهد نمایش  را مذکور مدل در وابستگی نحوه زیر نمودار

θi,t−١

Yi,t−١

θit

Yit

مدل هاي ساختار دینامیکی مدل هاي تحلیل خصوص در بیشتر مطالعه براي
می دهیم. ارجاع  [٧] به پیوند،

بین کوواریانس (٨) انتقال مدل تحت که کرد تحقیق می توان به راحتی
می آید دست به زیر به صورت Yit مشاهده هاي و θit

Cov(θit ,θ js) =


ψσ ٢ s = t −١, i = j

(١+ψ٢)σ ٢ s = t, i = j

٠ o.w.

(٩)

داریم نیز و

Cov(Yit ,Y js) =


ψσ ٢ s = t −١, i = j

(١+ψ٢)σ ٢ +Ait s = t, i = j

٠ o.w.

(١٠)

به زیر به صورت θi,t−١ و θit بین همبستگی ضریب ،(٩) رابطه به توجه با
می آید دست

Corr(θit ,θi,t−١) =
ψ

١+ψ٢ (١١)

در است، صعودي یکنواي تابع یک |ψ| ≤ ١ ازاي به ψ
١+ψ٢ تابع چون و

ψ برآورد ،θi,t−١ و θit بین همبستگی ضریب برآورد بودن موجود با نتیجه
می توان به راحتی  (٨) رابطه از این بر علاوه می آید. دست  به یکتا به صورت

است برقرار زیر رابطه که گرفت نتیجه

λ = (١+ψ٢)σ ٢ ⇒ λ +σ ٢ = (٢+ψ٢)σ ٢ ⇒ σ̂ ٢ =
λ̂ +σ ٢

١+ ψ̂٢ .

و λ̂ +σ ٢ برآوردهاي بودن موجود با که می دهد نشان  فوق رابطه عبارتی به
آورد. دست به را σ ٢ برآورد می توان ψ̂

در پارامترها ابر براي برآورد انواع ٣

طولی-دینامیکی مدل
دست  به زیر به صورت متناظر حاشیه مدل ،(٨) مدل از استفاده با بخش این در

می آید

Yit |θit ∼ N(θit ,Ait)

θit ∼ N(µ,λ +σ ٢) (١٢)
Cov(θit ,θ js) = ψσ ٢, i = j,s = t −١

ماتریس ،(١٢) طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل هاي در عبارتی به
بود خواهد زیر به صورت θ i = (θi١,θi٢, · · · ,θiT )

T بردار کواریانس

Σ = σ ٢



٢+ψ٢ ψ ٠ ٠ · · · ٠

ψ ٢+ψ٢ ψ ٠ · · · ٠

٠ ψ ٢+ψ٢ ψ · · · ٠
...

٠ ٠ · · · ٠ ψ ٢+ψ٢


.

Yi = بردار حاشیه توزیع که کرد تحقیق می توان به راحتی 
میانگین با T-متغیره نرمال (Yi١,Yi٢, · · · ,YiT )

T

µ = (µ,µ, · · · ,µ)T



قریشی١١۶ سادات غزال و قریشی کامران سید طولی داده هاي در دینامیکی همبستگی هاي انواع تجربی بیز برآوردهاي

کواریانس ماتریس و

Σi = [σ jk] =


ψσ ٢ |k− j|= ١

(١+ψ٢)σ ٢ +Ait k = j

٠ o.w.

و µ پارامترهاي ابر برآورد براي زیر تجربی بیز روش هاي از بنابراین است.
برآوردهاي که داریم دقت البته کرد. خواهیم استفاده γ := (١ +ψ٢)σ ٢

می آیند. دست  به t = ١, · · · ,T متفاوت زمانی مقاطع در مذکور

می شوند داده زیر به صورت که µ و γ گشتاوري برآوردهاي .١

γ̂(t)MM =

∑n
i=١

(
(Yit − µ̂(t))٢ −Ait

)
n


+

, t = ١, . . . ,T,

µ̂(t) =
١
n

n

∑
i=١

Yit .

با بود خواهد برابر حاصل گشتاوري انقباضی برآورد نتیجه در و

θ̂ MM
it =

γ̂(t)MM

γ̂(t)MM +Ait

Yit +
Ait

γ̂(t)MM +Ait

µ̂(t). (١٣)

دست به زیر رابطه حل از که µ و γ درستنمایی ماکسیمم برآوردهاي .٢

می آیند

min
γ,µ

n

∑
i=١

{
lnΣi +(Yi −µ)T Σ−١

i (Y′
i −µ)

}
,

خواهد برابر متناظر درستنمایی ماکسیمم انقباضی برآورد نتیجه در و
با بود

θ̂ ML
it =

γ̂(t)ML

γ̂(t)ML +Ait

Yit +
Ait

γ̂(t)ML +Ait

µ̂(t). (١۴)

توان ضرر تابع تحت ،µ و γ به مربوط SURE اشتاین، نااریب برآورد .٣

دوم

lt(θ t , θ̂ t) =
١
n

n

∑
i=١

(θit − θ̂it)
٢,

برابر متناظر مخاطره تابع و ،θ t = (θ١t ,θ٢t , . . . ,θnt)
⊤ آن در که

با است

Rt(θ t , θ̂ t) = E(lt(θ t , θ̂ t)).

برابر فوق مخاطره تابع نااریب برآورد که کرد تحقیق به راحتی می توان
با است

SUREt(γ,µ) =
T

∑
t=١

(
A٢

it
(γ +Ait)٣ (Yit −µ)٢ −

A٢
it

(γ +Ait)٢

)
.

ابر به نسبت فوق تابع کردن مینیمم با ،µ و γ مربوط SURE برآورد
[١٢ ،۶] آمد، خواهند دست به زیر به صورت مذکور پارامترهاي

argmin
γ>٠,µ

SUREt(γ,µ).

با بود خواهد برابر متناظر انقباضی کننده برآورد نتیجه در

θ̂ SURE
it =

γ̂(t)SURE

γ̂(t)SURE +Ait

Yit +
Ait

γ̂(t)SURE +Ait

µ̂(t)
SURE . (١۵)

مختلف) زمان هاي مکانی(در برآوردهاي (١۵-١٣) روابط در که داریم دقت
از مذکور روابط در می توان البته  شده اند. جایگزین و محاسبه پارامترها ابر
استفاده نیز می شوند تعریف  زیر به صورت که پارامترها ابر سراسر برآوردهاي

نمود

γ̂ =
١
T

T

∑
t=١

γ̂(t), µ̂ =
١
T

T

∑
t=١

µ̂(t).

مدل در ψ وابستگی پارامتر برآورد ۴

طولی-دینامیکی
همبستگی پارامترهاي برآورد انواع داده ها، بین همبستگی ساختار به توجه با

می گردد پیشنهاد  زیر به صورت (١٠) و (٩) روابط به توجه با ψ

داده ها بر مبتنی گشتاوري همبستگی برآورد .١

R١ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(Yit − µ̂(MM)

t )(Yi,t−١ − µ̂(MM)
t−١ )

∑T
t=١

[
∑n

i=١(Yit − µ̂(MM)
t )٢ −Ait

]
+

.

انقباضی برآوردهاي بر مبتنی گشتاوري همبستگی برآورد .٢

R٢ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(θ̂it − µ̂(MM)

t )(θ̂i,t−١ − µ̂(MM)
t−١ )

∑T
t=١ ∑n

i=١(θ̂it − µ̂(MM)
t )٢

.

داده ها بر مبتنی درستنمایی ماکسیمم همبستگی برآورد .٣

R٣ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(Yit − µ̂(ML)

t )(Yi,t−١ − µ̂(ML)
t−١ )

∑T
t=١

[
∑n

i=١(Yit − µ̂(ML)
t )٢ −Ait

]
+

.

انقباضی برآوردهاي بر مبتنی درستنمایی ماکسیمم همبستگی برآورد .۴

R۴ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(θ̂it − µ̂(ML)

t )(θ̂i,t−١ − µ̂(ML)
t−١ )

∑T
t=١ ∑n

i=١(θ̂it − µ̂(ML)
t )٢

.

داده ها بر مبتنی SURE همبستگی برآورد .۵

R۵ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(Yit − µ̂(SURE)

t )(Yi,t−١ − µ̂(SURE)
t−١ )

∑T
t=١

[
∑n

i=١(Yit − µ̂(SURE)
t )٢ −Ait

]
+

.
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انقباضی برآوردهاي بر مبتنی SURE همبستگی برآورد .۶

R۶ =
∑T

t=١ ∑n
i=١(θ̂it − µ̂(SURE)

t )(θ̂i,t−١ − µ̂(SURE)
t−١ )

∑T
t=١ ∑n

i=١(θ̂it − µ̂(SURE)
t )٢

.

رابطه از استفاده با و ،R۶ و ،R۵ ،R۴ ،R٣ ،R٢ ،R١ داده شده همبستگی هاي براي
با بود خواهد برابر متناظر ψ همبستگی پارامتر برآورد (١١)

ψ̂ j =


١−
√

١−R٢
j

٢R j
R j ̸= ٠

٠ R j = ٠.
(١۶)

کاربرد و شبیه سازي ۵

شبیه سازي ١ .۵
نااریب برآورد عملکرد شبیه سازي شده مطالعه یک با بخش زیر این در
موردمطالعه درستنمایی ماکسیمم و گشتاوري برآوردهاي نسبت را اشتاین
کننده، برآورد هر متناظر ریسک از منظور این براي می دهیم. قرار 
M = برابر را تکرار تعداد اینجا در کرد. خواهیم استفاده ،limn→∞ R(θ , θ̂)

حالت دو تحت ١۵٠ و ٣٠ نمونه حجم دو براي را شبیه سازي مطالعه و ١٠٠٠٠

می گیریم نظر  در زیر
اول: حالت .١

Ait ∼U(٠٫١,١), zit ∼ N(٠,٠٫۵).

دوم: حالت .٢

Ait ∼U(٠٫١,١),

zit ∼
١
٢

I{−٠٫۵}(zit)+
١
٢

I{٠٫۵}(zit),

را طولی-دینامیکی مدل همچنین است. نشانگر تابع IA(x) آن ها در که
می گیریم نظر در زیر به صورت

Yit ∼ N(θit ,Ait),

θit ∼ N(٠,٠٫۵), i = ١, · · · ,n, t = ١,٢,٣.

θit = ψzi,t−١ + zit ,

در نتایج می دهیم. انجام ψ براي −٠٫۵ و ٠٫۵ مقدار دو فرض با را شبیه سازي
نااریب برآوردهاي که کرد مشاهده می توان به وضوح  است. آمده (١) جدول
بهتري عملکرد درستنمایی ماکسیمم و گشتاوري برآوردهاي به نسبت اشتاین

دارند.

دانشجویان عملکرد داده هاي ٢ .۵
پسر به دختر ممتاز دانشجویان بخت هاي نسبت لگاریتم (٢) جدول داده هاي
دانشگاه در متوالی تحصیلی سال نیم دو در آن ها واریانس هاي همراه که است

بود زیر به صورت اعداد این محاسباتی فرمول است. به دست آمده قم

Yit = log
(n١١ +٠٫۵)(n٢٢ +٠٫۵)
(n١٢ +٠٫۵)(n٢١ +٠٫۵)

Ait =
١

n١١ +٠٫۵
+

١
n٢٢ +٠٫۵

+
١

n١٢ +٠٫۵
+

١
n٢١ +٠٫۵

T = ٢ تحصیلی نیمسال دو در و متفاوت تحصیلی رشته n = ٢۴ براي که
عملکرد بین همبستگی میزان یافتن هدف اینجا در است. به دست آمده متوالی
با بود. متوالی نیمسال دو در پسر دانشجویان با مقایسه در دختر دانشجویان
شامل تحلیل نتایج (٨) ناهمگن طولی-دینامیکی مراتبی سلسله مدل برازش
همبستگی، ضریب برآورد همچنین و متناظر استاندارد انحراف و ψ برآورد

است آمده زیر جدول در ،�

روش ψ̂ S.E. R

گشتاوري ٠٫٨١٧ ٠٫٠٩ ٠٫۴٩

درستنمایی ماکسیمم ٠٫٧٢٣ ٠٫٠٧ ٠٫۴٧

SURE ٠٫۶۶٧ ٠٫٠۵ ٠٫۴۶

اشتاین برآوردهاي این که گرفتن نظیر در با که می دهد نشان  به وضوح نتایج
درستنمایی ماکسیمم و گشتاوري روش به نسبت بهتري برازش داراي نااریب
٠٫۶۶٧ به اندازه همبستگی تحصیلی نیمسال دو داده هاي بین نتیجه در هستند

دارد. وجود
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شبیه سازي در مختلف حالت هاي براي ψ برآورد و مخاطره تابع :١ جدول

ψ = ٠٫۵٠ ψ =−٠٫۵٠

ψ̂ R(θ , θ̂) ψ̂ R(θ , θ̂) روش حالت تعداد
٠٫۴٧٨٨ ٣٫۵٨۶١ −٠٫۴٨٣٧ ٣٫۵٨٩٣ R١

٠٫۵٢١٠ ٣٫۵٩۵١ −٠٫۵١۴۴ ٣٫۵٠۵٢ R٢

٠٫۵١٢١ ٣٫۶٠٢۶ −٠٫۵١۴۴ ٣٫۵٩٩٢ R٣ I

٠٫۵١۴۶ ٣٫۶٠٢٧ −٠٫۵١٩۴ ٣٫۶٠٣۵ R۴

٠٫۵٠۵٨ ٢٫۶٠٢۶ −٠٫۵٠۴۴ ٢٫۵٩١٢ R۵

٠٫۵٠۴۶ ٢٫۶٠٢٧ −٠٫۵٠۶۴ ٢٫۶۴٣٠ R۶ n = ٣٠

٠٫۴٧٨٧ ۴٫۶١٢٠ −٠٫۴٨٨۴ ۴٫۵٩٨۴ R١

٠٫۴٨٨٣ ۴٫۶١٧٧ −٠٫۵٢٣٨ ۴٫۶٠٢٣ R٢

٠٫۵٢٨٠ ٣٫۶١٩٧ −٠٫۵١٨٨ ٣٫۶٣۶١ R٣ II

٠٫۵٢۵٢ ٣٫۶١۶١ −٠٫۵٢٣٣ ٣٫۶٢٩٢ R۴

٠٫۴٩٨٠ ٣٫۶١٩٧ −٠٫۵٠۵٨ ٣٫۶١١١ R۵

٠٫۴٩۵٢ ٣٫۶١۶١ −٠٫۵٠۵٣ ٣٫۶٠٩٢ R۶

٠٫۵٠٨٨ ١٫۶٢۶١ −٠٫۴٩١٧ ١٫۵٨٩٣ R١

٠٫۵٠٩٠ ١٫۶٣۵١ −٠٫۴٩٠۴ ١٫۵٩۵٢ R٢

٠٫۴٩٢١ ١٫۶١٢۶ −٠٫۵٠٧۴ ١٫۵٩٩٢ R٣ I

٠٫۴٩۴۶ ١٫۶٠٩٧ −٠٫۵٠٨۴ ١٫۶١١۵ R۴

٠٫۵٠٢١ ١۶٠٢۶ −٠٫۵٠١۴ ١٫۵٩٩٢ R۵

١٫۵٠١۶ ١٫۶٠٢٢ −٠٫۵٠١٧ ١٫۶٠۵۵ R۶ n = ١۵٠

٠٫۵٠۴١ ١٫٧١٢٠ −٠٫۴٩٨۴ ١٫۵٩٨۴ R١

٠٫۵٠۵٠ ١٫٧١٧٧ −٠٫۵٠٣٨ ١٫۵٩٢٣ R٢

٠٫۴٩٨٠ ١٫٧١٩٧ −٠٫۵٠٢٨ ١٫۶٢۶١ R٣ II

٠٫۴٩٨۵ ١٫٧١۶١ −٠٫۵٠٣٣ ١٫۶٣٩٢ R۴

٠٫۴٩٩٢ ١٫۵١٩٧ −٠٫۵٠٠٨ ١٫٣١٧١ R۵

٠٫۴٩٩١ ١٫۵١۶١ −٠٫۵٠١٣ ١٫٣١٩٢ R۶
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آن ها واریانس  با همراه پسر به دختر ممتاز دانشجویان بخت هاي نسبت لگاریتم :٢ جدول

دوم نیمسال اول نیمسال

Ai٢ Yi٢ Ai١ Yi١ تحصیلی رشته
٠٫٠۵٣ −٠٫٢٢ ٠٫٠۶٩ ٠٫٠٧۴ آمار
٠٫٠٣٧ ٠٫١۵۵ ٠٫٠۴١ ١٫٢٣١ حقوق
٠٫٠۴۴ ٠٫٨٧۵ ٠٫٠۵۴ ١٫٠٧٧ ریاضی
٠٫٠٣١ −٠٫١٩٢ ٠٫٠۶٢ −٠٫٨۶۴ انگلیسی
٠٫٠۴٨ −١٫۶٢٢ ٠٫٠٣٢ −٠٫۶٩۵ عربی
٠٫٠۴٩ ٠٫٣٨۴ ٠٫٠۶ ٠٫٧۶١ فارسی
٠٫٠۶۶ −٠٫٠٨٨ ٠٫٠٣٧ ٠٫۴٠٣ زیست شناسی
٠٫٠۵۴ −٠٫١٧٣ ٠٫٠۴۴ ٠٫٠٣ شیمی
٠٫٠۶٣ −٠٫١٠۴ ٠٫٠۶٢ ٠٫٢٩٣ شناسی دانش و اطلاعات علم
٠٫٠۴٨ −٠٫٢٧۵ ٠٫٠٣۴ −٠٫٧٩٨ اقتصادي علوم
٠٫٠٣۴ −٠٫۵۵٣ ٠٫٠۴ −٠٫٨۶٩ تربیتی علوم
٠٫٠۴۴ ٠٫٧٢۴ ٠٫٠۶١ ٠٫۵٢٩ قرآن علوم
٠٫٠۵٣ −٠٫۵۵٢ ٠٫٠۵٨ ٠٫٠٨٨ کامپیوتر علوم
٠٫٠٣٢ ٠٫٠٨٣ ٠٫٠۵٩ ٠٫۴٧٨ فقه
٠٫٠۴٩ ٠٫۶٨٧ ٠٫٠۶۵ ٠٫۶٢٣ فلسفه
٠٫٠۶٣ −٠٫٢٠٢ ٠٫٠۴۶ −٠٫۵٠١ فیزیک
٠٫٠٣۶ ١٫١٨۵ ٠٫٠۵٨ ١٫١۴٩ بازرگانی مدیریت
٠٫٠۴٧ −٠٫٠۵١ ٠٫٠۶٢ −٠٫٧٠٢ صنعتی مدیریت
٠٫٠۵٣ −٠٫۶٠٢ ٠٫٠۴۶ −٠٫١٢۴ معماري
٠٫٠۵٧ ١٫٩١٨ ٠٫٠۴٣ ٢٫١٨۵ برق
٠٫٠۴٧ ٠٫۵٨۴ ٠٫٠٣۶ ١٫۵٨۴ صنایع

٠٫٠۴٧۴ −٠٫٣٩٣ ٠٫٠۴٢ −٠٫٨٧١ عمران
٠٫٠۵۵ −٠٫٢٢٩ ٠٫٠۶١ ٠٫١۵٣ کامپیوتر
٠٫٠۶۵ ٠٫٢٧٧ ٠٫٠۵ −٠٫۵٨٢ مکانیک
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