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چکیده:
در را مشکلاتی مسئله این است. قرارگرفته موردتوجه کمتر آن ها بین ترتیب وجود امکان تصادفی، عناصر در وابستگی تبیین جهت گرفته صورت مطالعات در
در دلیل همین به دهد. کاهش را آن ها از برخی می تواند مشبکه اي فضاهاي از استفاده که نموده ایجاد وابسته تصادفی عناصر شدن کاربردي و گسترش مسیر
باناخ مشبکه اي فضاي در تعریف شده ترتیب از استفاده با سپس و کرده معرفی را آن ها ویژگی هاي برخی و باناخ مشبکه اي تصادفی عناصر ابتدا رو پیش مطالعه
منفی وابسته مقدار باناخ مشبکه اي تصادفی عناصر از دنباله اي براي را حدي قواعد برخی پایان در پرداخته ایم. ترتیبی منفی وابستگی سازي مشخصه و معرفی به

داده ایم. نشان شبیه سازي شده مشبکه اي تصادفی عناصر از استفاده با را نتایج و داده قرار موردبررسی ترتیبی
ترتیبی. منفی وابستگی باناخ، مشبکه اي مشبکه اي، نرم برداري، مشبکه اي مرتب، مجموعه کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

ذخیره و جمع آوري براي کلانی سرمایه گذاري هاي فناوري، و علم پیشرفت با
طراحی شده داده ها براي مختلفی مخازن آن، به واسطه و انجام اطلاعات
علوم در پیشرفت با .(... و داده انبار داده، پایگاه گسترده، (صفحه است
با و نبوده اصلی مسئله دیگر داده ها سازمان دهی و جمع آوري کامپیوتر،
آن ها باید که می شوند روبرو داده هایی سونامی با سازمان ها زمان، گذشت
شعب اطلاعات تحلیل کنند. تبدیل سازنده علوم به و کرده تجزیه وتحلیل را
اوراق بورس هاي در مالی معاملات بانک، زنجیره اي، فروشگاه هاي مختلف
یا مخابراتی فضاهاي اجتماعی، شبکه هاي در شده ردوبدل اطلاعات بهادار،
نمونه هاي تنها و... فضایی تلسکوپ هاي از دریافتی روزانه اطلاعات اینترنتی،
می شویم غرق اطلاعات در داریم ما ” [٧] گفته به هستند. مسائل قبیل این از
موردتوجه اخیراً که داده ها این گونه مطالعه در .” هستیم علم تشنه همچنان اما

از: عبارت اند که دارد وجود مؤثر مؤلفه سه قرارگرفته، بسیاري محققین

ماتریس،تنسور، چند یا یک در است ممکن داده ها داده؛ حجم الف-
شرایط این در شوند، ذخیره ... و بالا ابعاد با داده انبار داده، پایگاه
ممکن موردبررسی فضاي مختلف زیرمجموعه هاي تجزیه وتحلیل

باشد. وقت گیر بسیار است

ویژگی ها به طورکلی داده؛ انبار در ویژگی ها (تنوع) پراکندگی ب-
مانند باشد داشته مختلفی ساختار هاي می تواند داده انبار یک در

شکل زمانی، سري ایمیل، پیام جمله، تصویر، هندسی، شکل بردار،
غیره. و نمودار مولکولی،

نامتناهی بعد داراي است ممکن موردبررسی ویژگی هاي از برخی ج-
در جریانی. داده هاي یا زمانی سري تصادفی، فرآیند یک مانند باشند

نباشد. معتبر است ممکن اندازه پذیري شرایط حالت، این

پایگاه جریانی، داده تصادفی، فرآیند داده، مخزن یک ویژگی هاي مطالعه
ممکن (که تابعی فضا هاي در تصادفی عناصر به عنوان ... و داده انبار داده،
کند. کمک داده هایی چنین تجزیه وتحلیل به می تواند باشند) نیز وابسته است
که تصادفی عناصر به تصادفی متغیرهاي گسترش ذکرشده، موارد اساس بر
(عناصر می گیرند باناخ فضاي به ویژه متریک فضاي یک در را خود مقادیر
زیادي مطالعات در که آن ها براي حدي قوانین بررسی و مقدار) باناخ تصادفی
در شاخه ها مهم ترین از یکی است، بوده موردتوجه [١ ،١۴ ،۴] جمله از
نرم از استفاده با محققین معمولاً می باشد. آمار و احتمال علوم رشد مسیر
و کرده تبدیل تصادفی متغیرهاي به را تصادفی عناصر خطی، تابعک هاي یا
برخی بررسی و تعریف به ایجادشده، ضعیف توپولوژیک فضاي این در سپس

می پردازند تصادفی عناصر ویژگی هاي
موضوع بردارها اعداد، به جاي باناخ، فضاهاي جمله از برداري فضاهاي در
اهمیت داراي متریک فضاهاي در تصادفی عناصر دلیل این به می باشند. مطالعه
آمار متخصصین از رشته ها سایر مطالبات جمله از آن ها گسترش و بوده فراوان
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نیلی ثانی۶٢ حمیدرضا و جعفري مهدي وابسته مشبکه اي تصادفی عناصر

در محاسبات پیچیدگی و باناخ فضاهاي ساختار وجود این با می باشد. احتمال و
تصادفی عناصر با مرتبط نتایج و مفاهیم گسترش که گردید موجب فضا این
و پذیرد صورت به کندي فضاها این در وابسته) تصادفی عناصر (مخصوصاً
همین به باشد. موجود زمینه این در [١٢] و [٩] مانند مطالعه محدودي تعداد
را اضافی شرایط برخی نتایج، بسط به منظور محققین موارد پاره اي در دلیل

می گیرند. نظر در فضاها این براي
از استفاده و متریک فضاهاي در ترتیب یک گرفتن نظر در با بنابراین
پیچیدگی هاي و دشواري کاهش با است امید آن ها به جاي مشبکه اي فضاهاي
مسائل در تصادفی عناصر با مرتبط مفاهیم از استفاده امکان محاسبات،

شود. فراهم بیش ازپیش نیز کاربردي
مرتب متریک فضاهاي خصوص در مقدماتی تعاریف بیان از پس ادامه در
عناصر و باناخ مشبکه اي تصادفی عناصر معرفی ضمن آن، با مرتبط مفاهیم و
خواهیم آن ها سازي مشخصه به ترتیبی، منفی وابسته باناخ مشبکه اي تصادفی

پرداخت.

کلیات ٢

می تواند F) F میدان روي خطی) فضاي (یا برداري فضاي یک .٢. ١ تعریف
می گویند)، اسکالر عناصرش به و باشد مختلط یا حقیقی اعداد مجموعه
می گویند) بردار عناصرش به (که X ناتهی مجموعه یک از است عبارت

و برداري) جمع به (موسوم + :

 X ×X → X

(x,y)→ x+ y
نگاشت دو با همراه

اسکالر مقادیر براي که اسکالر) ضرب به (موسوم . :

 F ×X → X

(α,x)→ α.x

کنند: صدق زیر شرایط در x,y,z ∈ X بردارهاي و a,b,c ∈ F

.x+(y+ z) = (x+ y)+ z ،x+ y = y+ x �
،x ∈ X مقدار هر براي که به گونه اي دارد وجود X در ٠ مانند عضوي �
هر براي همچنین می نامیم. برداري صفر را عضو این .x+ ٠ = x

که به گونه اي موجوداست −x ∈ X منحصربه فرد بردار ،x ∈ X بردار
میگوییم. x بردار قرینه عنصر این به .x+(−x) = ٠

a.(b.X) = (ab).x ،(a+b).x= a.x+b.y ،a.(x+y) = a.x+a.y �
،x ∈ X مقدار هر براي که به گونه اي دارد وجود X در ١ مانند عضوي �

.١.x = x

نگاشت باشد، F میدان روي برداري فضاي یک X کنید فرض .٢. ٢ تعریف

a∈F و x,y∈X هر براي هرگاه می نامیم X روي نرم را ∥.∥ :

 X → F

x →∥x∥
باشیم: داشته

∥αx∥= |α|∥x∥ ،∥x∥= ٠ ⇔ x = ٠ ،∥x∥ ≥ ٠ �

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥ �

با را آن و نامیده دار نرم فضاي یک را ∥.∥ نگاشت با همراه X برداري فضاي
می دهیم. نشان X همان به اختصار یا (X ,∥.∥) نماد

براي هرگاه نامیم کوشی را X نرمدار برداري فضاي در {xn,n ≥ ١} دنباله
که به گونه اي باشد موجود N مانند طبیعی عدد یک ،ε > ٠ دلخواه مقدار هر

.∥xm − xn∥< ε ،n,m ≥ N هر براي

دنباله هر هرگاه گوییم کامل را (X ,∥.∥) دار نرم برداري فضاي .٢. ٣ تعریف
باشد. همگرا فضا همان در عنصري به فضا این در کوشی

فضاي می نامیم. باناخ فضاي را کامل دار نرم برداري فضاي هر .۴ .٢ تعریف
پذیر شمارش زیرمجموعه یک حداقل شامل اگر گوییم تفکیک پذیر٣ را باناخ

باشد. چگال

باناخ فضاي یک (X ,∥.∥) و احتمال فضاي یک (Ω,Λ,P) اگر .۵ .٢ تعریف
می نامیم. تصادفی۴ عنصر یک را V : Ω → X برل اندازه پذیر تابع هر باشد،

گوییم مرتب۵ مجموعه یک را ⩽ رابطه با M ناتهی مجموعه .۶ .٢ تعریف
: باشیم داشته x,y,z ∈ M هر براي هرگاه

،x ≤ x �

،x = y آنگاه y ≤ x و x ≤ y اگر �

.x ≤ z آنگاه y ≤ z و x ≤ y اگر �

ترتیب رابطه با (R) حقیقی اعداد میدان روي E برداري فضاي .٢. ٧ تعریف
مقادیر ،x,y ∈ E عنصر دو هر براي هرگاه نامیم برداري۶ مشبکه اي یک را ≤
x,y,z ∈ E براي و بوده موجود E در x∧y = inf(x,y) و x∨y = sup(x,y)

باشیم: داشته t ∈ R+ و

،x+ z ≤ y+ z آنگاه x ≤ y اگر �

.٠ ≤ tx آنگاه ٠ ≤ x اگر �

اما x ≤ y اگر تنها و اگر x < y ،x,y ∈ E عنصر دو هر براي .٢. ٨ تذکر
.y ̸≤ x
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را E+ = {x ∈ E; ٠ ≤ x} آنگاه باشد برداري مشبکه اي یک E اگر
،|x|= x+∨x−می کنیم تعریف x ∈ E هر براي و می گوییم E مثبت مخروط

.x+ = x∨٠ و x− = (−x)∨٠

براي که می باشند قابل اثبات زیر ویژگی هاي ،E برداري مشبکه اي براي
[۶] از ١. ١. ١ قضیه یا [١١] از ٢.١.II II.١.١و نتایج به می توان بیشتر جزئیات

نمود. مراجعه

a ∈ R و x,y,z ∈ E هر براي باشد، برداري مشبکه اي یک E اگر .٢. ٩ لم
داریم:

،x+ y = (x∨ y)+(x∧ y) ,x∨ y =−((−x)∧ (−y)) -١

,(x∨ y)+ z = (x+ z)∨ (y+ z) -٢
،(x∧ y)+ z = (x+ z)∧ (y+ z)

،x = x+− x− -٣

،|x|= x++ x−, |ax|= |a| |x| ,∥|x|∥= ∥x∥ -۴

،|x− y|= (x∨ y)− (x∧ y), |x+ y| ≤ |x|+ |y| -۵

.y− ≤ x+ و x+ ≤ y+ آنگاه x ≤ y اگر -۶

می گویند مشبکه اي نرم را E برداري مشبکه اي روي ∥.∥ نرم .٢. ١٠ تعریف
.∥x∥ ≤ ∥y∥ دهد نتیجه |x| ≤ |y| ،x,y ∈ E هر براي هرگاه

برداري فضاي (یک حقیقی باناخ فضاي یک (E,∥.∥) اگر .٢. ١١ تعریف
مشبکه اي یک (E,≤) به باشد، آن روي ترتیب رابطه یک ≤ و دار) نرم کامل

می باشد. مشبکه اي نرم ،∥.∥ حالت این در می گوییم. باناخ

را (G,≤) باناخ مشبکه اي به (E,≤) باناخ مشبکه اي از h تابع .٢. ١٢ تعریف
داشته ،x ≤ y که x,y ∈ E مقدار دو هر براي هرگاه، نامیم (نزولی) صعودي

.(h(y)≤ h(x) ) h(x)≤ h(y) باشیم

و صعودي اکیداً تابع شود استفاده < از ≤ به جاي اگر فوق روابط در
می شوند. حاصل نزولی ً اکیدا

برداري مشبکه اي هاي از نمونه چند بیان به قسمت این در .٢. ١٣ مثال
گسترده کاربرد شهودي، دیدگاه یک آوردن دست به ضمن تا می پردازیم

شویم: یادآور نیز را آن ها

کوچک تري) عمل همراه به حقیقی اعداد (مجموعه (R,≤) می دانیم الف-
Rm ،m مثبت و متناهی مقدار یک براي می باشد. باناخ مشبکه اي یک
x,y ∈ Rm مقدار دو هر براي را ≤ متعارف ترتیب و گرفته نظر در را
مقدار هر براي اگر تنها و اگر x ≤ y که می کنیم تعریف این گونه به
iام درایه عنصر نشان دهنده x(i) آن در که x(i)≤ y(i) ،i = ١, ...,m

(Rm,≤) که است واضح ترتیب نوع این گرفتن نظر در با می باشد. x

می باشد. باناخ مشبکه اي یک

ترتیب مجدد و باشد f : Rm →R توابع تمام مجموعه ، f m کنید فرض ب-
که کنیم تعریف صورت این به f ,g ∈ f m توابع براي را ≤ متعارف
این در . f (t)≤ g(t) ،t ∈ Rm مقدار هر براي اگر تنها و اگر ، f ≤ g

می باشد. برداري مشبکه اي یک ( f m,≤) که است واضح نیز حالت

تعداد کلی حالت واقع در دارند تئوري ظاهري که بیان شده، مثال هاي
مورداستفاده به دفعات است ممکن که می باشند طبیعی پدیده هاي از زیادي
دیدگاه بخواهیم سؤالی پنج پرسشنامه یک با ما اگر به عنوان مثال بوده اند. ما
در مقادیري اولیه حالت در پاسخ ها بسنجیم، را موضوعی خصوص در افراد
یک با واقع در کنیم استفاده پاسخ ها وزنی میانگین از اگر حال و می باشند R۵

در فراوانی به مثال ها دست این از کرده ایم. منتقل R به R۵ از را مقادیر تابع،
مشبکه اي هاي از دیگر نمونه یک ادامه در می شود. یافت افراد روزمره زندگی

می کنیم. بیان می باشد، متنوع تري و بیشتر ابعاد داري که را باناخ

(آخرین را خود مشتریان اطلاعات بانک یک مختلف شعب .١۴ .٢ مثال
انجام زمان و مکان روزانه، مالی گردش میزان مختلف، حساب هاي موجودي
بعدي m آرایه یک در (... و تحصیلی مدرك مشتري، جنسیت گردش ها،
طول هاي با ابعاد داراي آرایه این که است مشخص کاملاً می نمایند. ذخیره
گوناگون اندازه گیري مقیاس هاي داراي بعد، هر درون اطلاعات و بوده نابرابر
حساب هاي موجودي آخرین می دانیم می باشد. نسبتی) تا اسمی مقیاس (از
مشتري حساب هاي تعداد اساس بر و می شود ذخیره آرایه اول بعد در مختلف
بانک، مدیریت براي باشد. یک مساوي بزرگ تر طولی داراي می تواند
روي عناصر مجموع لذا و بوده مهم بسیار مشتري موجودي آخرین مجموع

بود. خواهد آرایه ها این مقایسه ملاك اول، بعد
متناهی آرایه هاي تمام شامل برداري فضاي E می کنیم فرض مثال، ادامه در
مناسبی به صورت اسکالر ضرب و برداري جمع که بوده بعد نامتناهی و بعد
اقلیدسی). نرم همراه به معمولی ضرب و جمع (مثلاً شود تعریف آن ها براي
≤ رابطه باشد، A i′ام بعد عناصر مجموع نشان دهنده Si(A) و A,B ∈ E اگر

می کنیم. تعریف زیر به صورت را فضا این روي

A ≤ B ⇔ S١(A)≤ S١(B).

مشبکه اي از نمونه یک به عنوان می توان را (E,≤) ذکرشده، موارد به توجه با
گرفت. نظر در برداري
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مشبکه اي تصادفی عناصر ٣

مشبکه اي یک (E,≤) و احتمال فضاي یک (Ω,Λ,P) اگر .٣. ١ تعریف
تصادفی عنصر یک را V : Ω → E برل اندازه پذیر تابع هر باشد، باناخ

می نامیم. مشبکه اي

برل اندازه پذیر تابع یک T و مشبکه اي تصادفی عنصر یک V اگر .٣. ٢ لم
عنصر یک ،T (V )≡ ToV آنگاه باشد، (G,≤) باناخ مشبکه اي به (E,≤) از

می باشد. (G,≤) روي مشبکه اي تصادفی

B(G) و B(E) با ترتیب به G و E برل فیلدهاي سیگما کنید فرض اثبات.
پس می باشد برل اندازه پذیر تابع یک T چون .β ∈ B(G) و شود داده نمایش

داریم، حال .T−١(β ) ∈ B(E)

(ToV )−١(β ) =V−١ (T−١(β )
)
∈ Λ.

کامل اثبات و می باشد G به Ω از اندازه پذیر تابع یک T (V ) ≡ ToV پس
می شود.

E باناخ فضاي نرم ∥.∥ و مشبکه اي تصادفی عنصر یک V اگر .٣. ٣ نتیجه
می باشد. تصادفی متغیر یک ،∥V∥ آنگاه باشد

(E,≤) باناخ مشبکه اي از (نزولی) صعودي تابع یک h تابع اگر .۴ .٣ گزارة
مشبکه اي روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک V و (G,≤) باناخ مشبکه اي به
h−١(y) = ) h−١(y) = sup{v ∈ E;h(v) ≤ y} و y ∈ G ،(E,≤) باناخ

.P(h(V )≤ y) = P(V ≤ h−١(y)) آنگاه باشد، (inf{v ∈ E;h(v)≤ y}

اثبات.

P(h(V )≤ y) = P{ω ∈ Ω;h(V (ω))≤ y}=

P
{

ω ∈ Ω;V (ω)≤ h−١(y)
}
= P(V ≤ h−١(y)).

روي مشبکه اي تصادفی عناصر از دنباله یک {Vn,n ≥ ١} اگر .۵ .٣ لم
Vn(ω)→V (ω) ،ω ∈Ω هر براي که به گونه اي باشد (E,≤)باناخ مشبکه اي
روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک V آنگاه (∥Vn(ω)−V (ω)∥ → ٠ )

می باشد. (E,≤) باناخ مشبکه اي

.V−١(C) ∈ Λ ،C ∈ E بسته مجموعه هر براي دهیم نشان است کافی اثبات.
نظر در را Ck =

⋃
x∈C

{
y ∈ E;∥x− y∥< ١

k
} ،k مثبت و صحیح عدد هر براي

داریم و است باز مجموعه یک Ck که است واضح می گیریم.

V−١(C) =
∞⋃

k=١

∞⋂
n=١

∞⋃
m=n

V ١
m(Ck). (١)

باناخ مشبکه اي روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک Vm ،m هر براي ازآنجاکه
نتیجه در و V−١

m (Ck) ∈ Λ بنابراین باز، مجموعه اي نیز Ck و می باشد (E,≤)

.V−١(C) ∈ Λ ،(١) به توجه با

(E,≤) باناخ مشبکه اي روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک V اگر .۶ .٣ لم
روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک AV آنگاه باشد تصادفی متغیر یک A و

می باشد. (E,≤) باناخ مشبکه اي

مقدار شمارا تصادفی متغیرهاي از دنباله اي {An,n ≥ ١} کنید فرض اثبات.
،ω ∈ Ω هر براي یعنی هستند همگرا A به نقطه به نقطه به صورت که می باشد
براي باناخ، فضاي در اسکالر ضرب بودن پیوسته به توجه با .An(ω)→ A(ω)

باناخ مشبکه اي روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک AnV ،n ≥ ١ مقدار هر
و می باشد همگرا AV به نقطه به نقطه به صورت AnV بنابراین می باشد. (E,≤)

(E,≤) باناخ مشبکه اي روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک AV ،۵ .٣ لم طبق
می باشد.

وابسته مشبکه اي تصادفی عناصر ۴

هستیم. وابسته مشبکه اي تصادفی عناصر تعریف دنبال به بخش این در
هرگاه می گوییم منفی وابسته را X ,Y تصادفی متغیر دو می دانیم، که همان طور

باشیم: داشته x,y ∈ R دلخواه مقدار دو هر براي

P(X ≤ x,Y ≤ y)≤ P(X ≤ x)P(Y ≤ y).

فضاي در ترتیب وجود نیازمند فوق الگوي با منفی وابستگی تعریف
کارایی مقدار باناخ تصادفی عناصر خانواده در بنابراین، است، موردبررسی
منفی وابستگی از [٢ ،٩ ،١٢] کنیم. عمل دیگري شیوه به می بایست و نداشته
زیر به صورت که کردند استفاده مقدار باناخ تصادفی عناصر براي ضعیف

می شود. تعریف

باناخ فضاي روي V٢ و V١ مقدار باناخ تصادفی عنصر دو .١ .۴ تعریف
نماد با و گوییم ضعیف منفی وابسته ترتیب) گرفتن نظر در (بدون را (B,∥.∥)
دوگان B∗) f ∈ B∗ خطی تابعک هر براي هرگاه می دهیم نمایش WND

باشند منفی وابسته f (V٢) و f (V١) تصادفی متغیر دو می باشد)، B باناخ فضاي
باشیم: داشته x,y ∈ R دلخواه مقدار دو هر براي یعنی

P( f (V١)≤ x, f (V٢)≤ y)≤ P( f (V١)≤ x)P( f (V٢)≤ y).

براي می توان می شود، تعریف ترتیب باناخ، مشبکه اي در ازآنجاکه اما
بیان زیر به صورت را ترتیبی منفی وابستگی تعریف مشبکه اي تصادفی عناصر

نمود.
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باناخ مشبکه اي روي V٢ و V١ مشبکه اي تصادفی عنصر دو .٢ .۴ تعریف
هرگاه می دهیم نمایش OND نماد با و گوییم ترتیبی منفی وابسته را (E,≤)

باشیم: داشته v١,v٢ ∈ E مقدار دو هر براي

P(V١ ≤ v١,V٢ ≤ v٢)≤ P(V١ ≤ v١)P(V٢ ≤ v٢).

باناخ مشبکه اي روي V٢ و V١ مشبکه اي تصادفی عنصر دو همچنین
هرگاه می دهیم نمایش OPD نماد با و گوییم ترتیبی مثبت وابسته را (E,≤)

باشیم: داشته v١,v٢ ∈ E مقدار دو هر براي

P(V١ ≤ v١,V٢ ≤ v٢)≥ P(V١ ≤ v١)P(V٢ ≤ v٢).

مشبکه اي هاي در وابستگی براي تعریف نوع این از استفاده با .٣ .۴ تذکر
مشبکه اي تصادفی عناصر (مانند وابستگی ها دیگر انواع بود خواهیم قادر باناخ،
نماییم. تعریف نیز را ([٨] پایه بر OAPND منفی وابسته دوبه دو مجانبی به طور

یک تشکیل ≤ ترتیب همراه به (B,∥.∥) باناخ فضاي کنید فرض .۴ .۴ قضیۀ
فضا این در V٢ و V١ مشبکه اي تصادفی عنصر دو اگر بدهد. باناخ مشبکه اي

می باشند. نیز OND آنگاه باشند WND

نظر در را f ∈B∗ صعودي اکیداً تابعک و v١,v٢ ∈E دلخواه مقدار دو اثبات.
P(V١ ≤ v١,V٢ ≤ v٢) = P( f (V١)≤ f (v١), f (V٢)≤ f (v٢))

≤ P( f (V١)≤ f (v١))P( f (V٢)≤ f (v٢))

≤ P(V١ ≤ v١)P(V٢ ≤ v٢).

داریم: می گیریم.

مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر .۵ .۴ لم
باناخ مشبکه اي به (E,≤) از (نزولی) صعودي تابع دو s و r و (E,≤) باناخ
روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو s(V٢) و r(V١) آنگاه باشند، (G,≤)

می باشند. G

تصادفی عنصر دو s(V٢) و r(V١) ،٣. ٢ لم اساس بر اثبات.
y١,y٢ ∈ دلخواه مقدار دو می باشند. (G,≤) روي مشبکه اي
: داریم ۴ .٣ گزاره اساس بر می گیریم. نظر در را G

P(r(V١)≤ y١,s(V٢)≤ y٢) = P(V١ ≤ r−١(y١),V٢ ≤ s−١(y٢))

≤ P(V١ ≤ r−١(y١)P(V٢ ≤ s−١(y٢))

= P(r(V١)≤ y١)P(s(V٢)≤ y٢).

V٢ ≤ v٢، V١ ≤ v١ نامساوي دو هر یا یک می توان ،٢ .۴ تعریف در .۶ .۴ لم
نمود. جایگزین V٢ < v٢، V١ < v١ با را

به گونه اي باشد E باناخ مشبکه اي در نزولی دنباله یک αnکنید فرض اثبات.
داریم احتمال از حد عبور با حال .αn ↓ ٠ که

P(V١ ≤ v١) = lim
n→∞

P(V١ < v١ +αn)

= lim
n→∞

P( lim
n→∞

{V١ < v١ +αn})

= P(V١ < v١)

از هرکدام با می توان را ٢ .۴ تعریف در مورداستفاده نامساوي .٧ .۴ لم
نمود: جایگزین زیر نامساوي هاي

،P(V١ ≤ v١,v٢ ≤V٢)≥ P(V١ ≤ v١)P(v٢ ≤V٢) -١
،P(v١ ≤V١,V٢ ≤ v٢)≥ P(v١ ≤V١)P(V٢ ≤ v٢) -٢
.P(v١ ≤V١,v٢ ≤V٢)≤ P(v١ ≤V١)P(v٢ ≤V٢) -٣

آوردن از [۵] از لم١ در به کاررفته تکنیک با اثبات شباهت به توجه با اثبات.
می کنیم خودداري اثبات

باناخ مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر .٨ .۴ لم
آنگاه: باشند (E,≤)

باناخ مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو −V١ و V١ الف-
می باشند. (E,≤)

باناخ مشبکه اي روي OPD مشبکه اي تصادفی عنصر دو −V٢ و V١ ب-
می باشند. (E,≤)

داریم: v١,v٢ ∈ E دلخواه مقدار دو هر براي اثبات.

P(V١ ≤ v١,−V١ ≤ v٢) = P(V١ ≤ v١,−v٢ ≤V١)

= P(−v٢ ≤V١ ≤ v١)

≤ P(V١ ≤ v١)P(−V١ ≤ v٢)

داریم: ٧ .۴ لم اساس بر همچنین

P(V١ ≤ v١,−V٢ ≤ v٢) = P(V١ ≤ v١,−v٢ ≤V٢)

≥ P(V١ ≤ v١)P(−v٢ ≤V٢)

= P(V١ ≤ v١)P(−V٢ ≤ v٢).

E− و E+ و E برداري مشبکه اي روي مشبکه اي نرم ،∥.∥ اگر .٩ .۴ لم
∥.∥ : E− → R+ و ∥.∥ : E+ → R+ آنگاه باشند، منفی و مثبت مخروط هاي

می باشند. صعودي توابعی

فرض می کنیم. اکتفا مورد یک بررسی به اثبات بودن یکسان به توجه با اثبات.
به توجه با و ∣∣v+١ ∣∣≤ ∣∣v+٢ ∣∣ لذا ،v+١ ≤ v+٢ که به گونه اي v+١ ,v+٢ ∈ E+ کنید

.∥∥v+١
∥∥≤ ∥∥v+٢

مشبکه اي∥∥ نرم تعریف

تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر و۴. ٨، ٧ .۴ لم هاي به توجه با .١٠ .۴ نتیجه
آنگاه، باشند (E,≤) باناخ مشبکه اي روي OND مشبکه اي
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OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو ،( V−
٢ و V−

١ ) و (V+
٢ و V+

١ ) الف-
می باشند. E+ روي

مشبکه اي تصادفی عنصر دو ،(∥∥V−
٢
∥∥ −V∥∥و

١
∥∥) و (∥∥V+

٢
∥∥ +V∥∥و

١
∥∥ ) ب-

( منفی وابسته مقدار مثبت تصادفی متغیر (دو R+ روي OND

می باشند.

مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر .١١ .۴ لم
روي OPD مشبکه اي تصادفی عنصر دو V−

٢ و V+
١ آنگاه باشند (E,≤) باناخ

می باشند. E+

داریم: ٧ .۴ لم به توجه با و v١,v٢ ∈ E+ دلخواه مقدار دو هر براي اثبات.

P(V+
١ ≤ v١,V−

٢ ≤ v٢) = P(V١ ≤ v١,−v٢ ≤V٢)

≥ P(V١ ≤ v١)P(−v٢ ≤V٢)

= P(V١ ≤ v١)P(−V٢ ≤ v٢)

= P(V+
١ ≤ v١)P(V−

٢ ≤ v٢).

تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر ،١١ .۴ و ٨ .۴ لم هاي از استفاده با .١٢ .۴ نتیجه
دو −V−

٢ و V+
١ آنگاه باشند (E,≤) باناخ مشبکه اي روي OND مشبکه اي

می باشند. (E,≤) باناخ مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر

مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر .١٣ .۴ قضیۀ
آنگاه باشند (E,≤) باناخ

E
∥∥V−

١
∥∥∥∥V−

٢
∥∥ و≥ E

∥∥V+
١
∥∥∥∥V+

٢
∥∥ ≤ E

∥∥V+
١
∥∥E
∥∥V+

٢
∥∥ الف-

E
∥∥V−

١
∥∥E
∥∥V−

٢
∥∥

E
∥∥V+

١
∥∥∥∥V−

٢
∥∥≥ E

∥∥V+
١
∥∥E
∥∥V−

٢
∥∥ . ب-

اکتفا مورد یک بررسی به اثبات، شیوه بودن یکسان به توجه با اثبات.
EXY = داریم: مثبت تصادفی متغیرهاي براي ازآنجاکه می کنیم.

داریم نتیجه۴. ١٠ به توجه با و ∫ ∞
٠
∫ ∞

٠ P(X ≥ x,Y ≥ y)dxdy,

E
∥∥V+

١
∥∥∥∥V−

٢
∥∥= ∫ ∞

٠
∫ ∞

٠ P(
∥∥V+

١
∥∥≥ x,

∥∥V−
٢
∥∥≥ y)dxdy

≤
∫ ∞

٠
∫ ∞

٠ P(
∥∥V+

١
∥∥≥ x)P(

∥∥V−
٢
∥∥≥ y)dxdy

= E
∥∥V+

١
∥∥E
∥∥V−

٢
∥∥ .

مشبکه اي روي OND مشبکه اي تصادفی عنصر دو V٢ و V١ اگر .١۴ .۴ نتیجه
متغیر دو (∥V−

١ ∥,∥V−
٢ ∥) و (∥V+

١ ∥,∥V+
٢ ∥) آنگاه باشند (E,≤) باناخ

می باشند. منفی خطی همبستگی داراي تصادفی

روي OPD مشبکه اي تصادفی عناصر براي مشابهی نتایج .١۵ .۴ نتیجه
می باشد. برقرار (E,≤) باناخ مشبکه اي

حدي قوانین ۵

عنصر به را (E,≤) باناخ مشبکه اي در {xn;n ≥ ١} دنباله .١ .۵ تعریف
دنباله اي هرگاه می دهیم نمایش xn

o→x نماد با و نامیم ترتیب در همگرا x ∈ E

باشد داشته وجود N٠ ∈ N مقدار یک و (E,≤) در {αn;n ≥ ١} مانند نزولی
.|xn − x| ≤ αn باشیم داشته n ≥ N٠ براي و αn ↓ ٠ که به گونه اي

x ∈ B عنصر به را (B,∥.∥) باناخ فضاي در {xn;n ≥ ١} دنباله .٢ .۵ تعریف
تابعک هر (براي ∥xn − x∥n→∞→ ٠ هرگاه گوییم (ضعیف) قوي همگراي

.(| f (xn − x)|n→∞→ ٠ ، f ∈ B∗ خطی

x ∈ Eو (E,≤) باناخ مشبکه اي روي دنباله یک {xn} کنید فرض .٣ .۵ لم
، f ∈ B∗ خطی تابعک هر براي و ∥xn − x∥n→∞→ ٠ آنگاه ،xn

o→x اگر باشد.
.| f (xn − x)|n→∞→ ٠

مقدار یک و (E,≤) در {αn;n ≥ ١} مناسب دنباله ١ .۵ تعریف به بنا اثبات.
نرم ویژگی هاي به بنا لذا .|xn − x| ≤ αnکه به گونه اي دارد وجود N٠ ∈ N

فضاي در می دانیم [١٠] اساس بر حال .∥xn − x∥ ≤ ∥αn∥
n→∞→ ٠ مشبکه اي

کامل اثبات لذا و می دهد نتیجه را ضعیف همگرایی قوي، همگرایی باناخ
می شود.

مشبکه اي در مشبکه اي تصادفی عناصر از {Vn;n ≥ ١} دنباله .۴ .۵ تعریف
متناهی تعداد هر براي هرگاه نامیم ترتیبی منفی وابسته را (E,≤) باناخ

باشیم داشته v١, ...,vk ∈ E دلخواه عناصر و V١, ...,Vk

P(V١ ≤ v١, ...,Vk ≤ vk)≤
k
∏

i=١
P(Vi ≤ vi) �

و

.P(v١ ≤V١, ...,vk ≤Vk)≤
k
∏

i=١
P(vi ≤Vi) �

عنصر دو مجموع است ممکن که داده نشان مثالی در [١٣] .۵ .۵ تذکر
از اینکه مگر نباشد مقدار باناخ تصادفی عنصر یک خود مقدار، باناخ تصادفی
مشبکه اي، تصادفی عناصر ازآنجاکه کنیم. استفاده تفکیک پذیر باناخ فضاي
بخواهیم که زمان هر لذا می باشند مقدار باناخ تصادفی عناصر از خاصی حالت
تفکیک پذیر باناخ فضاي از است بهتر کنیم، بحث آن ها مجموع خصوص در
تصادفی عنصر یک خود آن ها مجموع که باشیم مطمئن تا نماییم استفاده

است. مشبکه اي

تفکیک پذیر، باناخ مشبکه اي یک (E,≤) کنید فرض .۶ .۵ گزارة
پذیر شمارش مجموعه و آن روي مشبکه اي تصادفی عنصر یک V

هر براي که به گونه اي باشد چگال آن در {...,x−٢,x−١,x٠,x١,x٢, ...}

Nλ (xi) = {y ∈ E;y ≤،λ ≥ ٠ دلخواه مقدار هر براي .xi ≤ xi+١ ،i مقدار
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بگیریم. نظر در را Bλ (xi) = Nλ (xi)−
i−١⋃

j=−∞
Nλ (x j) و xi,∥xi − y∥ ≤ λ}

داریم: .Vλ (V ) =
∞
∑

j=١
x jI{V ∈ Bλ (x j)} کنید فرض

،∥Vλ (V )−V∥ ≤ λ -١

،E ∥Vλ (V )∥−λ ≤ E ∥V∥ ≤ E ∥Vλ (V )∥+λ -٢

.{V ∈ Bλ (x j)
}
⊆
{

V ≤ x j
} ، j مقدار هر براي -٣

EVλ (V ) =
∞
∑

j=−∞
x jE(I{V ∈ Bλ (x j)}) -۴

=
∞
∑

j=−∞
x jP{V ∈ Bλ (x j)}

∥V −E(V )∥ ≤ ∥Vλ (V )−EVλ (V )∥+٢λ -۵

می باشند، مجزایی مجموعه هاي Bλ (xi) ،λ مقدار هر براي ازآنجاکه اثبات.
،E در {...,x−٢,x−١,x٠,x١,x٢, ...} مجموعه بودن چگال به توجه با لذا
بنابراین می باشد، ( Bλ (xa) (به عنوان مثال آن ها از یکی عضو حداکثر V

و V ∈ Bλ (xa) طرفی از .Vλ (V ) =
∞
∑

j=−∞
x jI{V ∈ Bλ (x j)}= xa

نتیجه در ∥xa −V∥ ≤ λ

∥Vλ (V )−V∥=

∥∥∥∥∥ ∞
∑

j=−∞
x jI{V ∈ Bλ (x j)}−V

∥∥∥∥∥
= ∥xa −V∥ ≤ λ

داریم آن اساس بر و شد اثبات (١) ترتیب بدین

∥V∥= ∥V −Vλ (V )+Vλ (V )∥

≤ ∥V −Vλ (V )∥+∥Vλ (V )∥

≤ ∥Vλ (V )∥+λ

ریاضی امید با و ،∥Vλ (V )∥−λ ≤ ∥V∥ که داد نشان می توان مشابه روشی با
می شود. اثبات نیز (٢) طرفین، از گرفتن

داریم (٣) اثبات براي
{

V ∈ Bλ (x j)
}
= {ω ∈ Ω;x j−١ ≤V (ω)≤ x j,

∥∥x j −V (ω)
∥∥≤ λ}

⊆ {ω ∈ Ω;V (ω)≤ x j}=
{

V ≤ x j+١
}
.

داریم (۵) اثبات براي نهایت در و می باشد (۴)بدیهی رابطه اثبات

∥V −E(V )∥= ∥V −E(V )−Vλ (V )+EVλ (V )+(Vλ (V )−EVλ (V ))∥

≤ ∥Vλ (V )−EVλ (V )∥+∥Vλ (V )−V∥+∥E (Vλ (V )−V )∥

≤ ∥Vλ (V )−EVλ (V )∥+٢λ .

می شود. کامل اثبات ترتیب بدین

وابسته مشبکه اي تصادفی عناصر از {Vn;n ≥ ١} دنباله .٧ .۵ قضیۀ
نظر در را (E,≤) تفکیک پذیر باناخ مشبکه اي در ترتیبی منفی

{...,x−٢,x−١,x٠,x١,x٢, ...} پذیر شمارش مجموعه اگر می گیریم.
xi ≤ xi+١ ،i مقدار هر براي که به گونه اي باشد چگال آن در
یک احتمال با آنگاه ، ∞

∑
j=−∞

∥∥x j
∥∥٢P(V ≤ x j) < M < ∞ و

.(
∥∥∥∥ ١

n

n
∑

k=١
(Vk −EVk)

∥∥∥∥n→∞→ ٠) ١
n

n
∑

k=١
(Vk −EVk)→ ٠

هر براي می دهیم. انجام را اثبات [٣] ٩٧ صفحه در ارائه شده تکنیک با اثبات.
داریم، k مقدار

E ∥Vλ (Vk)∥=
∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥E(I{V ∈ Bλ (x j)})

=
∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥P{V ∈ Bλ (x j)}

≤
∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥P{V ≤ x j} ≤ M.

مقدار هر براي می کنیم فرض مسئله کلیت از کاستن بدون
،۶ .۵ گزاره (١) قسمت به توجه با .EVk = ٠ ،k ≥ ١

چون

∥∥∥∥ ١
n

n
∑

k=١
Vk

∥∥∥∥≤ ١
n

n
∑

k=١
∥Vk∥= ١

n

n
∑

k=١
∥Vk −Vλ (Vk)+Vλ (Vk)∥

≤ ١
n

n
∑

k=١
∥Vk −Vλ (Vk)∥+ ١

n

n
∑

k=١
∥Vλ (Vk)∥

≤ λ + ١
n

n
∑

k=١
∥Vλ (Vk)∥.

دهیم نشان است کافی باشد، مثبتی مقدار هر می تواند λ مقدار
داریم . ١

n

n
∑

k=١
Vλ (Vk)→ ٠

E
∥∥∥∥ n

∑
k=١

Vλ (Vk)

∥∥∥∥٢
≤

n
∑

k=١

∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥٢E(I{Vk ∈ Bλ (x j)})

+
n
∑

k ̸=l=١

(
∞
∑

j,i=−∞

∥∥x j
∥∥∥xi∥E

(
I{Vk ∈ Bλ (x j)}I{Vl ∈ Bλ (xi)}

))
≤

n
∑

k=١

∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥٢P(Vk ≤ x j)

+٢
n−١
∑

k=١

n
∑

l=k

(
∞
∑

j=−∞

∞
∑

i=−∞

∥∥x j
∥∥∥xi∥P

(
Vk ≤ x j,Vl ≤ xi

))
≤

n
∑

k=١

∞
∑

j=−∞

∥∥x j
∥∥٢P(Vk ≤ x j)

+٢
n−١
∑

k=١

n
∑

l=k

(
∞
∑

j=−∞

∞
∑

i=−∞

∥∥x j
∥∥∥xi∥P(Vk ≤ x j)P(Vl ≤ xi)

)
≤ nM+٢n(n−١)M٢

ε ≥ ٠ دلخواه مقدار هر براي آنگاه بگیریم، نظر در را Sn =
n
∑

k=١
Vλ (Vk) اگر

داریم:
∞
∑

n=١
P
(
∥Sn٢∥ ≥ n٢ε

)
≤

∞
∑

n=١

E∥Sn٢∥٢

n۴ε٢

≤
∞
∑

n=١

nM+n(n−١)M٢

n۴ε٢ < ∞.

لذا و P
(
∥Sn٢∥ ≥ n٢ε i.o.

)
= ٠ برل-کانتلی لم از استفاده با نتیجه در

و Sn ،n بزرگ مقادیر براي که دهیم نشان است کافی حال . Sn٢
n٢

a.s.→ ٠

به صورت را Dn ،n ≥ ١ هر براي هستند. همگرا هم به یک احتمال با Sn٢
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داریم می کنیم. تعریف Dn = max
n٢≤k≤(n+١)٢

∥Sk −Sn٢∥

E(D٢
n)≤ ٢nE

∥∥∥S(n+١)٢ −Sn٢

∥∥∥٢
= ٢nE

∥∥∥∥∥ (n+١)٢

∑
k=n١+٢

Vλ (Vk)

∥∥∥∥∥
٢

≤ ٢n
(

٢nM+٢n(٢n−١)M٢) .
P(Dn ≥ n٢ε) ≤ داریم چبیشهف نامساوي از استفاده با ً مجددا
با حال . Dn

n٢
a.s.→ ٠ برل-کانتلی لم از مجدد استفاده با و ، ۴M(١−M)

n٢ + ٨M٢

nε

می گردد. کامل اثبات ، ∥Sk∥
k ≤ ∥Sn٢∥+Dn

n٢ اینکه به توجه

قضیه در همگرایی نحوه ،١۴ .٢ مثال از داده هایی شبیه سازي با پایان در
می دهیم. نشان را ٧ .۵

به لیست یک در بانک یک مشتریان اطلاعات می کنیم فرض .٨ .۵ مثال
می شود. ذخیره زیر شکل

(زن دوسطحی رشته اي متغیر یک به صورت مشتري جنسیت اول قسمت در
و سطح ثبت جهت دو بعد با بردار یک دوم قسمت . می گردد. ثبت مرد) و
پنج در رشته اي متغیر یک آن اول عنصر که است مشتري تحصیلات گرایش
یک نیز دوم عنصر و دکتري) و فوق لیسانس لیسانس، دیپلم، (زیر دیپلم، سطح
در می باشد. هنر) و فنی انسانی، تجربی، (ریاضی، سطحی پنج رشته اي متغیر

چهارم قسمت در می گیرد. قرار مشتري حساب جاري موجودي سوم قسمت
مشتري هر ازآنجاکه می شود. ثبت مشتري پس انداز حساب هاي موجودي
باشد، نداشته حسابی همچنین یا و باشد داشته پس انداز حساب دو تا می تواند

است. متغیر ٢ تا ٠ از قسمت این بعد
گرفتن نظر در با حساب ها موجودي وزنی مجموع به صورت را لیست ها این نرم
و ٢=دیپلم دیپلم، ١=زیر و حساب جاري موجودي براي ٢=مرد و ١=زن اوزان
می شود. تعریف پس انداز حساب هاي موجودي مجموع براي ۵=دکتري و ...
فضاي یک تشکیل تعریف شده نرم با لیست ها این شامل فضاي که می دانیم

می دهد. متناهی بعد با باناخ
بین (یعنی بگیریم نظر در موجودي مجموع اساس بر را ≤ رابطه اگر طرفی از
بزرگ تر باشد، داشته بیشتري موجودي مجموع هرکدام مشتري دو مشخصات
با مشتري ها مشخصات لیست شامل باناخ فضاي که داد نشان می توان است)،

می دهد. باناخ مشبکه اي یک تشکیل ،≤ رابطه
مشبکه اي تصادفی عناصر شبیه سازي به زیر جداول اطلاعات از استفاده با حال
درونی عناصر بین وابستگی وجود قابل توجه نکته می پردازیم. فضا این از
آن ها جداگانه بررسی و لیست درون مقادیر تفکیک امکان که می باشد لیست

می برد. بین از را

تحصیلی گرایش و جنسیت توأم توزیع .١ جدول
فنی هنر انسانی تجربی ریاضی

٠٢/٠ ٠٨/٠ ١٣/٠ ١٢/٠ ٠۵/٠ زن
٢٨/٠ ٠٢/٠ ١٧/٠ ٠٨/٠ ٠۵/٠ مرد

تحصیلات سطح احتمال توزیع .٢ جدول
دکتري فوق لیسانس لیسانس دیپلم دیپلم زیر

١/٠ ٢۵/٠ ۴/٠ ٢/٠ ٠۵/٠

به آن پارامترهاي و است یکنواخت توزیع داراي حساب جاري دارد.موجودي بستگی تحصیلات سطح و جنسیت

تحصیلات سطح و جنسیت برحسب حساب جاري موجودي توزیع .٣ جدول
دکتري فوق لیسانس لیسانس دیپلم دیپلم زیر

U(١٣٠٠،٧٠٠٠) U(٩٠٠،۴٠٠) U(۶٠٠،٢٠٠) U(۵٠٠،١٠٠) U(۴٠٠،٠) زن
U(١۵٠٠،٩٠٠) U(١١٠٠،۶٠٠) U(٨٠٠،۴٠٠) U(٧٠٠،٣٠٠) U(۶٠٠،٢٠٠) مرد

را حساب ها تعداد ابتدا پس انداز، حساب هاي موجودي شبیه سازي براي
سپس می کنیم. شبیه سازي ٣/٠ و ۵/٠ ،٢/٠ احتمال هاي با را (٢ و ١ ،٠)
توزیع از را حساب ها این موجودي پس انداز، حساب هاي تعداد اساس بر
موجودي بین مقداري یکنواخت توزیع هاي این می کنیم. تولید یکنواخت

می گیرند. را آن از تصادفی ضریبی تا فرد حساب جاري
زیر جدول در را شبیه سازي شده باناخ مشبکه اي تصادفی عناصر از نمونه اي

آورده ایم.
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شبیه سازي شده باناخ مشبکه اي تصادفی عناصر .۴ جدول
پس انداز حساب هاي موجودي حساب جاري موجودي تحصیلی گرایش و سطح جنسیت نمونه شماره

٩/۶۴٣٢٣١،٨/۵۴٧٣١٢ ١/۴۶۴٢٣١ فنی لیسانس، مرد ١

−− ٢/٧٧١٢۶٩ تجربی فوق لیسانس، زن ٢

٣/٣٨۶٩٠٢ ٩/٢۴۵۴٨٩ −− دیپلم، زیر مرد ٣

٧ .۵ قضیه در مطرح شده همگرایی شبیه سازي شده، داده هاي اساس بر حال
نشان n مقابل در را

∥∥∥∥ ١
n

n
∑

k=١
(Vk −EVk)

∥∥∥∥ مقادیر زیر نمودار می دهیم. نشان را
لیست برابر EV و ٣٠ برابر شبیه سازي تکرار نمودار این رسم براي می دهد.

است. گرفته شده نظر در (۶/١ ،١۵/٣ ،۶١٢۵٠٠٠ ،۵٠۵٠٠٠)

n مقابل در
∥∥∥∥ ١

n

n
∑

k=١
(Vk −EVk)

∥∥∥∥ شکل١.

مقدار نمونه، حجم افزایش با که می دهد نشان نمودار این بررسی
می کند. میل صفر به

∥∥∥∥ ١
n

n
∑

k=١
(Vk −EVk)

∥∥∥∥
نتیجه گیري

و گردآوري شیوه هاي تنوع و داده ها کیفیت و انواع حجم، فزاینده گسترش با
مدل سازي و توصیف براي مناسب ابزارهاي معرفی ضرورت آن ها نگهداري
تصادفی عناصر و باناخ مشبکه اي می باشد. برخوردار ویژه اي اهمیت از داده ها

گردیدند. تعریف که هستند، منظور این براي مناسبی ابزار هاي مشبکه اي،
عناصر) متغیرها(یا بین استقلال شرط برقراري که می دانیم دیگر سوي از

را شرط این بررسی ها در معمولاً (هرچند نیست ممکن همواره تصادفی
تحت را منفی وابستگی نوع یک تحقیق این در بنابراین می گیرند)، مفروض
کرده تعریف مشبکه اي تصادفی عناصر براي ترتیبی، منفی وابستگی عنوان
و ساده تر بسیار تعریف این نمودیم. بررسی را آن ویژگی هاي برخی و
تاکنون که هستند تصادفی عناصر براي وابستگی ها انواع برخی از کاربردي تر
عناصر از بزرگ تري رده هاي براي را آن می توان سهولت به و معرفی شده اند،
عناصر از استفاده شرایط شدن فراهم جهت و انتها در داد. گسترش تصادفی
برخی صحت کاربردي، مسائل در ترتیبی منفی وابسته مشبکه اي تصادفی

دادیم. نشان آن ها براي را حدي قوانین
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