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چ΋یده:
(بردارها)ی متغیرها مͳ شود. تقسیم بندی آن ها از آمیخته ای و منفرد پیوسته مطلق، پیوسته گسسته، به ͳتصادف متغیر(بردار) احتمال نظریه در

توزیع های مبحث به بااین وجود، قرارگرفته اند. ͳموردبررس آمار و احتمال مختلف کتب در گسترده به طور مطلق پیوسته و گسسته ͳتصادف

منفرد ͳتصادف بردار از ͳمثال مقاله این در است. پرداخته شده کمتر باشد، منفرد پیوسته آن از ͳبخش که آمیخته ای توزیع های و منفرد پیوسته

توابع از محدب ͳخط ترکیب به صورت آن ها توزیع تابع که مͳ شود ارائه آمیخته ͳتصادف بردارهای از مثال هایی همچنین، مͳ شود. آورده

است. منفرد پیوسته و مطلق پیوسته گسسته، توزیع

کانتور. مجموعه آمیخته، توزیع  مطلق، پیوسته ،ͳتصادف بردار کلیدی: واژه های

مسئله بیان و ͳمقدمات مفاهیم ١

از اندازه پذیر ͳتابع است؛ احتمال پایه ای مفاهیم از ͳتصادف متغیر

در ͳحقیق اعداد مجموعه به احتمال فضای Έی در نمونه فضای

پدیده های انتقال ͳتصادف متغیر ͳاصل هنر بورل٢. اندازه پذیر فضای

تا مͳ سازد فراهم را ام΋ان این که است اعداد حوزه به ͳشانس ͳواقع

و انتگرال مشتق، ،ͳاصل اعمال مثل ریاضیات در موجود مباحث از

گردد. تبیین دقیق به صورت آمار و احتمال مفاهیم استفاده شده، . . .

است. (n≥2)Rn فضای به ͳتصادف متغیر مفهوم تعمیم ͳتصادف بردار

فضای Ω آن در که باشد احتمال فضای Έی (Ω,F , P ) کنید فرض

P و Ω زیرمجموعه های از ͳمیدان‐σ ،F و ،ͳناته مجموعه ای نمونه،

X : Ω −→ R تابع است. تعریف شده F روی که است احتمال تابع

R از بورل مجموعه هر معکوس تصویر هرگاه است ͳتصادف متغیر

که X−١(B) ∈ F ،B بورل هر برای ͳیعن باشد؛ داشته قرار F در

آن در

X−١(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}.

بردار X = (X١, X٢, . . . , Xn) : Ω −→ Rn تابع مشابه، به طور

عضو Rn از بورل مجموعه هر معکوس تصویر هرگاه است ͳتصادف

باشد. F

را a ͳحقیق عدد باشد، برقرار P (X = a) > ٠ شرط هرگاه

متغیر Έی اتم های تمام مجموعه گویند. X ͳتصادف متغیر اتم

یا گسسته X ͳتصادف متغیر اساس، این بر .[١] شماراست ͳتصادف

آن اتم های همه مجموعه احتمال درصورتͳ که است محض Έاتمی

بنابراین گویند. پیوسته را آن باشد اتم فاقد X هرگاه باشد. Έی

،F (x) = P (X ≤ x) ،X پیوسته ͳتصادف متغیر ͳتجمع توزیع تابع

است. پیوسته R در

پیوسته و مطلق پیوسته نوع دو به پیوسته ͳتصادف متغیرهای

مͳ شوند. Έتفکی منفرد

القاء احتمال تابع هرگاه است مطلق پیوسته X ͳتصادف متغیر

مطلق پیوسته ،λ ،٣Ίلب اندازه به نسبت ،PX(.) آن، توسط شده

باشیم داشته B بورل مجموعه برای اگر ͳیعن PX)؛ ≪ λ) باشد

B بورل هر برای PX(.) آن در که PX(B) = آنگاه ،λ(B) = ٠

است زیر به صورت

PX(B) = P (X ∈ B).

رادن‐ قضیه اساس بر ،X مطلق پیوسته ͳتصادف متغیر برای

دارد وجود f(.) مثل پذیر Ίلب انتگرال ͳحقیق ͳتابع نی΋ودیم۴

B بورل مجموعه هر برای به طوری که

PX(B) =

∫
B

fdλ

آنگاه باشد، داشته ریمان انتگرال f(.) اگر و

PX(B) =

∫
B

f(x)dx.
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نتیجه در و Ίلب اندازه به نسبت (a.e.5) تقریباًهمه جا که f(.) تابع

در و λ({x : f(x) < ٠}) = ٠ ͳیعن) است ͳنامنف PX به نسبت

مͳ شود. نامیده X ͳالΎچ تابع (PX({x : f(x) < ٠}) = ٠ نتیجه

اندازه به نسبت PX هرگاه است منفرد پیوسته X ͳتصادف متغیر

فاقد این که باوجود بنابراین، .PX ̸≪ λ نباشد: مطلق پیوسته Ίلب

نتیجه در است. ͳالΎچ تابع فاقد است، پیوسته آن توزیع تابع و اتم

∂F (x)

∂x
= ٠ a.e. .

جدول در خلاصه به طور آن ها خواص و ͳتصادف متغیرهای انواع

است. آمده ١

آن ویژگͳ های و ͳتصادف متغیرهای انواع .١ جدول

از فقط A عضو نقاط در F (x)

است. پیوسته راست

∑
a∈A

P (X = a) = ١

شماراست. X تکیه گاه A

گسسته ͳتصادف متغیر

(Discrete)

است پیوسته R در F (x)

دارد. ͳالΎچ تابع X و

F ′(x) = f (x) a.e.

است: اتم فاقد X

P (X = a) = ٠

∀a ∈ R

مطلق پیوسته ͳتصادف متغیر

(Absolutely continuous)

است پیوسته Rدر F (x)

است. ͳالΎچ تابع فاقد X و

F ′(x) = ٠ a.e.

است: اتم فاقد X

P (X = a) = ٠

∀a ∈ R

منفرد پیوسته ͳتصادف متغیر

(Singular continuous)

توزیع از ͳمثال ،C کانتور، مجموعه روی ی΋نواخت توزیع

درنتیجه .PX(C) = ١ ͳول λ(C) = ٠ زیرا است. منفرد پیوسته

.[۴] PX ̸≪ λ

و مطلق پیوسته گسسته، از آمیخته ای مͳ تواند ͳتصادف متغیر

بخش شامل X آمیخته ͳتصادف متغیر اگر باشد. منفرد پیوسته

کوچΈ تر آن اتم های مجموعه احتمال و دارد اتم ͳیعن باشد، گسسته

مطلق پیوسته بخش X درصورتͳ که است. صفر از بزرگ تر و Έی از

آنگاه باشد، داشته ∫نیز +∞

−∞
f(x)dx < ١

بر اضافه X درصورتͳ که این، بر علاوه .f(x) = ∂F (x)
∂x

آن در که

باشد، داشته نیز منفرد پیوسته بخش مطلق، پیوسته و گسسته بخش

∫آنگاه +∞

−∞
f(x)dx+

∑
a∈A

P (X = a) < ١,

است. X اتم های تمام مجموعه A آن در که

به طور مͳ توان را دلخواه توزیع تابع هر احتمال نظریه در

گسسته، توزیع توابع از محدب ͳخط ترکیب به صورت منحصربه فرد

دقیق تر، ͳبیان به .[۴ ،٢] کرد تجزیه منفرد پیوسته و مطلق پیوسته

آنگاه باشد، توزیع تابع Έی F اگر

F = αFac + βFd + γFcs α, β, γ ≥ ٠ , α+ β + γ = ١

آن در که

پیوسته که مطلق پیوسته توزیع تابع Fac(x) =
∫ x

−∞ f(t)dt (١

،f(x) = F ′
ac(x) a.e. و است

اتم ها، در ͳناپیوستگ با گسسته توزیع تابع Fd(.) (٢

و است پیوسته که منفرد پیوسته توزیع تابع Fcs(.) (٣

.F ′
cs(x) = ٠ a.e.

انواع شده، القاء احتمال تابع اتم، مورد در فوق الذکر مطالب

است. ͳتصادف بردار به قابل تعمیم توزیع، تابع تجزیه و ͳتصادف متغیر

ͳتشریح مثال های ٢

ͳعلم متنوع زمینه های در منفرد توزیع های و آمیخته توزیع های

مثال هایی وجود عدم بااین وجود، هستند. بسیاری کاربردهای دارای

مهم ترین از دهند نمایش را توزیع ها این ماهیت بتوانند که شهودی

مͳ رود شمار به مبحث این شناخت زمینه در موجود چالش های

ذکرشده مطالب بیشتر هرچه تشریح جهت بخش این در .[٨ ،٧ ،۶]

همچنین و آمیخته توزیع های از ͳمتنوع مثال های قبل، بخش در

ذکر به ابتدا است. شده آورده آن ها توزیع تابع تجزیه مؤلفه های

پیوسته و گسسته بخش شامل توزیع تابع آن در که مͳ پردازیم ͳمثال

است. مطلق

احتمال ͳالΎچ تابع با نمايی توزيع دارای X كنيد فرض مثال٢. ١.

باشد زیر

f (x) =

 λe−λx, x > ٠,

٠, o.w.
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مͳ دهيم قرار

Y = min (X, ١٠٠) .

صورت این در

FY (y) = P (Y ⩽ y) =


٠, y < ٠,

١− e−λy, ٠ ⩽ y < ١٠٠,

١, y ⩾ ١٠٠.

همچنين

P (Y = ١٠٠) = P (X > ١٠٠) = e−١٠٠λ.

به صورت Fac و Fd گرفتن نظر در با بنابراين،

Fd (y) =

 ٠, y < ١٠٠,

١, y ⩾ ١٠٠

و

Fac (y) =



٠, y < ٠,

١− e−λy

١− e−١٠٠λ, ٠ ⩽ y < ١٠٠,

١, y ⩾ ١٠٠,

نوشت مͳ توان

FY = αFac + βFd.

.α = ١− e−١٠٠λ, β = e−١٠٠λ آن در که

مͳ پردازیم. منفرد پیوسته ͳتصادف بردار از ͳمثال ذکر به ادامه در

(٠, ١) فاصله روی ي΋نواخت توزيع دارای X كنيد فرض مثال٢. ٢.

(X,Y ) توأم توزيع تابع صورت این در باشد. Y = X و باشد

مͳ آید دست به زیر به صورت

F (X,Y ) = P (X ⩽ x, Y ⩽ y)

= P (X ⩽ x,X ⩽ y)

=


٠, min (x, y) < ٠,

min (x, y) , ٠ ⩽ min (x, y) < ١,

١, min (x, y) ⩾ ١.

در F (x, y) مقادير مجموعه نمایش به دست آمده، ضابطه اساس بر

است شده آورده ١ ش΋ل در R٢

در (X,Y ) بردار توأم توزیع تابع مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل١.

٢. ٢ مثال

است. پيوسته R٢ در F (x, y) مͳ شود ملاحظه كه همان طور

این که به توجه با بااین وجود،

P(X,Y ) (Ω) = ١, λ(٢) (Ω) = ٠,

آن در كه

Ω =
{
(x, y) ∈ R٢ : x = y, ٠ < x, y < ١

}
.

.P(X,Y ) ̸≪ λ(٢) که گرفت نتیجه مͳ توان

داریم (x, y) ∈ R٢ هر برای همچنین،

∂٢F (x, y)

∂x∂y
= ٠.

است. منفرد ͳتصادف بردار (X,Y ) بنابراین

شامل که مͳ گیرد قرار ͳموردبررس ͳتصادف بردار بعد مثال در

است. منفرد پیوسته و مطلق پیوسته بخش های

و مستقل ͳتصادف متغيرهای X٢ و X١ كنيد فرض .٢. ٣ مثال

قرار باشند. (٠, ١) فاصله روی ي΋نواخت توزيع دارای هم توزيع

دهيد

X = X١, Y = max (X١, X٢) .

است زیر به صورت (X,Y ) توأم توزيع تابع صورت این در

F (x, y) = P
(
X ⩽ x, Y ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ x,X١ ⩽ y,X٢ ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ min (x, y) , X٢ ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ min (x, y)

)
P
(
X٢ ⩽ y

)

=



٠, min (x, y) < ٠ يا y < ٠,

y min (x, y) , ٠ ⩽ min (x, y) < ١, ٠ ⩽ y < ١,

min (x, y) = x, ٠ ⩽ min (x, y) < ١, y ⩾ ١,

١, min (x, y) ⩾ ١.

مثال در (X,Y ) توأم توزیع تابع مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل٢.

٢. ٣
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در F (x, y) مقادير مجموعه نمایش به دست آمده، ضابطه اساس بر

مͳ توان نمایش این اساس بر . است شده آورده ٢ ش΋ل در R٢

ͳنواح از ͳبرخ در ͳول است پیوسته R٢ سراسر در F (x, y) که دید

٠ < x < y < ١ ناحیه در تنها .
∂٢F (x, y)

∂x∂y
= ٠

∂٢F (x, y)

∂x∂y
= ١ ̸= ٠,

∫به طوری که ١

٠

∫ y

٠
١ dxdy =

١

٢
̸= ١.

منفرد پیوسته و مطلق پیوسته توزیع های از آمیخته ای F ازاین رو،

ͳالΎچ تابع که است ͳتصادف متغیرهای توأم توزیع تابع Fac است.

است زیر برابر آن توأم

f (x, y) =

 c, ٠ < x < y < ١,

٠, o.w.

.c = ٢ که مͳ شود مشخص ͳبه راحت

مطلق پیوسته بخش که فوق ͳالΎچ تابع توأم توزیع تابع بنابراین

مͳ باشد زیر به صورت مͳ باشد، (X,Y ) بردار توأم توزیع تابع

Fac (x, y) =



٠, x < ٠ یا y < ٠,

x (٢− x) , ٠ < x < ١, y > ١,

x (٢y − x) , ٠ < x < y < ١,

y٢, ٠ < y < x < ١ یا x > ١, y > ١,

١, x > ١, y > ١.

٣ ش΋ل در Fac ضابطه با مرتبط مقادیر مجموعه نمایش

است. ارائه شده

توزیع تابع مطلق پیوسته بخش مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل٣.

٢. ٣ مثال در (X,Y ) توأم

در با است،
١

٢
برابر F تجزیه در Fcs و Fac ضرایب این که به توجه با

گرفت نتیجه و آورد دست به را Fcs مͳ توان Fac و F داشتن اختیار

که

F =
١
٢
Fac +

١
٢
Fcs.

شده آورده ۴ ش΋ل در Fcs (x, y) ضابطه مقادیر مجموعه نمایش

است.

توزیع تابع منفرد پیوسته بخش مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل۴.

٢. ٣ مثال در (X,Y ) توأم

بخش سه هر شامل ͳتصادف بردار از ͳمثال ذکر به ادامه در

مͳ پردازیم. منفرد پیوسته و مطلق پیوسته گسسته،

دارای و مستقل ͳتصادف متغیرهای X٢ و X١ كنيد فرض .۴ .٢ مثال

این که فرض با باشند. (٠, ١) فاصله روی ي΋نواخت توزيع

X = min (X١, ٠/۵) , Y = max (X١, X٢) .

مͳ آید دست به زیر به صورت (X,Y ) توأم توزیع تابع

P
(
X = ٠/۵, Y ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩾ ٠/۵, X١ ⩽ y,X٢ ⩽ y

)

=


٠, ٠ < y < ٠/۵,

y (y − ٠/۵) , ٠/۵ < y < ١,

٠/۵, y > ١.

x < ٠/۵ وقتͳ که همچنین

P
(
X ⩽ x, Y ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ x,X١ ⩽ y,X٢ ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ min (x, y)

)
P
(
X٢ ⩽ y

)

=



xy, ٠ < x < y < ١, x < ٠/۵,

y٢, ٠ < y < x < ٠/۵,

x, x < ٠/۵, y > ١,

٠, x < ٠ یا y < ٠.
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داریم نیز x > ٠/۵ برای

P
(
X ⩽ x, Y ⩽ y

)
= P

(
Y ⩽ y

)
= P

(
X١ ⩽ y,X٢ ⩽ y

)
=

(
P (X١ ⩽ y)

)٢

=


٠, y < ٠, x > ٠/۵,

y٢, ٠ ⩽ y < ١, x > ٠/۵,

١, y ⩾ ١, x > ٠/۵.

مربوطه مقادیر مجموعه F (x, y) برای به دست آمده ضابطه اساس بر

است. ارائه شده ۵ ش΋ل در

مثال در (X,Y ) توأم توزیع تابع مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل۵.

.۴ .٢

٠/۵ < و x = ٠/۵ پاره خط روی دید مͳ توان که همان طور

پاره خط در به جز F (x, y) دارد. وجود مثبت احتمال y < ١

همچنین است. پیوسته R٢ سراسر در x = ٠/۵ و ٠/۵ < y < ١

ازاین رو، است. صفر ͳبرخ در و ناصفر ͳنواح از ͳبرخ در
∂٢F

∂x∂y

است. گسسته و منفرد پیوسته مطلق، پیوسته مؤلفه های دارای F

٠/۵ < x, y < ١ و ٠ < x < y < ٠/۵ ناحیه در Fac کردن پیدا برای

زیر به صورت را f (x, y) ͳالΎچ تابع است، صفر مخالف
∂٢F

∂x∂y
که

مͳ کنیم پیدا

f (x, y) =

 c, ٠ < x < y < ٠/۵ یا ٠/۵ < x, y < ١,

٠, o.w.

ناحیه). مساحت بر بخش Έی) است
٨

٣
برابر c آن در که

است. آمده ۶ ش΋ل در Fac (x, y) مقادیر مجموعه نمایش

تابع ضابطه مطلق پیوسته بخش مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل۶.

۴ .٢ مثال در (X,Y ) توأم توزیع

پیوسته R٢ سراسر در Fac (x, y) که دید مͳ توان نمایش این اساس بر

است.

توزیع تابع گسسته بخش مم΋ن مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل٧.

۴ .٢ مثال در (X,Y ) توأم

پاره خط روی فقط که مͳ آوریم دست به را F گسسته بخش Fd حال

Fd (x, y) ضابطه دارد. مثبت احتمال x = ٠/۵ و ٠/۵ < y < ١

مͳ آید. دست به زیر به صورت

توزیع تابع منفرد پیوسته بخش مقادیر مجموعه نمایش ش΋ل٨.

۴ .٢ مثال در (X,Y ) توأم

P (X = ٠/۵, Y ⩽ ١) =)
١

٢
برابر Fd ضریب و

٣

٨
برابر Fac ضریب

Έکم به مͶ توان را Fcs است.
١

٨
برابر Fcs ضریب پس است. (

١

٢



حق گزار١٠٢ ͳصمیم حسین مختلف توزیع های محدب ͳخط ترکیب و منفرد پیوسته توزیع های در ͳکنکاش

نمایش آورد. دست به ضرایب بودن معلوم با و Fd و Fac ،F

است. ارائه شده ٨ ش΋ل در Fcs ضابطه مم΋ن مقادیر مجموعه

بنابراین

F =
٣
٨
Fac +

۴
٨
Fd +

١
٨
Fcs.

نتیجه گیری و بحث ٣

شامل که آمیخته ای توزیع های و منفرد پیوسته توزیع های به تاکنون

ذکر با است. پرداخته شده کمتر هستند منفرد پیوسته بخش

ͳمعرف بیشتر توزیع ها نوع این است شده ͳسع ͳمتنوع مثال های

متغیر توزیع تابع محدب تجزیه مثال ها این در همچنین گردد.

منفرد پیوسته و مطلق پیوسته گسسته، توزیع توابع به آمیخته ͳتصادف

است. مشخص شده تجزیه مؤلفه های و قرارگرفته ͳموردبررس
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Exploration of singular continuous distributions and convex linear combinations
of different distributions

Abstract:

In probability theory, a random variable (vector) is divided into discrete, absolutely continuous, singular continuous, and a

mixture of them. Absolutely discrete and continuous random variables (vectors) have been extensively studied in various

probability and statistics books. However, less attention has been paid to the issue of singular continuous distributions and

mixture distributions, part of which is singular continuous. In this article, an example of singular random vectors is given.

Also, examples of mixture random vectors are presented whose distribution function is a convex linear combination of

discrete, absolutely continuous, and continuous distribution functions.

Keywords: Random vector, Absolutely continuous, Mixture distribution, Contour set.
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