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چ΋یده:
به و مͳ شود استفاده بقا پیشامد Έی و ͳطول نشانگر اندازه گیری های بین ارتباط ͳبررس برای شونده پیΎیری مطالعات در توأم مدل های

در توأم مدل بندی زمینه در آماری دستاوردهای از بسیاری است. تعمیم یافته ͳرقابت مخاطره های یا و ͳطول نشانگر چند با وضعیت هایی

گرفته نظر در بقا مدل در ͳتبیین متغیرهای به عنوان ͳطول نشانگر از مشخصه هایی شامل که است متمرکزشده مشترک پارامتر مدل های

با رخداد خطر و ͳطول نشانگرهای بین ارتباط اینکه فرض با مدل این است، توأم پنهان رده مدل شناخته شده، کمتر رهیافت Έی مͳ شود.

نشانگرهای بین ارتباط مدل بندی در انعطاف پذیری دلیل به پنهان رده مدل است. بناشده مͳ شود، مشخص کاملا̈ پنهان رده ساختار Έی

نمای Έی مقاله این در است. مناسب ͳپیش بین برای به ویژه ͳتبیین متغیرهای برگرفتن در توانایی همچنین و پیشامد رخداد تا زمان و ͳطول

برآورد سپس و مͳ شود انجام شده بحث مدل های بر مروری ابتدا راستا، این در مͳ دهیم، ارائه آن تعمیم های و توأم پنهان رده مدل از ͳکل

مͳ گیرند. قرار ͳبررس و تحلیل مورد ͳواقع داده  ی مجموعه ی دو کاربرد، بخش در مͳ گیرد. قرار موردبحث مدل پارامترهای

.ͳرقابت مخاطره های پنهان، رده مدل بقا، مدل ،ͳطول داده های ماکسیمم، درستنمایی برآوردگر ،EM الΎوریتم کلیدی: واژه های

مقدمه ١

اندازه های دو هر ́ آوری جم به علاقه مند ،ͳطول مطالعات ͳبرخ در

ازآنجایی که توأم مدل های هستیم. بقا زمان پیشامد و ͳطول م΋رر

رخداد Έی خطر بین ارتباط گرفتن مدنظر با واحد تحلیل Έی

حائز بسیار مͳ دهند، ارائه زمان، ͳط در ͳطول نشانگر تغییرات و

است متداول ͳمطالعات چنین در آن ها از استفاده و هستند اهمیت

زمان و CD۴ها تعداد ،HIV مطالعات در به عنوان مثال، .[٣۵ ،٣٨]

آنتͳ ژن اندازه گیری های پروستات، سرطان مطالعه در و ایدز به ابتلا

مͳ شوند. ͳبررس سرطان عود خطر و (PSA) پروستات٣ مخصوص

بندی مدل هستند، همبسته برآمد دو مثال هایی، چنین در ازآنجاکه

است. ضروری و لازم برآمد دو پیوند گرفتن نظر در برای آن ها توأم

ͳط در ͳطول نشانگر ͳپیش بین به علاقه مند است مم΋ن همچنین،

پروستات، سرطان مطالعه مانند کاربردها ͳبرخ در زیرا باشیم، زمان

مͳ تواند آن ͳپیش بین و است اهمیت حائز بیماری عود بر PSA روند

شود. محسوب بیماری درمان برای شایان ذکری Έکم

خطاهای از ͳناش اریبی مͳ توان توأم مدل بندی از استفاده با

اصلاح را ͳطول نشانگر متناوب اندازه گیری و ͳتصادف اندازه گیری

نشانگر روند ͳبررس هدف، دیΎر، کاربردهای ͳبرخ در .[٣٢] کرد

وقوع از ͳناش اریبی توأم مدل بندی و است بیماری Έی ͳط در ͳطول

موردنیاز ͳزمان توأم مدل های نهایت، در مͳ کند. اصلاح را رخداد

وقوع خطر و ͳطول نشانگر داده های بین ارتباط درک که است

شامل توأم مدل بندی روش باشد. برخوردار بالایی اهمیت از رخداد

رخداد تا زمان مدل Έی و آمیخته مدل Έی معمولا˦ ͳطول مدل Έی

مدل دو این بین ارتباط و متناسب مخاطره مدل Έی معمولا˦ پیشامد

اثرهای قالب در پنهان، ͳاشتراک ساختار Έی از استفاده با که است

وجود زمینه این در شایان ذکری منابع مͳ شود. توصیف ،ͳتصادف

پارامترهای برآورد برای را بیزی و Έکلاسی استنباط دو هر که دارد

،٣۶ ،١٧ ،۴١ ،٨ ،٣٨ ،١٩ ،١۵ ،١۶ ،۴٠ ،١٠] به کاربرده اند توأم مدل

.[١٣ ،١٢ ،۵ ،۴ ،٣ ،٣٩

با تنها و همΎن داده های مدل بندی ام΋ان ͳتوأم مدل چنین

داده هایی تحلیل در آن از استفاده و مͳ سازد فراهم را الΎو Έی

معقول ۴΁پاس نمیرخ های از مختلف الΎوهای با زیرگروه هایی با

موردمطالعه جامعه بودن همΎن فرض ͳشرایط چنین در زیرا نیست

ͳبالین کارآزمایی های در مثال برای باشد. ́ گرایانه واق نمͳ تواند

جمعیت های دلیل به مختلف مراکز مͳ رود انتظار چندمرکزی
ͳاردبیل محقق دانشΎاه کامپیوتر، علوم و آمار ١گروه
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هم΋اران٧٢ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

ͳمتفاوت عمل΋ردهای مختلف، ͳارجاع الΎوهای و متفاوت بیمار

بالقوه زیرگروه های باید بنابراین، باشند. داشته اولیه بقا به نسبت

توزیع های است مم΋ن که را بقا نتایج و ͳطول اندازه گیری های

بΎیریم. نظر در کنند، دنبال را مختلف

چنین که نسبی مخاطره مدل های از استاندارد تعمیم Έی

به طور است. رده چندین گرفتن نظر در برمͳ گیرند، در را ساختاری

تقسیم ͳمختلف رده های به بیماران که است این بر فرض خاص،

اما دارد، را خودش به مربوط پایه مخاطره تابع رده هر که مͳ شوند

است. مشترک رده ها بین ͳرگرسیون ضرایب مقادیر

i بیمار مخاطره تابع شده، رده بندی مدل Έی تحت ͳعبارت به

مͳ شود: بیان زیر به صورت k رده به متعلق

hik(t) = h٠k(t) exp{γ
′
wi + αmi(t)}, (١)

بردار wi kام، رده پایه مخاطره تابع نشانگر h٠k(t) آن در که

ضریب α و wi با متناظر پارامترهای بردار γ ،ͳتبیین متغیرهای

است. ͳرگرسیون

در شده رده بندی نسبی مخاطره مدل زیر Έی با توأم مدل های

B‐اسپلاین تقریبی پایه مخاطره تابع عمل΋رد تحت ،JM بسته

است. موجود

شده، رده بندی نسبی مخاطره مدل های استاندارد فرمول اساس بر

مͳ شود. گرفته نظر در ثابت مختلف رده های در متغیر هر تأثیر

از بسیاری در زیرا نیست، ͳمنطق همیشه فرضیه این درصورتͳ که

داشته رده هر برای ͳمتفاوت اثر است مم΋ن متغیرها از ͳبرخ موارد

جمعیت با چندمرکزی ͳبالین کارآزمایی Έی در به عنوان مثال باشند.

کنیم فرض که باشد ͳمنطق است مم΋ن مرکز، هر در مشابه بیمار

که کرد ادعا نمͳ توان اما است، ی΋سان مختلف مراکز در سن اثر

چنین در مش΋ل رف΄ برای باشد. ی΋نواخت مراکز تمام در درمان اثر

رده هر برای متغیرها اثرات گرفتن نظر در با را (١) مدل مواردی

مͳ دهیم: تعمیم زیر به صورت

hik(t) = h٠k(t) exp{γk
′
wi + αkmi(t)}, (٢)

αk ͳرگرسیون ضرایب بل΋ه h٠k(t) پایه مخاطره تابع نه تنها آن در که

دارد. ͳبستگ k رده به هم γk و

مرتبط شده رده بندی توأم مدل به که پنهان رده توأم مدل های

مͳ شود استفاده ناهمΎن فرایندهای چنین به ͳرسیدگ برای مͳ باشد،

نظر در نیز توأم مدل های نوع این هدف و انگیزه .[٢٩ ،٢۴ ،٢٣]

برخلاف و بااین حال، است. جمعیت در ͳاحتمال ͳنΎناهم گرفتن

مͳ کنند فرض پنهان رده توأم مدل های شده، رده بندی توأم مدل

به هستند، پنهان مͳ دهند، تش΋یل را جامعه که زیرجامعه هایی که

مشاهده شده متغیرهای از Έهیچ ی توسط ͳنΎناهم که ͳمعن این

نیست. قابل دستیابی

توأم تحلیل برای پنهان رده مدل Έی [٢۴] هم΋اران و لین

احتمال آن ها کردند. پیشنهاد بقا داده های و ͳطول نشانگرهای

مشخص چندجمله ای Έلوژستی مدل Έی توسط را رده عضویت

بقا پیشامد و ͳطول فرایندهای که کردند فرض همچنین و کردند

مدل پارامترهای اساس، این بر هستند. مستقل پنهان رده هر در

الΎوریتم طریق از و ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با را

داده های مطالعه برای را خود مدل همچنین، کردند. برآورد EM

را زیرگروه چهار آن ها مدل بردند. کار به پروستات سرطان به مربوط

مخصوص آنتͳ ژن نشانگر مختلف سطوح بیان کننده که مͳ دهد نشان

است. پروستات سرطان به ابتلا خطر و پروستات

پیشامد هم زمان تحلیل برای را پنهان رده مدل Έی ،[٢١] لارسن

کار به پیری۵ و زنان ͳسلامت مطالعه در دودویی نشانگر چندین و بقا

توجه نشان دهنده که شد کشف پنهان رده سه مدل، این اساس بر برد.

الΎوی آمیخته مدل Έی [٢٣] پژوهش در است. تحرک مسئله به

مطالعات در گاهͳ بخش آ متناوب گمشده داده های برای پنهان۶

شد. ارائه ͳطول

در که رخداد Έی با پنهان رده مدل [١۴] هم΋اران و هان

به طوری که دادند تعمیم رخداد چند به را بود معرفͳ شده [٢۴] تحقیق

گمشده داده های برای معرفͳ شده پنهان الΎوی آمیخته مدل های

تحت خاص ͳحالت به عنوان را [٢٣] منبع در گاهͳ بخش آ متناوب

مدل [٣۴] هم΋اران و شین است. برگرفته در پارامتری الΎوی Έی

انصراف با رسته ای داده های ͳبررس برای تعدیل یافته پنهان رده

کردند. ارائه سیΎار ترک داده های تحلیل برای را گاهͳ بخش آ

نشانگر بین ارتباط ͳبررس برای پنهان رده توأم مدل Έی همچنین،

در پروستات سرطان عود و پروستات مخصوص آنتͳ ژن ͳطول

است. پیشنهادشده [٣٣] پژوهش

فرض ذکرشده، مقالات در استفاده شده روش های بیشتر

در را پنهان رده هر برای بقا و ͳطول پیشامدهای ͳشرط استقلال

به برای است مم΋ن ،ͳشرط استقلال فرض چنین گرفته اند. نظر

به باشد، ͳناکاف بقا و ͳطول پیشامد دو بین ͳهمبستگ آوردن دست

و ارتباط قدرت کم برآوردی به منجر است مم΋ن که صورت این

Έی البته .[٢۵] شود فرایند دو این بین پیوند ساختار قطعیت عدم

ارزیابی برای [٢٠] هم΋اران و جاکمین‐گادا توسط امتیاز آزمون

برقرار توأم پنهان رده مدل های در ͳشرط استقلال فرض آیا اینکه

است. پیشنهادشده خیر، یا است

بقا، و ͳطول داده های توأم مدل بندی برای [١١] هم΋اران و گری
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کردند پیشنهاد پنهان رده دو با توأم پنهان رده تغییر نقطه مدل Έی

مدل Έی از استفاده با را Έی پنهان رده ͳطول پیشامد آن در که

دو پنهان رده ͳطول پیشامد و مبدأ٧ از تنها‐عرض ͳتصادف اثرات

مدل بندی تقسیم شده ͳتصادف تغییر نقطه مدل Έی از استفاده با را

و بینکنز بردند. کار به مدل برازش برای بیزی روش Έی و کردند

ناقص ͳطول داده های تحلیل برای را پنهان رده مدل ،[۶] هم΋اران

مدل بقا، پیشامد گرفتن نظر در بدون به طوری که بردند. کار به

کردند. استفاده ͳگمشدگ وضعیت برای را Έلوژستی

چارچوب در را توأم ͳتصادف اثرات مدل ،[٢۵] هم΋اران و لیو

در موجود ͳنΎناهم به بتوانند بهتر تا کردند ادغام پنهان رده مدل

دست متداول روش Έی از استفاده با بقا و ͳطول فرایند دو هر

توأم مدل Έی پنهان، رده هر در که کردند فرض آن ها کنند. پیدا

وجود مشترک ͳتصادف اثرات با ͳطول و بقا انتهایی نقاط از متمایز

نظر این از است، ́ تر جام آن ها مدل که دادند نشان و باشد داشته

را مͳ گذارند تأثیر پنهان رده عضویت بر که عامل هایی مͳ تواند، که

کند. مدل بندی را بقا فرایند و ͳطول اندازه های بین ارتباط و شناسایی

رده‐ اثرات مͳ تواند ͳکل ساختار Έی کردن فراهم با این، بر علاوه

لازم بΎیرد. نظر در ͳطول و بقا مدل های روی را متغیرها مشخص

برای پنهان رده مدل از استفاده اخیر سال های در که، است ذکر به

قرارگرفته موردتوجه بیشتر بقا زمان و ͳطول داده های توأم مدل بندی

در مدل بندی نوع این از کاربردهایی همچنین، است. توسعه یافته و

است. مطرح شده ͳبالین آزمایش های

چندین ،ͳبالین وقایع تعداد بر علاوه آسیب شناسͳ ها، از ͳبرخ در

در معمولا˦ و مͳ شوند ́ آوری جم زمان طول در رخداد یا نشانگر

نتایج طریق از موردنظر ͳطول فرایند انجام که مͳ دهند رخ مواردی
٨(AD) آلزایمر بیماری در مثال، برای باشد. دشوار مشاهده شده

اندازه گیری متعدد ͳروان سنج آزمایش های با ٩ͳشناخت عمل΋رد

همچنین .[٢٨] شود زده تخمین بهتر بنیادی شناخت تا مͳ شود

نشانگرها از مجموعه ای توسط ͳزندگ کیفیت دیΎر، به عنوان مثال

از مجموعه ای توسط عمل΋ردی١٠ ͳوابستگ یا مͳ شود اندازه گیری

مدل ازاین رو، .[٢٧] مͳ شود تعریف ͳزندگ روزمره فعالیت های

رخداد Έی و ͳطول نشانگر Έی بر تمرکز با ابتدا توأم، پنهان رده

ͳطول نشانگر چندین حالت های به سپس و است شده مطالعه ͳبالین

علت‐ مفهوم به رخداد چند یا و گسسته‐ترتیبی) یا (پیوسته

است. تعمیم یافته ͳرقابت مخاطره های برای مشخص

مدل بندی برای ͳغیرخط پنهان رده روش Έی ،[٢٩] پژوهش در

است. پیشنهادشده بقا زمان و متغیره چند ͳطول اندازه های توأم

از مروری مقاله Έی [٣٢] هم΋اران و پروست‐لیما همچنین

پیشامد رخداد تا زمان و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های

ͳمعرف آمیخته مدل Έی ،[٩] هم΋اران و انتینک کردند. ارائه

آورد، دست به را توسعه ای١١ مسیرهای در موجود ͳنΎناهم که کردند

ͳتبیین متغیرهای سایر و ١٢ͳسطح چند ΁پاس مدل توسط درحالͳ که

الΎوی Έی مدل بندی به منظور نبود. توصیف قابل کامل به طور

Έی بیزی دیدگاه با ،[٧] هوانگ و چن ،ͳطول پیشامد برای ͳغیرخط

توزیع با پارامتری نیمه آمیخته اثرات توأم مدل های از ͳمتناه ترکیب

هوانگ همچنین، آوردند. دست به ͳطول اندازه های برای t‐چوله

ناهمΎن چندمتغیره ͳطول داده های مدل بندی برای [١٨] هم΋اران و

برای ͳغیرخط آمیخته اثرات مدل های از ͳمتناه ترکیبی ،ͳغیرخط

آن ها، به علاوه گرفتند. نظر در ͳطول نشانگر پنهان رده مدل بندی

متناسب مخاطرات از استفاده با را رخداد پیشامد چندین مدل بندی

تابع به صورت پنهان رده هر برای مخاطره تابع که کردند پیشنهاد

رده مدل Έی ،[٣٧] هم΋اران و رونت مͳ شود. تعریف پله ای

فاصله ای شده سانسور رخدادهای برای بیماری‐مرگ توأم پنهان

تفسیر دو آن ها کردند. پیشنهاد ͳطول نشانگر Έی و ͳرقابت نیمه

و ͳمارکوف نیمه دیΎری، و ͳمارکوف ،ͳ΋ی دادند، توسعه را مدل از

چندگانه ͳطول نشانگرهای از توأم تحلیل برای تعمیم Έی همچنین

کردند. ارائه

مخاطرات و ͳطول نشانگرهای ،[٢٧] هم΋اران و پروست‐لیما

هم به مشترک پنهان رده های از استفاده با را عقل زوال و ͳطبیع مرگ

نمایش با که ͳپنهان زیرجامعه های پنهان، رده های این زدند. پیوند

مشخص شده اند رخدادها مخاطره و نشانگر برای تغییرات از ͳمعین

نوع دو جداسازی بر علاوه به این ترتیب، مͳ کند. فرمول بندی را

مورد ͳنΎناهم Έی ،ͳوابستگ انعطاف پذیر مدل بندی و ͳهمبستگ

مͳ کنند. مدل نیز را رخداد خطرات و ͳطول منحنͳ های در انتظار

lcmm نام با R نرم افزاری بسته Έی [٣١ ،٣٠] همچنین،

آماری مدل های برآورد برای را توابع از مجموعه ای که کردند ͳمعرف

تابع جمله، از مͳ کند. فراهم ͳخط آمیخته مدل تئوری اساس بر

برای توأم پنهان رده آمیخته مدل های برآورد برای Jointlcmm

که بقا پیشامد Έی و (١٣ͳخم خط یا ͳگوس) ͳطول پیشامد Έی

Έی در و باشد راست‐سانسورشده یا شده چپ‐بریده مͳ تواند
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هم΋اران٧۴ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

رده روش Έی ،[٢٢] هم΋اران و ͳل شود. تعریف ͳرقابت ساختار

ͳطول نشانگر چند و رخداد تا زمان پیشامد توأم مدل بندی برای پنهان

به را شده سانسور نشانگر اندازه گیری های درحالͳ که کردند پیشنهاد

و آندرینوپولو آورده اند. به حساب تشخیص١۴ محدودیت های دلیل

بهینه، رده تعداد انتخاب محدودیت های به غلبه برای [٢] هم΋اران

مدل در را پنهان رده های بیزی، کاملا̈ روی΋رد Έی از استفاده با

رده های تعداد انتخاب برای و کردند ادغام مشترک پارامتر توأم

کردند. ͳمعرف آمیخته مدل ساختار Έی بهینه

از دوم بخش در است. شده ͳسازمان ده به این ترتیب مقاله این

مدل بندی شامل که مͳ کنیم ͳمعرف را توأم پنهان رده مدل مقاله، این

و ͳطول اندازه های توأم مدل بندی و بقا زمان و ͳطول داده های توأم

مدل  کاربرد به بعد بخش  در است. ͳرقابت مخاطره های داده های

نتیجه گیری و بحث با مقاله این پرداخت. خواهیم توصیف شده

مͳ یابد. خاتمه

پنهان رده توأم مدل های ٢

زمان و ͳطول داده های توأم مدل بندی ٢. ١
بقا

تعداد G که مͳ کنیم فرض پنهان، رده توأم مدل های تعریف برای

نشانگر و مͳ دهند تش΋یل را ما ͳاصل جامعه که باشد زیرجامعه هایی

تعریف g = ١, ..., G ،ci = g به صورت را (پنهان) نشده مشاهده رده

مͳ دهد. نشان g پنهان رده در را مؤلفه iامین عضویت که مͳ کنیم

(Ti, δi) دوتایی رخداد، نشانگر به عنوان δi گرفتن نظر در با

yi بردار همچنین مͳ کند، توصیف را مشاهده شده رخداد زمان

توأم مدل پارامترهای کل بردار θ و ͳطول اندازه های نشان دهنده

ͳشرط استقلال مفروضات تحت مدل ها این صورت این در است،

هستند: برقرار زیر

P (Ti, δi,yi|ci = g, bi;θ) = P (Ti, δi|ci = g;θ) (٣)

×P (yi|ci = g, bi;θ),

P (yi|ci = g, bi;θ) =
∏
j

P{yi(sij)|ci = g, bi;θ}.

اندازه گیری های بین ͳهمبستگ که است این بر فرض مدل ها این در

مͳ شود، بیان bi ͳتصادف اثرات توسط ͳطول فرایند در م΋رر

شاخص توسط ͳطول فرایند و رخداد زمان بین ارتباط درحالͳ که،

پنهان مؤلفه دو از استفاده مͳ شود. داده توضیح ci مشترک پنهان رده

انعطاف پذیرتر ساختارهای ایجاد ام΋ان که است سودمند نظر این از

توأم مدل با مقایسه در بقا، زمان و ͳطول مدل زیر دو اشتراک برای

نوع دو هر برای را bi ͳتصادف اثرات مجموعه تنها که Έکلاسی

مͳ کند. فراهم مͳ گیرد، نظر در ارتباط

از ͳکل تعریف Έی مذکور، ͳشرط استقلال فرض های تحت

بود: خواهد زیر زیرمدل های شامل پنهان رده توأم مدل

(۴)

(Yi(s)|ci = g, bi;βg) = X
′

i(s)βg + Z
′

i(s)big + ϵi(s),

ϵi(s) ∼ N(٠, σ٢)

hi(t|ci = g;γg) = h٠g(t)exp(wi
′
γg)

πig = Pr(ci = g;λg) =
exp(ui

′
λg)∑G

L=١ exp(ui
′λg)

.

هم متفاوت پنهان رده های در بیماران مͳ کنیم فرض به طوری که

Έی وقوع برای ͳمختلف مخاطره تابع هم و متفاوت ͳطول تکامل

مدل Έی ،g پنهان رده تحت (۴) رابطه اول معادله دارند. رخداد

نشانگر تکرارشونده اندازه های بردار برای استاندارد ͳخط آمیخته

متفاوت زمان های در ،Yi(s) = (Yi(si١), ..., Yi(sini))
′ ،ͳطول

Xi آن در که مͳ گیرد نظر در را ،j = ١, ..., ni ،sij اندازه گیری

با متناظر بعدی q × ni و p × ni طرح ماتریس ترتیب به Zi و

big ͳتصادف اثرات بعدی q بردار و βg ثابت اثرات بعدی p بردار

ͳتصادف اثرات q‐بردار به طوری که است. g رده در iام فرد برای

نظر در big = bi|ci=g ∼ Nq(µg, Dg) به صورت، مشخص رده

اثرات بردار به عبارت دیΎر، .Dg = σ٢
gD آن، در که مͳ شود گرفته

که مͳ شود مشخص bi ∼
∑G

g=١ πigNq(µg, Dg) به صورت ͳتصادف

مͳ شود ملاحظه است. gام پنهان رده در عضویت احتمال πig آن در

تنها ،ci رده به ͳتصادف اثرات کوواریانس ماتریس ͳوابستگ که

به منظور و مͳ شود بیان ،σ٢
g ͳیعن واریانس پارامتر ضریب طریق از

مͳ شود. گرفته نظر در σG = ١ شناساپذیری

با کاکس متناسب خطر مدل Έی ،(۴) رابطه دوم معادله

که مͳ کند توصیف را رده‐مشخص پارامترهای و ͳخط عمل΋رد

فرد برای ͳ΋کم متغیر بردار wi و g رده پایه خطر تابع h٠g(t) آن در

است. γg پارامتر بردار با متناظر t زمان در iام

برای چندجمله ای مدل زیر Έی ،(۴) رابطه معادله آخرین

مͳ کند، مشخص را g = ١, ..., G ،g پنهان رده در عضویت احتمال

این با مرتبط ͳ΋کم متغیرهای از برداری بیانگر ui آن در که

با متناظر رده‐مشخص پارامتر بردار λ و iام فرد برای احتمالات

λG = ٠ فرض شناساپذیری برای و λ
′
= (λ

′
١, ...,λ

′
G) هستند. ui

مͳ گیریم. نظر در را

که است این معرفͳ شده توأم مدل از حاصل سودمند نتیجه Έی
14Detection Limits



ص٧١‐ ٨٧ ،۵١ پیاپی شماره ،١۴٠٠ تابستان و بهار ،١ شماره ششم، و بیست سال آماری، ٧۵اندیشه

کرد: بیان زیر فرم به را مدل این تحت درستنمایی لΎاریتم مͳ توان

(۵)
ℓ(θ) =

n∑
i=١

logP (Ti, δi,Yi)

=
n∑

i=١
log

{
G∑

g=١
Pr(ci = g;θ)hi(ti|ci = g;θ)

δi

×Si(ti|ci = g;θ)

×
∫
[
∏
j

P {Yi(sij)|ci = g, bi;θ} ]P (bi|ci = g;θ)dbi

}
=

n∑
i=١

log

{
G∑

g=١
πig(θ)hi(ti|ci = g;θ)

δi

×Si(ti|ci = g;θ)×P (Yi|ci = g;θ)

}
قابل دستیابی ͳبه راحت Έکلاسی توأم مدل با مقایسه در که

روش های به نیاز درستنمایی و بقا تابع محاسبه برای چون است،

موجود انتگرال به خصوص، ندارد. انتگرال ها محاسبه برای عددی

مخاطره تابع به (البته دارد بسته فرم Έی بقا تابع تعریف در

فرایند از زمان به وابسته مؤلفه هیچ چون دارد)، ͳهم بستگ پایه

اثرات به شرط نهایی انتگرال همچنین و نمͳ شود شامل را ͳطول

ͳشرط ͳطول مدل شامل تنها زیرا است، بسته ای فرم دارای ͳتصادف

است P (bi|ci = g) ͳتصادف اثرات ͳالΎچ و P (yi|ci = g, bi)

ͳگوس توزیع Έی به منجر عبارت دو هر نرمال فرض تحت که

مدل های در چالش برانگیز مسئله بااین وجود، مͳ شود. چندمتغیره

درستنمایی تابع لΎاریتم است مم΋ن که است این پنهان رده توأم

توصیه صورت این در که شود، ͳموضع ماکسیمم چندین به منجر

مقادیر از متفاوت مجموعه های از استفاده بار چندین با مͳ شود

حقیقت در کنیم. ͳبررس را همΎرایی و کنیم اصلاح را مدل اولیه

تقریب نداشتن ͳمحاسبات مزیت تقریباً مش΋ل، این که است ΀واض

اگر ͳحت مدل، مجدد اصلاح زیرا مͳ کند، باطل را انتگرال ها عددی

ͳپیچیدگ دارای همچنان باشد، Έکلاسی توأم مدل برازش از ساده تر

تعداد ابتدا از اینکه به توجه با همچنین مسئله این است. ͳمحاسبات

بنابراین، مͳ یابد. افزایش نیست، مشخص پنهان رده های مناسب

شوند داده برازش فزاینده رده های تعداد با مدل چندین است لازم

بهترین که کنیم انتخاب به گونه ای را رده ها تعداد آماری، ازنظر و

بر معمولا˦ انتخاب این باشد. داده انجام داده ها روی را برازش

مͳ شود. انجام BIC یا AIC مانند مدل انتخاب معیارهای اساس

تفسیر که است این پنهان رده توأم مدل های مورد در دیΎر مسئله

نیست. ساده بقا زمان و ͳطول مدل زیر اشتراک ساختار مورد در

وجود پارامترها از مجموعه ای هیچ پنهان، رده فرمول بندی تحت

Έی خطر و ͳطول فرایند دو پیوند قدرت مستقیم به طور که ندارد

ͳاصل موضوع موارد از بسیاری در که کند، اندازه گیری را رخداد

علاقه مند که ͳزمان توأم، مدل بندی نوع این اصل در بنابراین، است.

که ͳزمان نه و است مفید هستیم، هدف جامعه ͳنΎناهم بهبود به

فرایند دو ارتباط م΋انیسم از ساده تفسیر Έی ارائه به علاقه مند

.[٣۵] باشیم

طبقه بندی مͳ توان همچنین داده شده، برازش مدل از استفاده با

ماکسیمم از استفاده با که آورد دست به نمونه در را بیماران پسین

مͳ شود: حاصل ͳپسین احتمالات

π̂
(Y,T )
ig = Pr

(
ci = g | Ti, δi,Yi; θ̂

)
=

πig(θ̂)hi(Ti|ci=g;θ̂)
δiSi(Ti|ci=g;θ̂)P(Yi|ci=g;θ̂)∑G

l=١ πig(θ̂)hi(Ti|ci=l;θ̂)
δiSi(Ti|ci=l;θ̂)P(Yi|ci=l;θ̂)

,

نتیجه ĉi = argmax
g

{
Pr

(
ci = g | Ti, δi,Yi; θ̂

)}
رابطه بنابراین،

ͳمفهوم ازنظر که است، طبقه بندی شده g رده در iام فرد که مͳ دهد

است. ͳتصادف اثرات تجربی بیز برآورد مشابه

برآورد برای EM الΎوریتم از استفاده ٢. ١. ١
ͳطول داده های در پنهان رده مدل پارامترهای

بقا برآمد و

در پنهان رده های جم΄ با (۵) رابطه مستقیم کردن ماکسیمم

پیچیدگͳ های دارای است مم΋ن بالقوه، پارامتر صدها با و لΎاریتم

مدل بندی حوزه محققین از بسیاری ازاین رو، باشد، بسیار ͳمحاسبات

الΎوریتم از پنهان، رده مدل اساس بر بقا زمان و ͳطول داده های توأم

اساس بر کرده اند. استفاده توأم مدل پارامترهای برآورد برای EM

را مشاهده شده داده های درستنمایی لΎاریتم امتیاز تابع ،(۵) رابطه

آورد: دست به زیر به صورت مͳ توان

S(θ) =
∑
i

∂

∂θ′ logP (Ti, δi,Yi;θ) (۶)

=
∑
i

∂

∂θ′ log

∫ G∑
g=١

πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

×p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)dbi

=
∑
i

١
P (Ti, δi,Yi;θ)

∂

∂θ′

∫ G∑
g=١

πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

×p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)dbi

=
∑
i

١
p(Ti, δi,Yi;θ)

∫
∂

∂θ′ {
G∑

g=١
πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

×p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)}dbi

=
∑
i

∫
∂

∂θ′ log{
G∑

g=١
πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

×p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)}

×
∑G

g=١ πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

p(Ti, δi,Yi;θ)

×
p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)

١
dbi

=
∑
i

∫
∂

∂θ′ log{
G∑

g=١
πig(θ)p(Ti, δi|ci = g;θ)

×p(Yi|ci = g, bi;θ)p(bi|ci = g;θ)}

×p(bi|Ti, δi,Yi, ci = g;θ)dbi.



هم΋اران٧۶ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

مشاهده شده داده های امتیاز بردار که مͳ کنیم ملاحظه بنابراین،

نسبت کامل داده های امتیاز بردار ͳریاض امید مقدار به صورت

اگر ͳعبارت به مͳ آید. دست به ͳتصادف اثرات پسین توزیع به

گمشده داده های به عنوان را biها ͳتصادف اثرات و ci رده عضویت

مͳ کند. ایفا دوگانه نقش S(θ) برای حاصل رابطه بΎیریم، نظر در

اینکه فرض با θ به نسبت را امتیاز معادلات اگر خاص، به طور

باشد، ثابت θ از ͳقبل تکرار مقدار در p(bi|Ti, δi,Yi, ci = g;θ)

اگر درحالͳ که داشت، خواهیم EM الΎوریتم Έی کنیم، حل

p(bi|Ti, δi,Yi, ci = اینکه فرض با و θ به نسبت را امتیاز معادلات

سازی ماکسیمم با متناظر کنیم، حل است، θ از ͳتابع g;θ)

اگر بود. خواهد مشاهده شده داده های درستنمایی لΎاریتم مستقیم

ui و wi ،Zi ،Xi ͳ΋کم متغیرهای ترکیب بردار نشان دهنده X̆i

درستنمایی لΎاریتم صورت این در باشد، (۴) رابطه در تعریف شده

است: قابل محاسبه زیر به صورت (Yi, Ti, δi, bi, ci) کامل داده های

(٧)
ℓcom(θ;Y , T, δ, X̆, b, c) =

n∑
i=١

{
logPr

(
ci | X̆i

)
+ logP (bi|ci)

+ logP
(
Yi | bi, ci, X̆i

)
+ logP

(
Ti, δi | ci, X̆i

)}
,

زیر به صورت مͳ توان را (٧) رابطه عبارت های از Έی هر بسط

کرد: محاسبه

(٨)

logPr
(
ci | X̆i

)
=

G∑
g=١

cig

{
ui

′
λg − log

[
G∑

L=١

exp(ui
′
λg)

]}
,

logP (bi | ci) =

G∑
g=١

cig (log(πig) + log ϕq(big | µg , Dg))

=

G∑
g=١

cig

{
ui

′
λg − log

[
G∑

L=١

exp(ui
′
λg)

]

−
q

٢
log(٢π)−

١
٢
log |Dg |

−
(big − µg)

′
D−١

g (big − µg)

٢

}
, (٩)

logP
(
Yi | bi, ci, X̆i

)
=

G∑
g=١

cig log(Yi(s) | bi, ci, X̆i) (١٠)

=
G∑

g=١
cig

{
−
ni

٢
log(٢π)−

١
٢
log(σ٢)

−
١
٢

(
Yi(s)−X

′
iβg − Z

′
ibig

)′

× σ−٢Ini

(
Yi(s)−X

′
iβg − Z

′
ibig

)}
,

logP
(
Ti, δi | ci, X̆i

)
=

G∑
g=١

cig

{
δi log hi(ti | ci, X̆i) (١١)

+ logSi(ti|ci, X̆i)
}

=
G∑

g=١
cig

{
δi(log h٠g(ti) +wi

′
γg)

+ log

{∫ ∞

ti

h٠g(t) exp(wi
′
γg) dt

}}
.

لΎاریتم تابع ͳریاض امید مقدار به عنوان را Q(θ|θ(r)) تابع

مشاهده داده های ͳشرط توزیع به نسبت کامل داده های درستنمایی

زیر به صورت rام مرحله در پارامتر مقدار و مشاهدات به شرط نشده

مͳ کنیم: تعریف

Q(θ|θ(r)) = Eb,c|Y ,T,δ,X̆;θ(r) [ℓc(θ;Y , T, δ, X̆, b, c)], (١٢)

خواهیم Q(θ|θ(r)) تابع در (٨) معادلات جایΎذاری با بنابراین

داشت:

Q(θ|θ(r)
) =

n∑
i=١

E
b,c|Y ,T,δ,X̆;θ(r)

[
ℓcom(θ;Yi, Ti, δi, X̆i, bi, ci)

]

=

n∑
i=١

E
b,c|Y ,T,δ,X̆;θ(r)

[
logPr

(
ci | X̆i

)
+ logP (bi|ci, X̆) + logP

(
Yi | bi, ci, X̆i

)
+ logP

(
Ti, δi | ci, X̆i

)]
=

n∑
i=١

٢
G∑

g=١

{
E(cig|Yi, Ti, δi, X̆; θ

(r)
)

×
(
u

′
iλg − log

(
G∑

L=١

exp(ui

′
λg)

))}

+

G∑
g=١

E(cig|Yi, Ti, δi, X̆; θ
(r)

)

×
(
−

q + ni

٢
log(٢π) −

١
٢
log |Dg| −

١
٢
log(σ

٢
)

)

+

G∑
g=١

{
−

١
٢
E
(
cigb

′
igD

−١
g big − ٢cigµ

′
gD

−١
g big

+cigµ
′
gD

−١
g µg|Yi, Ti, δi, X̆; θ

(r)
)}

+

G∑
g=١

{
−

١
٢
E

(
σ
−٢

cig
(
Yi(s) − X

′
iβg

)′ (
Yi(s) − X

′
iβg

)
−٢σ−٢

cig
(
Yi(s) − X

′
iβg

)′
Z

′
ibig

+σ
−٢

cigb
′
igZiZ

′
ibig|Yi, Ti, δi, X̆; θ

(r)
)}

+

G∑
g=١

E(cig|Yi, Ti, δi, X̆; θ
(r)

)
(
(log h٠g(ti) + wi

′
γg)

+ log

{∫ ∞

ti

h٠g(t) exp(wi

′
γg) dt

})
+

G∑
g=١

E (cig

log

{∫ ∞

ti

h٠g(t) exp(wi

′
γg) dt

}
|Yi, T

obs
i , X̆; θ

(r)

)]

ͳشرط ریاضͳ های امید محاسبه :EM الΎوریتم E گام

نشان دهنده x̃ = E
(
x | y, T, δ, X̆

)
≡ Ẽ(x) این که، فرض با

داده های به شرط x ͳتصادف متغیر (ͳپسین) ͳشرط ͳریاض امید

زیر به صورت را ͳشرط ریاضͳ های امید مͳ توان باشد، مشاهده شده

آورد. دست به

مͳ کنیم: محاسبه زیر به صورت را رده عضویت ͳشرط امید ابتدا

(١٣)
c̃ig = E

(
cig | Yi, Ti, δi, X̆i;θ

(r)
)

=
πigP (Yi | cig = ١, X̆i;θ

(r))P (Ti, δi | cig = ١, X̆i;θ
(r))∑G

g=١ πigP (Yi | cig = ١, X̆i;θr)P (Ti, δi | cig = ١, X̆i;θ(r))
,



ص٧١‐ ٨٧ ،۵١ پیاپی شماره ،١۴٠٠ تابستان و بهار ،١ شماره ششم، و بیست سال آماری، ٧٧اندیشه

آن در که

(١۴)

P (Yi | X̆i, cig = ١) = MVNni

(
Xiβ, Ziσ

٢
gDZ

′
i + σ٢Ini

)

بعدی ni چندمتغیره نرمال ͳالΎچ نشان دهنده MVNni(mu,Σ) و

است. Σ واریانس و µ میانگین با

دست به زیر رابطه از P (Ti, δi | cig = ١, X̆i;θ
(r)) همچنین،

مͳ آید:

P (Ti, δi | cig = ١, X̆i;θ
(r)) = h٠g(t) exp(wi

′
γg

(r))

×
{∫∞

ti
h٠g(t) exp(wi

′
γg

(r)) dt
}
.

نرمال به صورت است محاسبه شده پیوست در که bigها ͳپسین توزیع

مͳ آید: دست به Vi واریانس و µ∗
g میانگین با ترتیب به چندمتغیره

big | cig,Yi, X̆i;θ ∼ MVNq(µ
∗
g, Vi),

Vi = و µ∗
g = Vi

(
Zi(Yi −X

′
iβg)σ

−٢ +D−١
g µg

)
آن در )که

ZiZ
′
iσ

−٢ +D−١
g

)−١
.

محاسبه زیر به صورت را ͳشرط امیدهای سایر اساس، این بر

آوردن دست به نحوه و بیشتر جزییات که است ذکر به لازم مͳ کنیم.

است: شده آورده پیوست در ͳشرط ریاضͳ های امید این

b̃ig = Vi

(
Zi(Yi − X

′
iβ

(r)
g )σ

−٢(r)
+ D

−١
g µg

(r)
)
, (١۵)

b̃igb
′
ig = Vi + b̃ig

((
(Yi − X

′
iβ

(r)
g )

′
Z

′
iσ

−٢(r)
+ µ

′
g

(r)
D

−١
g

)
Vi

)
,

˜cigbig = ˜cig
(
b̃ig

)
,

˜cigb
′
igD

−١
g big = tr

(
c̃igD

−١
g

(
b̃igb

′
ig

))
,

˜cigb
′
igZiZ

′
ibig = tr

(
c̃igZiZ

′
i

(
b̃igb

′
ig

))
,

محاسبه برای نهایت در

E(cig log
{∫∞

ti
h٠g(t) exp(wi

′
γg) dt

}
|Yi, T i

obs, δi, X̆;θ(r)

زمان های نشان دهنده T obs
i آن در که مͳ گردد اتخاذ عددی روش های

است. δi = ١ نشانگر با مشاهده شده

بیشینه سازی :EM الΎوریتم M گام

،ͳقبل گام در حاصل ͳشرط امیدهای اساس بر مرحله، این در

مقدار و مͳ کنیم بیشینه الΎوریتم از تکرار هر در را Q(θ|θ(r)) تابع

مͳ آوریم. دست به را پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآوردگر جدید

مͳ آید: دست به پارامترها برای بسته فرم با زیر عبارت های

D̂
(r+١)
g = argmax

Dg

{Q(θ|θ(r))} (١۶)

=
١
n

n∑
i=١

{(
b̃ig − µg

)(
b̃ig − µg

)′}
β̂
(r+١)
g = argmax

βg

{Q(θ|θ(r))}

=

(
n∑

i=١
XiX

′
i

)−١ n∑
i=١

Xi

(
Yi − Zib̃ig

)′

σ̂٢(r+١)
= argmax

σ٢
{Q(θ|θ(r))}

=
١∑n

i=١ ni

n∑
i=١

{
(Yi −X

′
i β̂g)

′ (
Yi −X

′
i β̂g − ٢Z

′
i
˜big

)
+ ˜b

′
igZiZ

′
i big

}
µ̂

(r+١)
g = argmax

µg

{Q(θ|θ(r))}

=
n∑

i=١
c̃igbig ( ˜cig)

−١ ,

روش های از و ندارد وجود بسته فرم زیر پارامترهای برای همچنین،

مͳ شود: استفاده آن ها برآورد برای عددی

λ̂(r+١)
g = argmax

λg

{Q(θ|θ(r))}, γ̂(r+١)
g = argmax

γg

{Q(θ|θ(r))}.

معیار که مͳ دهیم ادامه جایی تا را الΎوریتم M و E گام های

گردد: برقرار زیر همΎرایی

ℓ(θ(r+١))− ℓ(θ(r)) < ϵ,

تابع و مͳ شود گرفته نظر در ͳ΋کوچ بسیار مثبت مقدار ϵ آن در که

مͳ باشد. مشاهده شده داده های درستنمایی لΎاریتم ℓ(θ)

و ͳطول اندازه های توأم مدل بندی ٢. ٢
ͳرقابت مخاطره های داده های

ͳطول اندازه های توأم مدل بندی به منظور پنهان رده مدل تعریف برای

که مͳ کنیم فرض ͳقبل بخش مشابه ،ͳرقابت مخاطره های داده های و

را پنهان رده نشانگر و باشد تش΋یل شده زیرجامعه G از ͳاصل جامعه

iامین عضویت که مͳ کنیم تعریف g = ١, ..., G ،ci = g به صورت

رخداد زمان T ∗
ik مͳ کنیم فرض مͳ دهد. نشان g پنهان رده در را مؤلفه

در باشد، iام مؤلفه برای سانسور زمان T̃i و k = ١, ...,K kام، عامل

مشاهده شده رخداد زمان Ti = min(T̃i, T
∗
i١, ..., T

∗
iK) صورت این

δi = k که مͳ گیریم نظر در رخداد نشانگر به عنوان را δi بود. خواهد

و است رخ داده بقیه از زودتر kام عامل که است این نشان دهنده

که ͳزیرمدل سه ادامه در باشد. شده سانسور iام فرد اگر δi = ٠

مدل Έی مͳ کنیم. ͳمعرف را است توأم پنهان رده مدل مشخص کننده

مشخص رده پارامترهای با پیوسته ͳطول نشانگر برای ͳخط آمیخته



هم΋اران٧٨ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

به صورت را مͳ کند توصیف ci = g به نسبت را Yiها ͳشرط توزیع که

مͳ گیریم: نظر در زیر

Yi(s) = X
′
i (s)βg + Z

′
i (s)big + ϵi(s),

ϵi(s) ∼ N(٠, σ٢), i = ١, ..., n,
(١٧)

Yi(s) = به صورت ͳطول نشانگر تکرارشونده اندازه های

i = ،sij اندازه گیری متفاوت زمان های در (Yi(si١), ..., Yi(sini))
′

بردار Xi آن در که مͳ شود گرفته نظر در ،j = ١, ..., ni ،١, ..., n

اثرات با متناظر ضرایب بردار Zi و βg ثابت اثرات با متناظر ضرایب

توزیع دارای big بردار است. g رده در iام فرد برای big ͳتصادف

به صورت مشخص رده کوواریانس ماتریس و میانگین با نرمال

.σG = ١ آن در و مͳ شود گرفته نظر در ،big ∼ N(µg, σ
٢
gD)

مخاطره های برای رده‐مشخص متناسب مخاطره مدل Έی همچنین

رخداد مخاطره که مͳ شود فرض مدل این در مͳ کنیم. تعریف ͳرقابت

داده شرح ͳ΋کم متغیرهای اساس بر و است همΎن رده هر برای

به صورت iام فرد برای g رده در k عامل رخداد مخاطره مͳ شود.

مͳ شود: گرفته نظر در زیر

hik(t|ci = g) = h٠kg(t, νkg)exp(wik
′
γkg),

k = ١, ...,K, g = ١, ..., G,
(١٨)

عامل رخداد مخاطره با متناظر ͳ΋کم متغیرهای بردار wi آن در که

h٠kg پایه مخاطره تابع است. γkg پارامترهای بردار با g رده در k

(νkg (با پارامتری به صورت و است مشخص عامل هر و رده هر برای

با یا و گامپرتز یا وایبول مثل استاندارد بقا توزیع Έی از استفاده با

انعطاف برای M‐اسپلاین ها یا پله ای توابع از ͳکم تعداد از استفاده

چندجمله ای رگرسیون مدل Έی سرانجام مͳ شود. مدل بندی بیشتر،

پنهان رده عضویت احتمال مدل برای ͳ΋کم متغیرهای اساس بر

مͳ گیریم: نظر در زیر به صورت

πig = Pr(ci = g) =
exp(ui

′
λg)∑G

L=١ exp(ui
′λg)

, (١٩)

پارامترهای بردار با مرتبط ͳ΋کم متغیرهای از برداری ui آن در که

عمل، در و است مبدأ از عرض شامل ui است. λg رده‐مشخص

نمͳ شود فرض رده عضویت برای پیش بینͳ کننده ای هیچ که ͳزمان

مرج΄ رده Έی شناساپذیری، برای مͳ یابد. کاهش مبدأ از عرض به

.λG = ٠ نتیجه در مͳ کنیم، انتخاب را G رده که است لازم

مخاطره های داده های و ͳطول اندازه های توأم پنهان رده مدل

از ͳمعین تعداد برای درستنمایی لΎاریتم کردن ماکسیمم با ͳرقابت

G از ͳمتفاوت مقادیر با مدل هایی سپس مͳ شود، برآورد G پنهان رده

که برداری مͳ شوند. مقایسه باهم ،BIC مانند معیارها، ͳبرخ توسط

(١٩) و (١٨)،(١) تعریف شده مدل زیر سه پارامترهای تمام شامل

گرفتن نظر در با مͳ دهیم. نمایش θ با را است پنهان رده G با

شدند، ͳمعرف ͳقبل بخش در که (٣) ͳشرط استقلال مفروضات

نوشت: زیر به صورت مͳ توان را درستنمایی لΎاریتم

ℓ (θ) =
∑n

i=١ log
∑G

g=١{P (Yi | ci = g;θ)

×P (Ti, δi | ci = g;θ)Pr (ci = g | θ)},
(٢٠)

مͳ آید دست به (١٩) فرمول از Pr (ci = g | θ) = πig رابطه، این در

مͳ شود: بیان زیر به صورت ͳرقابت مخاطره های مدل ͳالΎچ تابع و

P (Ti, δi | ci = g;θ) = exp
{
−
∑K

k=١ Hk (Ti | ci = g;θ)
}

×
∏K

k=١ hk (Ti | ci = g;θ)I(δi=k) ,

علت‐مشخص لحظه ای مخاطره hk (Ti | ci = g; θ) آن در که

مخاطره تابع Hk (Ti | ci = g; θ) و (١٨) رابطه در تعریف شده

همچنین، است. آن با متناظر ͳتجمع

P (Yi | ci = g;θ) =
∫
[
∏
j

P (Yi(sij)|ci = g, bi;θ) ]

×P (bi|ci = g;θ)dbi, j = ١, ..., ni.

آورد. دست به توأم مدل از مͳ توان را ͳپسین احتمالات همچنین،

برای داده شده مشاهدات تمام به شرط رده عضویت ͳپسین احتمالات

π
(Y,T )
ig (θ) = Pr(ci = به صورت که را رخدادها و ͳطول نشانگر

افراد ͳپسین طبقه بندی برای را مͳ کنیم تعریف g|Yi, Ti, δi;θ)

آن در که مͳ دهیم، قرار مورداستفاده

π̂
(Y,T )
ig = Pr

(
ci = g | Yi, T̃i, δi; θ̂

)
=

π̂igP (Yi | ci = g; θ̂)P (Ti, δi | ci = g;θ)∑G
l=١ π̂ilP (Yi | ci = l; θ̂)P (Ti, δi | ci = g;θ)

,

و

ĉi = argmax
g

{
Pr

(
ci = g | Yi, Ti, δi; θ̂

)}
.

برآورد برای EM الΎوریتم از استفاده ٢. ٢. ١

ͳطول داده های در پنهان رده مدل پارامترهای
ͳرقابت مخاطره های برآمدهای و

رده توأم مدل پارامترهای برآورد برای ͳقبل بخش زیر در آنچه مشابه

دادیم، شرح EM الΎوریتم از استفاده با بقا و ͳطول داد ه های پنهان

رده مدل پارامترهای الΎوریتم این از استفاده با مͳ توان نیز اینجا در

مخاطره داده  های و ͳطول اندازه های توأم مدل بندی برای را پنهان

رخداد زمان توزیع که تفاوت این با تنها آورد. دست به ͳرقابت

در تعریف شده عامل K رخداد مخاطره های از استفاده با مشاهدات

داشت: خواهیم بنابراین مͳ آید. دست به مدل

Q(θ|θ(r)
) =

n∑
i=١

E
b,c|Y ,T,δ,X̆;θ(r)

[
ℓcom(θ;Yi, Ti, δi, X̆i, bi, ci)

]
=

n∑
i=١

E
b,c|Y ,T,δ,X̆;θ(r)

[
logPr

(
ci | X̆i

)
+ logP (bi|ci, X̆) + logP

(
Yi | bi, ci, X̆i

)
+ logP

(
Ti, δi | ci, X̆i

)] (٢١)
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آن در که

logP
(
Ti, δi | ci, X̆i

)
= −

∑K
k=١ Hk (Ti | ci = g;θ)

+
∑K

k=١ I(δi = k) log {hk (Ti | ci = g;θ)}

بخش زیر در متناظر موارد مشابه ،(٢١) رابطه در عبارت ها بقیه و

ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای نتیجه، در مͳ شوند. محاسبه ͳقبل

آورد. دست به مͳ توان را EM الΎوریتم از استفاده با

θ̂(r+١)
g = argmax

θg

{Q(θ|θ(r))}.

کاربرد ٣

تابع از استفاده با پنهان رده توأم مدل های R نرم افزار در

مͳ شوند داده برازش lcmm نرم افزاری بسته از Jointlcmm()

به طور است لازم ابتدا که JointModel() تابع برخلاف .[٣٠]

دهیم، برازش را بقا و ͳخط آمیخته اثرات مدل های جداگانه

که دارد جداگانه فرمول ارائه به نیاز تنها Jointlcmm() تابع

مͳ کند. مشخص را مدل مختلف قسمت های

برای ایدز داده مجموعه از پنهان رده مدل Έی به عنوان مثال،

رده مدل Έی همچنین و بقا زمان و ͳطول داده های توأم مدل بندی

و ͳطول داده های توأم مدل بندی به منظور صرع داده های برای پنهان

مͳ کنیم. ͳبررس را ͳرقابت مخاطره های

ایدز داده های ٣. ١

نقص ویروس به آلوده بیمار n = ۴۶٧ ایدز، داده های مجموعه  در

داروی دو با درمان تحت ͳتصادف به طور (HIV ) ͳانسان ͳایمن

مطالعه، این در مͳ گیرند. قرار (ddC) زالتیسابین و (ddI) دیدانوسین

مطالعه ابتدا از ماه دو هر CD۴ سلول های تعداد م΋رر اندازه های

نظر در نیز مرگ تا زمان پیشامد همچنین، مͳ شوند. ثبت ماه ٢٠ تا

پیشامد و CD۴ها تعداد بین ارتباط مطالعه، این در مͳ شود. گرفته

پیشامد دو این روی بر ddC و ddI داروهای تأثیر همچنین و مرگ،

مطالعه این ͳطراح مورد در بیشتر جزئیات مͳ گیرد. قرار موردتوجه

یافت. [١] در مͳ توان را

در ،ͳطول بخش برای داده، مجموعه این اساس بر بنابراین،

عرض ͳتصادف قسمت در و درمان و زمان ͳاصل تأثیر ثابت قسمت

مͳ گیریم: نظر در را ͳتصادف شیب و ͳتصادف مبدأ از

(٢٢)
yi(s)|ci=g = β٠g + β١gs+ β٢gddIi + bi٠ + bi١s+ εi(s),

i = ١, ..., n, g = ١, ..., G.

اثرات قسمت در متغیر دو هر که مͳ کنیم فرض ،ͳسادگ برای

و (bi٠, bi١)
′
∼ N٢(٠,D) ازاین رو، هستند، وابسته رده به ثابت

فرض بقا، زیرمدل برای مͳ شوند. گرفته نظر در ϵi(s)∼N(٠, σ٢)

مشخص را درمان اثر و پایه مخاطره تابع پنهان رده که مͳ کنیم

مͳ کند:

hi (t | ci = g) = h٠g(t) exp (γg ddIi) (٢٣)

شش با تکه ای به صورت νg پارامتر با رده‐مشخص پایه خطر توابع

مͳ شود، فرض رخداد زمان توزیع به مربوط صدک های در و گره

است. موجود نیز دیΎری پایه توابع R نرم افزار در البته

که مͳ کنیم فرض پنهان، عضویت چندجمله ای مدل در سرانجام،

ͳبستگ درمان به خاص رده Έی به متعلق بیمار هر پیشین احتمال

:ͳیعن دارد،

Pr (ci = g) =
exp (λ٠g + λ١g ddIi)∑G
l=١ exp (λ٠l + λ١lddIi)

. (٢۴)

پنهان رده پن; و چهار سه، دو، با ترتیب به را توأم مدل چهار

جدول در g = ٢, ..., ۵ برای BIC و AIC مقادیر مͳ دهیم. برازش

است. شده آورده ١

ایدز داده های برای داده شده برازش توأم مدل پنهان رده تعداد برای اطلاع معیارهای و درستنمایی لΎاریتم مقادیر :١ جدول

BIC AIC loglik رده ها تعداد

٨۶۵۴٫٢۶ ٨۵۵۴٫٧۵ −۴٢۵٣٫٣٧ ٢

٨۶۵٠٫۴۴ ٨۵٠۵٫٣٢ −۴٢١٧٫۶۶ ٣

٨۶۶٩٫٠٣ ٨۴٧٨٫٣٠ −۴١٩٣٫١۵ ۴

٨٧٢۴٫٣٧ ٨۴٨٨٫۵٣ −۴١٨٧٫٢٧ ۵



هم΋اران٨٠ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

مͳ شود. مشاهده اطلاعات معیار دو بین شدیدی اختلاف نظر

مادامͳ که مͳ یابد کاهش پیوسته ای به طور AIC که، صورت این به

مͳ کند، توصیه را رده ای چهار مدل و مͳ یابد افزایش رده ها تعداد

مطالعات است. رده سه مدل ،BIC با مطابق بهینه مدل درحالͳ که

تعداد با مدل اغلب ،BIC که است داده نشان زمینه این در تجربی

این دنبال به .[٢٩ ،٢٣] مͳ کند پیشنهاد را پنهان زیرگروه های صحیح

نتایج همچنین، مͳ کنیم. انتخاب را پنهان رده سه با مدل توصیه،

در داده، مجموعه این برای پنهان رده سه با توأم پنهان رده مدل

است. خلاصه شده ٣ و ٢ جداول

جدول٢، از به دست آمده پی‐مقدار و والد آماره مقادیر اساس بر

بزرگ تر والد آماره مطلق قدر و ٠٫٠۵ از کمتر پی‐ مقدار چنانچه

ضریب باشد، (٠٫٩۵΀سط در استاندارد نرمال توزیع (مقدار ١٫٩۶ از

که مͳ کنیم مشاهده بنابراین، بود. خواهد معنͳ دار مستقل متغیر

بین تفاوت ͳطول قسمت در زمان پارامتر مثل پارامترها، ͳبرخ برای

رده جزء به زمان اثر که، صورت این به است، قابل توجه طبقات

و هستند مبدأ از عرض دارای رده ها همه است. معنادار همه جا ٣

به مربوط پارامترهای تمام نیست. معنادار رده ای هیچ در درمان اثر

ddI داروی ͳطرف از هستند، معنادار ١ رده در بقا مدل پایه خطر تابع

احتمال، مدل برای همچنین، نیست. مؤثر بقا روی رده ای هیچ در

هستند. معنادار ١ رده برای درمان اثر و مبدأ از عرض

صرع داده های ٣. ٢

مطالعه به مربوط مͳ شوند، تحلیل بخش این در که داده هایی

در که است، ١۵(SANAD) صرع ضد جدید و استاندارد داروهای

متقاعد جدید ١۶AEDهای آزمایش به را صرع به مبتلا بیماران آن،

مͳ کنند.

LTG یا (کاربامازپین) CBZ با که ͳبیماران تنها اینجا، در

زمان مͳ شوند. گرفته نظر در هستند، درمان تحت (لاموتریژین)

و مͳ شود ثبت بقا پیشامد به عنوان درمان موفقیت عدم رخداد تا

عدم شامل درمان موفقیت عدم برای ͳرقابت مخاطره های تحلیل

اثرهای یا (ISC) تشن; نامناسب کنترل از ͳناش درمان موفقیت

.[٢۶] مͳ شود گرفته نظر در (UAE) غیرقابل قبول جانبی

٢٩٢ ͳتصادف به طور که است بیمار ۶٠۵ شامل داده مجموعه این

بیمار ٩۴ هستند. درمان تحت LTG با نفر ٣١٣ و CBZ با نفر

پیΎیری زمان حداکثر ͳط ISC دلیل به نفر ١٢٠ و UAE دلیل به

به خروج مͳ شوند. خارج مطالعه از سال)، ٢٫٩ (میانگین سال ۶٫۶

برای مͳ شود. گرفته نظر در سانسور مطالعه این در دیΎر دلایل

کالیبراسیون ابتدا تیتراسیون، نرخ تنظیم از پس AEDها مقایسه

دامنه ͳمیان نقطه به نسبت دارو دو هر دوز کردن استاندارد با دوز

به عنوان شده کالیبره دوزهای این است. انجام شده آن نگهداری

گرفته نظر در ͳرقابت مخاطره های توأم مدل در ͳطول اندازه گیری های

مͳ شود.

بیماران برای ١۵ تا ١ از ͳطول اندازه گیری ۴٫۶ متوسط به طور

است. ثبت شده

مͳ بریم. کار به داده ها این تحلیل برای را توأم پنهان رده مدل

مͳ گیریم: نظر در زیر به صورت را ͳطول مدل

yi(s)|ci=g =β٠g + β١gs+ β٢LTGi + β٣gLTGis (٢۵)

+ bi٠ + bi١s+ ϵi(s);

i = ١, . . . , n; j = ١, . . . , ni,

σ٢
g = ،ͳسادگ برای ͳعبارت (به (bi٠, bi١)

′
∼ N(٠,D) آن در که

به عنوان LTGi همچنین، .ϵi ∼ N(٠, σ٢) و (١, g = ١, ..., G

را ١ مقدار که مͳ شود تعریف دودویی به صورت مدل در درمان اثر

و کند دریافت را LTG داروی ͳتصادف به طور بیمار اگر مͳ گیرد

کند. دریافت را CBZ داروی بیمار اگر مͳ گیرد را صفر مقدار

مͳ گیریم: نظر در زیر به صورت را علت‐مشخص مخاطره مدل

hikg(t) = h٠k(t)exp{γ٠kg + γ١kLTGi}, (٢۶)

k = ١, ٢, g = ١, ..., G

توابع .γ٠kG = ٠ و γUAE برابر γ١٢ و γISC همان γ١١ آن در که

گرفته نظر در νk پارامتر با و گره پن; با تکه ای به صورت پایه خطر

همچنین، مͳ شوند.

Pr(ci = g) =
exp{λg}

١ +ΣG−١
g=١ exp{λg}

; g = ١, . . . , G. (٢٧)

G = ١, . . . , ۶ رده ها، تعداد انتخاب برای که است ذکر به لازم

G بهترین BIC مقادیر مقایسه با ازاین رو، است. گرفته شده نظر در

همچنین و BIC درستنمایی، لΎاریتم مقادیر مͳ کنیم. انتخاب را

۴ جدول در G مختلف مقادیر برای رده هر به مربوط احتمال های

داده ایم، قرار BIC را انتخاب معیار اینکه به توجه با است. ارائه شده

مشاهده نموده ایم. خودداری جدول در AIC مقادیر آوردن از

است. حاصل شده G = ۵ برای BIC مقدار بهترین که مͳ شود

گزارش شده ۵ جدول در نیز G = ۵ برای پارامترها برآورد مقادیر

است.
15Standard and New Anti-epileptic Druge‘s
16Anti Epileptic Druge
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g = ٣ با ایدز داده مجموعه برای بقا زمان داده های و ͳطول اندازه های توأم پنهان رده مدل نتایج :٢ جدول
پی‐مقدار والد آماره استاندارد خطای برآورد رده پارامتر

ͳطول مدل ثابت اثرهای

٠٫٠٠٠ ٢٫۶٩٩ ٠٫٢١٠ ۴٫۵۵٢ رده١ β٠١

٠٫٠٠٠ ١٩٫۵٧٧ ٠٫۶١٢ ١١٫٩٧٣ رده٢ β٠٢

٠٫٠٠٠ ٣٠٫۵٠٣ ٠٫۵٠۴ ١۵٫٣٨۵ رده٣ β٠٣

٠٫٠٠٠ −٧٫٧۵٠ ٠٫٠١٧ −٠٫١٣۵ رده١ β١١

٠٫٠٠٠ −٧٫۵۶٠ ٠٫٠۴۴ −٠٫٣٣۴ رده٢ β١٢

٠٫٨٠٨ ٢٫٢۴٣ ٠٫٠٣٢ ٠٫٠٠٨ رده٣ β١٣

٠٫۴٨١ ٠٫٧٠۵ ٠٫٢٧٢ ٠٫١٩٢ رده١ β٢١

٠٫۶٨۶ −٠٫۴٠۴ ٠٫٩٠٣ −٠٫٣۶۴ رده٢ β٢٢

٠٫٠۶٩ −١٫٨١۵ ٠٫۵٧٠ −١٫٠٣۴ رده٣ β٢٣

بقا مدل پارامترهای

٠٫٠٠٠ ١٠٫۶١٢ ٠٫٠١۶ ٠٫١٧۵ ١ رده ν١١

٠٫٠٠٠ ١٠٫۶٢٨ ٠٫٠١٧ ٠٫١٧٨ رده١ ν٢١

٠٫٠٠٠ ١٠٫۵٢۴ ٠٫٠١٩ ٠٫٢٠۶ رده١ ν٣١

٠٫٠٠٠ ١٠٫١٠۶ ٠٫٠٢۶ ٠٫٢٨۴ رده١ ν۴١

٠٫٠٠٠ ١٠٫١٠٨ ٠٫٠٢٢ ٠٫٢٢٠ رده١ ν۵١

٠٫٠٧٧ ١٫٧۶٨ ٠٫٠۴٣ ٠٫٠٧۵ ٢ رده ν١٢

٠٫٩٩٧ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٧٧ ٠٫٠٠٠ رده٢ ν٢٢

٠٫٩٩۵ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠۶۵ ٠٫٠٠٠ رده٢ ν٣٢

١٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٩۴ ٠٫٠٠٠ رده٢ ν۴٢

٠٫٠٠١ ٣٫٣٣٣ ٠٫٠۵٣ ٠٫١٧٨ رده٢ ν۵٢

٠٫۶۴١ ٠٫۴۶۶ ٠٫٠٢٩ ٠٫٠١۴ ٣ رده ν١٣

٠٫۶۴۶ −٠٫۴۵٩ ٠٫٠٢۶ −٠٫٠١٢ رده٣ ν٢٣

٠٫۶٣٣ ٠٫۴٧٧ ٠٫٠۴٧ ٠٫٠٢٢ رده٣ ν٣٣

١٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠١۴ ٠٫٠٠٠ رده٣ ν۴٣

١٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠١٣ ٠٫٠٠٠ رده٣ ν۵٣

٠٫٠٧٧ ١٫٧۶٩ ٠٫١۵٩ ٠٫٢٨١ رده١ γ١

٠٫۶٨٠ −٠٫۴١٣ ٠٫٩۵١ −٠٫٣٩٣ رده٢ γ٢

٠٫٣٩٢ ٠٫٨۵٧ ۴٫٢٠۶ ٣٫۶٠٣ رده٣ γ٣

رده عضویت احتمال مدل ثابت اثرات
٠٫٠٠٠ ٨٫٠٢۶ ٠٫٢٣۶ ١٫٨٩١ رده١ λ٠١

٠٫٢٢۶ ١٫٢١٠ ٠٫٣١٢ ٠٫٣٧٨ رده٢ λ٠٢

٠٫٠۴٢ −٢٫٠٣٢ ٠٫٣٠۴ −٠٫۶١٧ رده١ λ١١

٠٫٠۵۵ −١٫٩٢١ ٠٫۴٣۴ −٠٫٨٣٣ رده٢ λ١٢



هم΋اران٨٢ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

ایدز داده های اساس بر g = ٣ برای توأم پنهان رده مدل نتایج ادامه :٣ جدول

رده ها) از (مستقل ͳتصادف اثرات واریانس‐کواریانس ماتریس
برآورد پارامتر

۴٫٩٩٨ D١١

−٠٫٢۴٠ D١٢

٠٫٠١٧ D٢٢

مانده استاندارد خطای
استاندارد خطای برآورد پارامتر

٠٫٠۴٧ ١٫٧٣۴ σ

برازش توأم مدل پنهان رده ۶ برای رده، هر عضویت احتمال های و اطلاع معیار ، درستنمایی لΎاریتم مقادیر :۴ جدول

صرع داده های اساس بر داده شده
۶ رده % ۵ رده % ۴ رده % ٣ رده % ٢ رده % ١ رده % BIC loglik (G)رده تعداد

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ ٧٢۶٨٫۴۵ −٣۵٧۶٫۵٨ ١

٠ ٠ ٠ ٠ ۶٧٫٩٣ ٣٢٫٠٧ ٧١٠٠٫٨۶ −٣۴٧٣٫۵۶ ٢

٠ ٠ ٠ ١٩٫٣۴ ١٠٫٠٨ ٧٠٫۵٨ ٧٠۶٩٫۵۵ −٣۴٣٨٫٧٠ ٣

٠ ٠ ۴٫٩۶ ١٣٫٨٨ ٧۴٫٧١ ۶٫۴۵ ٧٠۴۴٫٣٩ −٣۴٠۶٫٩ ۴

٠ ۴٫٩۶ ٧٫١١ ۶۶٫۴۵ ١۵٫٢١ ۶٫٢٨ ۶٩٩٠٫٨٠ −٣٣۶٠٫٨٩ ۵

١٫١۶ ٢٫٩٨ ١۶٫٣۶ ٧٢٫٢٣ ٧٫٢٧ ٠ ٧١٠٣٫٨۵ −٣٣٩٨٫٢ ۶

مدل برای ١ رده جزء رده ها همه که مͳ دهد نشان ۵ جدول نتایج

٢ رده های برای فقط زمان اثر هستند. مبدأ از عرض دارای ͳطول

جزء رده ها، همه برای زمان و تیمار متقابل اثر است. معنͳ دار ۴ و

٣ رده برای فقط اول ͳرقابت مخاطره اثر است. معنͳ دار ٣ و ١ رده

اول رده در تنها دوم ͳرقابت مخاطره اثر درصورتͳ که نیست معنͳ دار

معنͳ دار (γUAE) دوم مخاطره درمان اثر همچنین، است. معنͳ دار

است.
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صرع داده های اساس بر g = ۵ برای ͳرقابت مخاطره داده های و ͳطول اندازه های توأم پنهان رده مدل نتایج :۵ جدول
پی‐مقدار والد آماره استاندارد خطای برآورد رده پارامتر

ͳطول مدل ثابت اثرهای
٠٫١٩٨ ١٫٢٨٨ ٠٫١٩۶ ٠٫٢۵٣ رده١ β٠١

٠٫٠٠٠ ١٩٫٠٠۴ ٠٫٠٩٧ ١٫٨۴٩ رده٢ β٠٢

٠٫٠٠٠ ٣۶٫۶۴٢ ٠٫٠۵٢ ١٫٨٨٧ رده٣ β٠٣

٠٫٠٠٠ ١۵٫٢٠۶ ٠٫١۴۵ ٢٫٢١٢ رده۴ β٠۴

٠٫٠٠٠ ١٩٫٩٠٩ ٠٫١٩۴ ٣٫٨٧١ رده۵ β٠۵

٠٫٠٠٧ −٢٫٧٠٢ ٠٫٠۶١ −٠٫١۶۴ ‐ β٢

٠٫۶٨٠ −٠٫۴١٢ ١٫١٩۴ −٠٫۴٩٢ رده١ β١١

٠٫٠٠٠ ۵٫٧٠١ ٠٫٠٩١ ٠٫۵١۶ رده٢ β١٢

٠٫١٣٨ ١٫۴٨٣ ٠٫٠٢۵ ٠٫٠٣٨ رده٣ β١٣

٠٫٠٠٠ ٧٫۴٧١ ٠٫٢٢۴ ١٫۶٧٣ رده۴ β١۴

٠٫٣٠٠ ١٫٠٣٧ ٠٫١٠٢ ٠٫١٠۶ رده۵ β١۵

٠٫٢٧٠ ١٫١٠٣ ١٫١٢٢ ١٫٢٣٧ رده١ β٣١

٠٫٠٠٠ ۴٫١٣٩ ٠٫١٠۴ ٠٫۴٣٢ رده٢ β٣٢

٠٫٠۵٧ ١٫٩٠۴ ٠٫٠٣۴ ٠٫٠۶۵ رده٣ β٣٣

٠٫٠٠۵ ٢٫٨١۴ ٠٫٢٧٠ ٠٫٧۶١ رده۴ β٣۴

٠٫٠٣١ ٢٫١۵٣ ٠٫١٢٣ ٠٫٢۶۵ رده۵ β٣۵

ͳرقابت مخاطره های مدل
٠٫٠٠٠ −۶٫١١٢ ٠٫۶٢۶ −٣٫٨٢۵ log(piecewise١) ν١١

٠٫٠٠٠ −۵٫٠٠٧ ٠٫۵٩۶ −٢٫٩٨٣ log(piecewise٢) ν٢١

٠٫٠٠٠ −۴٫٣٠١ ٠٫۵٧۴ −٢٫۴۶٨ log(piecewise٣) ν٣١

٠٫٠٠٠ −۴٫٠۶١ ٠٫۵٧۵ −٢٫٣٣٣ log(piecewise۴) ν۴١

٠٫٠٠٠ ۴٫٨۶١ ٠٫٧۴۴ ٣٫۶١۵ ١ رده γ٠١١

٠٫٠٠٣ ٢٫٩۶٧ ٠٫۵٧٨ ١٫٧١۵ ٢ رده γ٠١٢

٠٫٠٧٩ −١٫٧۵٨ ٠٫٧٠٨ −١٫٢۴۵ ٣ رده γ٠١٣

٠٫٠٠٠ ۵٫٢۶٧ ٠٫۶٣٢ ٣٫٣٢٧ ۴ رده γ٠١۴

٠٫٠٠٠ −٣٫۶١۴ ٠٫٧٨٠ −٢٫٣١۶ log(piecewise١) ν١٢

٠٫٠٠٠ −٣٫٧۵۴ ٠٫٧٧٩ −٢٫٩٢٣ log(piecewise٢) ν٢٢

٠٫٠٠٠ −۴٫۵۵١ ٠٫٨١٧ −٣٫٧١٧ log(piecewise٣) ν٣٢

٠٫٠٠٠ −۴٫۶٩٧ ١٫٠١٨ −۴٫٧٧٩ log(piecewise۴) ν۴٢

٠٫٠٠٠ ۵٫٢١٧ ٠٫٨٠٧ ۴٫٢١١ ١ رده γ٠٢١

٠٫۶۴۵ ٠٫۴۶٠ ١٫٢۶٩ ٠٫۵٨۴ ٢ رده γ٠٢٢

٠٫۵٧۶ ٠٫۵۵٩ ٠٫٧٩٩ ٠٫۴۴٧ ٣ رده γ٠٢٣

٠٫۵٢٣ ٠٫۶٣٨ ١٫٢١٠ ٠٫٧٧٢ ۴ رده γ٠٢۴

٠٫۵۴٢ −٠٫۶٠٩ ٠٫٢٣٢ −٠٫١۴٢ ‐ γISE

٠٫٠٠۵ −٢٫٧٩۴ ٠٫٢۴٨ −٠٫۶٩٣ ‐ γUAE

احتمال مدل پارامترهای
٠٫۵۶۶ ٠٫۵٧٣ ٠٫٣١۶ ٠٫١٨١ رده١ λ١

٠٫٠٠٠ ۴٫١۴٨ ٠٫٣٢١ ١٫٣٣١ رده٢ λ٢

٠٫٠٠٠ ٨٫۶٩٨ ٠٫٢٧٧ ٢٫۴١٠ رده٣ λ٣

٠٫٣۵٩ ٠٫٩١٧ ٠٫٣۴٨ ٠٫٣١٩ رده۴ λ۴



هم΋اران٨۴ و مهدی زاده پروانه بقا و ͳطول داده های توأم پنهان رده مدل های بر نمایی

صرع داده های اساس بر g = ۵ برای توأم پنهان رده مدل نتایج ادامه :۶ جدول

رده ها) از (مستقل ͳتصادف اثرات واریانس‐کواریانس ماتریس
برآورد پارامتر

٠٫٢٨۶ D١١

٠٫٠٢٧ D١٢

٠٫٠٢٨ D٢٢

مانده استاندارد خطای
استاندارد خطای برآورد پارامتر

٠٫٠٠٧ ٠٫۴٣٢ σ

نتیجه گیری و بحث ۴

اندازه های توأم تحلیل برای پنهان رده مدل های اخیر، سال های در

مͳ کنند فرض مدل ها، این است. قرارگرفته مورداستفاده بقا و ͳطول

مخاطره توابع با که مͳ شوند تقسیم پنهان رده G در جمعیت که

ͳطول نشانگر از متفاوت نمایش های و پیشامد رخداد برای مختلف

این در است. توصیف قابل رده هر برای آمیخته مدل Έی توسط

است گرفته صورت زمینه این در اخیر دهه دو در که ͳمطالعات مقاله،

ارائه توأم پنهان رده مدل های از ͳکل نمای Έی و کردیم مرور را

اساس بر را پنهان رده توأم مدل از کاربردهایی همچنین، دادیم.

ملاحظه کردیم. بیان صرع ضد داروهای و ایدز داده مجموعه دو

و ͳطول نشانگر Έی اساس بر ابتدا پنهان رده مدل های که کردیم

پیچیده تری حالت های به سپس شده اند، مطالعه رخداد زمان Έی

ͳطول نشانگر چندین است مم΋ن که حالت هایی تعمیم یافته اند،

یا ترتیبی گسسته پیوسته، متغیر شامل چندمتغیره ͳطول متغیر یا

مخاطره های برای علت‐مشخص مفهوم به رخداد چند یا و رسته ای

این در استفاده شده روش های بیش تر بΎیرند. نظر در را ͳرقابت

تا زمان و ͳطول فرایند بین ͳشرط استقلال فرض مدل بندی، زمینه

و لیو درصورتͳ که گرفته اند نظر در را رده هر برای پیشامد رخداد

را جدیدی مدل و نکردند استفاده فرض این از ،[٢۵] هم΋اران

ارائه پنهان رده چارچوب در توأم ͳتصادف اثرات مدل ادغام با

پارامترهای برآورد برای منابع، در استفاده شده روش بیشترین کردند.

از استفاده به ویژه و ماکسیمم درستنمایی روش توأم، پنهان رده مدل

را بیزی استنباط روش هم ͳبرخ البته است، بوده EM الΎوریتم

شامل منابع، بیشتر که است ذکر به لازم .[٢ ،١١] به کاربرده اند

است. ͳبالین آزمایش های از کاربردهایی

برای پنهان رده مدل از استفاده اخیر، سال های در اگرچه

بیشتر پیشامد رخداد تا زمان و ͳطول داده های توأم مدل بندی

ورودی متغیرهای گرفتن نظر در اما است، قرارگرفته موردتوجه

ͳاضاف اطلاعات کردن لحاظ به منظور بقا مدل زیر در بیشتری

زمینه در بیش تر کاربردهای همچنین و بیماران خصوص در

پردازش جهت کاربردی پ΋یج های ͳمعرف ،ͳبالین پژوهش های

ͳتوزیع فرض های از استفاده و بهینه رده انتخاب روش های سریع،

مͳ تواند نرمال، ͳتوزیع فرض به جای ͳتصادف اثرهای برای دیΎر

باشد. آینده پژوهش های در قابل بحث موضوعات
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A view on latent class models for joint modeling of
longitudinal measurements and survival data
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Abstract:

Joint models are used in follow-up studies to investigate the relationship between longitudinal marker and a survival

outcome and have been generalized to analyze multiple markers or competing risks data. Many statistical achievements in

the field of joint modeling focus on shared random effects models which include characteristics of longitudinal markers as

explanatory variables in the survival model. A less-known approach is the joint latent class model, assuming that a latent

class structure fully captures the relationship between the longitudinal markers and the event risk. The latent class model

may be appropriate because of the flexibility in modeling the relationship between the longitudinal marker and the time of

event, as well as the ability to include explanatory variables, especially for predictive problems. In this paper, we provide

an overview of the joint latent class model and its generalizations. In this regard, first a review of the discussed models is

introduced and then the estimation of the model parameters is discussed. In the application section, two real data sets are

analyzed.

Keywords: Competing risks, Latent class model, Longitudinal data, Maximum likelihood estimator, Survival model, The

EM Algorithm.
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