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چ΋یده:
ͳمعرف ͳبحران احتمال های شامل ͳاصل مفاهیم و نمادها است. Z٢ مشب΋ۀ روی بˆندی و ͳبˆست پرکولاسیون ͳبررس مقاله، این ͳاصل هدف

هریس بنیادی قضیۀ مͳ شود. گرفته نظر در Z٢ مشب΋ۀ درنهایت و مͳ گیرند قرار ͳموردبررس k‐شاخه ای درخت های و ͳبِت مشب΋ۀ مͳ شوند.

مͳ شوند. ثابت و بیان مͳ کند، ارائه Z٢ مشب΋ۀ روی را ͳبحران احتمال های بالای و پایین کران های که ک̃ستن و

.Z٢ مشب΋ۀ ،ͳبحران احتمال های بˆندی، و ͳبˆست پرکولاسیون کلیدی: واژه های

مقدمه ١

چارچوب Έی به عنوان پیش سال ۶۴ به Έنزدی نظریۀ پر کولاسیون

مادۀ Έی داخل̥ جریانِ نظیر ͳ΋فیزی فرایندهای  مطالعۀ برای ͳریاض

ͳغن نظریۀ Έی به عنوان نظریه این .[٢] شد ͳمعرف نامرتب متخلخل̥

ͳموضوعات روی ͳطبیع پدیده های از کاربرد هایی با موردتوجه و

دیدگاه از است. رسانده اثبات به را خود مشب΋ه ها نظریۀ چون

از زیادی تعداد با ͳعمیق و مش΋ل قضایای شامل نظریه این ͳریاض

١٩۵٧ سال در ͳهمرزل و برود بِنت توسط نظریه این است. باز مسائل

اختصاص نظریه این به کتاب و مقاله هزاران امروزه .[٣] شد مطرح

مͳ شود. داده

̥ͳ΋فیزی فرایند های  مطالعۀ در ͳریاض آنالیز  ورود هدف ابتدا در

نامرتب متخلخل محیط Έی در مایع Έی جریان نظیر ͳتصادف

بسیاری موردتوجه ریاضیات کاربردی حوزه در مسائل این بود.

درنهایت و گرفت قرار محض ریاضͳ دانان ِ به خوبی فیزیΈ دانان از

پدیده های از بسیاری برای شنیده ها و آزمایش شواهد ́ آوری جم به

با بود، پیش بینͳ شده آنچه از مش΋ل تر ͳخیل موضوع، شد. ͳمنته مهم

به پیش زده شده حدس  موارد بسیاری و ثابت شده عمیق̥ نتیجۀ چندین

ک̃ستن توسط پرکولاسیون نظریۀ در خاص ͳریاض نتیجۀ اولین رفت.

برای ͳبحران احتمالِ پایین̥ کران ١٩٨٠ سال در او .[٨] شد ثابت

سال در هریس توسط که ،ͳمربع مشب΋ۀ روی بˆندی پرکولاسیون 

این که داد نشان همچنین و [٨] کرد کامل را بود، ارائه شده ١٩۶٠

است. ١
٢ با برابر دقیقاً ͳبحران احتمال

از ͳخیل و موضوع این دادن نشان برای ١٩٨٢ سال در ک̃ستن

را پرکولاسیون نظریۀ به مختص پی΋ربندی اولین آ ن، با مرتبط نتایج

متمرکزشده گسسته دوبعدی پرکولاسیون Έی روی که کرد منتشر

کتاب انتشار به Έنزدی ،١٩٨۶ سال در چیس بعد ͳکم .[٩] بود

جذاب و بلند  ͳخیل مروری مقالۀ Έی موضوع، این به مختص بعدی

.[۴] کرد منتشر را وسیع تری معنای Έی در پرکولاسیون نظریۀ روی

اعظم بخش برای استانداردی منبع گ̃ریم̃ت کتاب دهه دو  به Έنزدی

دیΎر کتاب های .[١١] بود مشب΋ه ها روی پرکولاسیون پایه ای نظریۀ

اسمايت توسط پرکولاسیون نظریۀ مختلف جنبه های روی قابل توجه

به [١٨] روی و میست̃ر ،[١٧ ،١۶] هیوز ،[٧] دورِت ،[١٩] ویِرمˆن و

نیز ͳباارزش ͳاجمال مقالات زمان، همان در درآمده اند. تحریر رشتۀ

وحیدی اصل ،[١٠] ک̃ستن ،[۵] هم΋اران و چیس ،[۶] دورِت توسط

شد. نوشته [١٢] گ̃ریم̃ت و ،[٢٢ ،٢١ ،٢٠] ویِرمˆن و

نظریۀ Έکلاسی نتیجۀ چند نمایش و ͳمعرف مقاله، این هدف

و قابل فهم غیر متخصصان برای که شیوه ای به است پرکولاسیون

،Z٢ مشب΋ۀ روی ک̃ستن، و هریس بنیادی قضیۀ باشد. تشخیص

کران مͳ شود. ͳمعرف است، داده شده توسیع بعداً اینکه علͳ رغم

در درحالͳ که شد ثابت ͳبه سخت قضیه این در به دست آمده بالای

ثابت ͳبه سادگ ͳترکیبیات احتمال در جدید ابزارهای با و حاضر حال

مͳ شود.

نمادگذاری ٢

مؤلفه ای ساختارهای مطالعۀ حقیقت در پرکولاسیون نظریۀ

Έی ͳاصل گراف معمولا˦، است. گراف ها ͳتصادف زیرگراف های

باشد. بی سو یا سودار است مم΋ن که است شبه مشب΋ه یا مشب΋ه

مستقل به طور یال ها یا رأس ها ͳتصادف زیرگراف Έی به رسیدن برای

رو، پيش ̥ مثال های در مͳ شوند. انتخاب p ی΋سان احتمال با و

و V (Λ) آنگاه باشد، گراف Έی Λ اگر است. Z٢ ͳاصل گراف
(r.kazemi@sci.ikiu.ac.ir مسئول: (نویسنده (ره) ͳخمین امام ͳبین الملل دانشΎاه آمار، گروه ١



۶٢ͳکاظم رامین Z٢ مشب΋ۀ روی بˆندی و ͳبˆست پرکولاسیون بر مقدمه ای

هستند. یال ها مجموعۀ و رأس ها مجموعۀ بیانگر ترتیب به E(Λ)

استاندارد نماد گذاری .x ∈ V (Λ) که است این x ∈ Λ از منظور

به یال ها و رأس ها است. متفاوت گراف نظریۀ با پرکولاسیون نظریۀ

ͳوقت مͳ شوند. نامیده خوشه ها نیز مؤلفه ها و ب̂ند ها و بˆست ها ترتیب

پرکولاسیون از مͳ آید دست به بˆست ها انتخاب با ͳزیرگراف تصادف

صحبت بˆندی پرکولاسیون از مͳ شوند انتخاب بˆندها وقتͳ که و ͳبˆست

و باز را انتخاب شده بˆندهای یا بˆست ها حالت، هر در مͳ کنیم.

اتم از هم مقالات از ͳبرخ در مͳ نامند. بسته را انتخاب نشده ها

باز و بسته به جای نامسدود و مسدود واژه های از و بˆست به جای

مͳ شود. استفاده

القاشده زیرگراف Έی باز زیرگرافِ ،ͳبˆست پرکولاسیون در

توسط باز زیرگرافِ بˆندی، پرکولاسیون در و باز بˆست های توسط

بΎیرید. نظر در را ١ ش΋ل مͳ شود. تش΋یل رأس ها همۀ و باز بˆندهای

ͳبˆست پرکولاسیون در باز زیرگراف های از بخش هایی .١ ش΋ل

مشب΋ۀ روی راست) (سمت بˆندی پرکولاسیون و چپ) (سمت

باز بˆست های پرشده دایره های چپ سمت در .Z٢ در ͳمربع

القا این ها توسط که است Z٢ از ͳزیرگراف باز، زیرگرافِ هستند؛

فراگیر زیرگراف باز، زیرگرافِ بˆندی؛ پرکولاسیون برای مͳ شود.

است. باز بˆندهای همۀ شامل

ͳبحران احتمال ٣

پرکولاسیون ͳیعن بی سو، پرکولاسیون روی ساده سازی برای ادامه، در

کنید فرض مͳ شويم. متمركز بی سو، گراف Έی روی بˆندی و ͳبˆست

رأس هر ،ͳیعن باشد. ͳمتناه ͳموضع به طور و ͳنامتناه همبند Λ

یال های وجود Λ در ،ͳکل به طور باشد. ͳمتناه درجۀ دارای آن

طوقه ای اما است ام΋ان پذیر رأس ها از ی΋سان جفت های بین متعدد

فرض هستند. باز ب̂ست ها یا بˆندها مͳ شود فرض اغلب ندارد. وجود

از (مستقل باشند باز p ی΋سان احتمال با بˆندها یا ب̂ست ها کنید

مجموعۀ روی را احتمال اندازۀ Έی p انتخاب احتمال ی΋دیΎر).

Pb
Λ,p نماد از بˆندی پرکولاسیون در مͳ کند. ͳمعرف Λ زیرگراف های

استفاده ͳبˆست پرکولاسیون در Ps
Λ,p نماد از و احتمال اندازۀ این برای

همۀ یا ͳبرخ به اندازه ها این ͳوابستگ موارد، از بسیاری در مͳ شود.

استفاده Pp يا P از ͳسادگ برای مͳ شود. گرفته نادیده پارامترها

بˆندی پركولاسيون در باز زيرگرافِ Έي Λb
p مشابه، به طور مͳ شود.

است. ͳبˆست پركولاسيون در باز زيرگرافِ Έي Λs
p و

يال های مجموعه با Λ مفروض̥ گراف Έي برای ،ͳرسم به طور

e 7−→ We ،W : E −→ {٠, ١} تابع Έی (بˆندی) پی΋ر ۀ Έی ،E

Έي .Ω = {٠, ١}E مͳ نویسیم بˆندی پی΋ره های همۀ برای است.

به تعريف اين .we = ١ هرگاه است باز w پي΋ربندی در e بˆند

میدان سیΎما Σ كنيد فرض است. تسری قابل باز، زيرگراف های

باشد: Ω روی زير استوانه های مجموعۀ توسط تولیدشده

C(F, σ) = {w ∈ Ω; wf = σf , f ∈ F},

فرض .σ ∈ {٠, ١}E و است E ͳمتناه زيرمجموعۀ Έی F آن در كه

حال، .٠ ≤ pe ≤ ١ ،e بˆند هر برای آن در كه ،p = (pe)e∈E كنيد

توسط (Ω,Σ) روی القاشده احتمال اندازۀ Pb
Λ,p

Pb
Λ,P(C(F, σ)) =

∏
f∈F
σf=١

pf
∏
f∈E
σf=٠

(١− pf ),

است.

و توپر (دايره های Z٢ ͳمربع مشب΋ۀ از بخش هايی .٢ ش΋ل

و ͳتوخال (دايره هايی L(Z٢) ͳيعن خطͳ اش گراف ِ و خط ها)

نقطه چین). خط های

به جای Pb
Λ,p نماد از قبل مانند آنگاه ،pe = p ،e يال هر برای ͳوقت

ي΋ديΎر از مستقل بˆندها انتخاب وضعيت مͳ شود. استفاده Pb
Λ,p

است. pe با برابر باشد باز e اينكه احتمال صورت، اين در است.

باز F١ در و بسته F٠ در بˆندها که باشد این پیشامد A کنید فرض

داريم: بˆندها از F١ و F٠ مجزای مجموعۀ دو برای بنابراين، باشند.

Pb
Λ,p(A) =

∏
f∈F١

pf
∏
f∈F٠

(١− pf ). (١)

روی مستقل پركولاسيون بˆندی اندازۀ Έي Pb
Λ,p صورت، اين در

دقيقاً ،pe = p ،e بˆند هر برای آن در كه ͳخاص حالت است. Λ

برای ͳرسم تعريف های است. بالا در شده تعريف Pb
Λ,p اندازۀ
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بˆندی پركولاسيون كه معنا اين  به  است عمومͳ تر ͳبˆست پركولاسيون

ͳيعن L(Λ) روی ͳبˆست پركولاسيون با معادل Λ گراف Έی روی

كه است ͳگراف حقيقت در L(Λ) گرافِ است. Λ ̥ͳخط گراف

هرگاه هستند مجاور L(Λ) رأس دو هستند؛ Λ يال های آن، رأس های

ببینید. را ٢ ش΋ل باشند. مشترک رأس Έي در Λ متناظر يال های

ͳنامتناه گراف های دربارۀ تذکرها ͳبرخ ادامه در اگرچه

گراف های شامل همیشه ͳاصل کاربردهای اما مͳ شود بیان عام

رأس ها انواع از ͳمتناه تعدادی گراف ها این هستند. شبه مشب΋ه

مختلف انواع از یال ها یا رأس ها است مم΋ن ͳگاه دارند. یال ها و

شود. انتخاب مختلف احتمال های با

از ͳطبیع اتصال Έی ،Λ ثابت و ͳاصل گراف Έی برای

برای کنید فرض دارد. وجود ٠ ≤ p ≤ ١ برای Pb
Λ,p اندازه های

ی΋نواخت توزیع با مستقل ͳتصادف متغیرهای Xeها ،Λ از e بˆندهای

به عنوان را Λb
p مͳ توان صورت، این در باشند. [٠, ١] بازۀ روی

.Xe ≤ p که گرفت نظر در e بˆندهای همۀ شامل Λ فراگیر زیرگرافِ

است. Λb
p٢ زیرگرافِ Έی Λb

p١ آنگاه ،p١ < p٢ اگر اتصال ها، این در

دارد. وجود ͳبˆست پرکولاسیون برای ͳمشابه بحث

x بˆست های برای است. باز زیرگراف در مسیری باز، مسیر Έی

بازی مسیر که منظور این برای {x → y} یا x → y مͳ نویسیم ،y و

است. پیشامد این احتمال بیانگر P(x → y) و دارد وجود y به x از

با ͳنامتناه باز مسیر Έی که است این بیانگر x → +∞ همچنین،

دارد. وجود x بˆست از آغاز

نظریۀ مانند است. باز زیرگرافِ از مؤلفه Έی باز خوشۀ Έی

متناهͳ اند. ͳموضع به طور خوشه ها این که مͳ کنیم فرض گراف ،

بˆست هر برای اگر تنها و اگر است ͳنامتناه باز خوشۀ Έی گوییم

بˆست Έی برای باشد. برقرار {x → ∞} پیشامد خوشه، این در x

چنین هرگاه مͳ گیریم x شامل باز خوشۀ بیانگر را Cx ،x مفروض

مجموعۀ Έی را Cx صورت این غیر در و باشد موجود خوشه ای

Έی Cx = {y ∈ Λ : x → y} بنابراین، مͳ گیریم. نظر در ͳته

وجود آن ها به x از باز مسیر Έی که است y بˆست های از مجموعه

است x شامل همیشه Cx بˆندی، پرکولاسیون در ،΀واض به طور دارد.

باشد. بسته x اگر تنها و اگر Cx = ∅ ،ͳبˆست پرکولاسیون در و

است. ͳنامتناه Cx خوشۀ که باشد این احتمال θx(p) کنید فرض

Λ ͳاصل گراف به θx(p) لذا، .θx(p) = Pp(x → ∞) ،ͳعبارت به

متمرکز ͳبˆست یا بˆندی پرکولاسیون روی اینکه خواه است وابسته

مثال برای بˆندی، پرکولاسیون برای رسمͳ تر، ͳخیل به طور باشیم.

θx(p) = θx(Λ
b
p) = θbx(Λ; p) = Pb

Λ,p

(
|Cx| = ∞

)
,

است. Cx خوشۀ در ب̂ست ها تعداد |Cx| = |∇(Cx)| آن در که

موردبحث موضوع به که بالا نمادگذاری های از هرکدام معمولا˦

گراف از y و x بˆست دو مͳ شود. استفاده باشد، نزدیΈ تر ͳخیل

نگاشت y به را x که Λ از ͳخودریخت Έی هرگاه هستند معادل Λ

گروه ،ͳیعن) هستند معادل ب̂ست ها همۀ ͳهنگام باشد. موجود کند،

نماد از کنند) عمل رأس ها روی ترایایی به صورت Λ گراف متقارن

کمیت مͳ شود. استفاده x بˆست هر برای θx(p) بیان برای θ(p)

به طور مͳ شناسند. پرکولاسیون احتمالِ به عنوان را θx(p) یا θ(p)

آنگاه باشند، ی΋دیΎر از d بافاصلۀ بˆست دو y و x اگر ،΀واض

یا θx(p) = ٠ ،x بˆست هر برای ،ͳطرف از .θx(p) ≥ pdθy(p)

صعودی تابع Έی θx(p) بالا در صورت گرفته بحث با .θx(p) > ٠

وجود ٠ ≤ pH ≤ ١ با pH ͳبحران احتمالِ Έی بنابراین، است. p از

.θx(p) = ٠ ،x بˆست هر برای آنگاه ،p < pH اگر به طوری که دارد

توسط pH نماد .θx(p) > ٠ ،x بˆست هر برای آنگاه ،p > pH اگر

به طور ͳبررس تحت مدل که ͳزمان است. معرفͳ شده [١۵] ͳهمرزل

پرکولاسیون برای psH(Λ) نماد از است، نشده مشخص متن در ΀واض

Λ روی بˆندی پرکولاسیون برای pbH(Λ) نماد از و Λ روی ͳبˆست

اینکه ͳیعن E پیشامد احتمال آنگاه ،p < pH اگر مͳ شود. استفاده

برای درحالͳ که است. صفر دارد، وجود ͳنامتناه باز خوشۀ Έی

مطلب، این دیدن برای است. Έی با برابر احتمال این ،p > pH

بˆندها از ͳمتناه مجموعۀ هر حالت های از E پیشامد که کنید توجه

کولموگوروف، ٠‐ ١ قانون طبق بنابراین، است. مستقل ب̂ست ها یا

آنگاه ،p < pH اگر اما است. Έی یا صفر با برابر Pp(E) احتمال

لذا و θx(p) = ٠ ،x هر برای

Pp(E) ≤
∑
x

θx(p) = ٠,

(و Pp(E) ≥ θx(p) > ٠ ،x بˆست هر برای آنگاه ،p > pH اگر و

همچنین، .Pp(E) = ١ نتیجه، در بˆست ها). همۀ برای همچنین

هرگاه مͳ افتد اتفاق مشخص مدل Έی در پرکولاسیون گوییم

برای ͳسان΋ی واژۀ از نمادگذاری در .Pp(E) = ١ یا θx(p) > ٠

استفاده مطالعه شده اندازه های و خاص پیشامدهای این دوی هر

که همان طوری اما نیست ایدئال نمادگذاری Έی این مͳ شود.

امروزه ͳتاریخ نمادگذاری این است، رایج موضوعات از ͳخیل در

احتمال های مطالعۀ روی بیشتر پرکولاسیون نظریۀ است. جاافتاده

پرکولاسیون کجا که، سؤال این ،ͳیعن است. متمرکزشده ͳبحران

گراف های از بیشتر ویژگͳ های مطالعۀ به هرحال، مͳ افتد؟ اتفاق

تلاش حقیقت در است. پرکولاسیون اندازه های از برخاسته ͳتصادف

به احتمال Έنزدی ͳتصادف گراف های این ساختار بیان برای زیادی

گراف های با پرکولاسیون نظریۀ است. گرفته صورت ͳبحران

شده مطالعه  پایه ای پیشامدهای از بسیاری دارد. سروکار ͳنامتناه

بˆندها از ͳنامتناه حالت های شامل پرکولاسیون») «وقوع (مانند
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به هرحال، است.

θx(p) = lim
n→∞

Pp

(
|Cx| ≥ n

)
. (٢)

اندازۀ اما است ͳمتناه ١ احتمال با Cx باز خوشۀ ،p < pH برای

احتمال دیΎر به را ما توجه این نیست. ͳمتناه لزوماً انتظارش مورد

مͳ کند. معطوف است، ارائه شده ͳتمپرل توسط که pT ͳیعن ͳبحران

ͳبˆست پرکولاسیون برای ترتیب به pbT (Λ) یا psT (Λ) نماد از مجدداً

مͳ دهیم قرار ،x بˆست Έی برای مͳ شود. استفاده Λ روی بˆندی و

است. Pp با متناظر ͳریاض امید Ep آن در که χx(p) = Ep(|Cx|)

استفاده ͳسادگ برای χ(p) نماد از باشند، معادل ب̂ست ها همۀ اگر

قبل، مانند است. صعودی p به نسبت χx(p) است ͳبدیه مͳ شود.

بˆست ها همۀ برای اگر تنها و اگر است ͳمتناه x بˆست  برای χx(p)

وجود زیر به صورت ͳبحران احتمالِ Έی نتیجه، در باشند. ͳمتناه

ندارد: ͳبستگ x به که دارد

pT = sup
{
p : χx(p) < ∞

}
= inf

{
p : χx(p) = ∞

}
.

.pT ≤ pH تعریف، به توجه با

k‐شاخه ای درخت و ͳبِت مشب΋ۀ ۴

.pT = pH ،Zd (d ≥ ٢) مشب΋ۀ شامل گراف های از بسیاری برای

باشد. ساده pT و pH محاسبۀ آن ها در که دارد وجود ͳکم موارد

از ͳخیل در که است d‐منتظم ͳنامتناه درخت اولیه، مثال Έی

آمده ٣ ش΋ل در و مͳ شود شناخته ͳبِت مشب΋ۀ به عنوان مرتبط متون

است.

.pbT = pbH = psT = psH = ١
٢ آن در که ٣‐منتظم درخت .٣ ش΋ل

مؤلفه دو به درخت این مثال)، برای ،e) یال Έی کردن حذف با

است. ٢‐شاخه ای درخت Έی آن ها از هرکدام که مͳ یابد تقلیل

درخت Έی این کنید. توجه Tk k‐شاخه ای درخت Έی به

بˆست ها همۀ همچنین، دارد، فرزند k آن رأس هر که است ریشه دار

نشان υ٠ با را Tk درخت ریشۀ هستند. k+١ درجۀ دارای ͳ΋ی به جز

مانند n ارتفاع به درخت اين از ͳقطع Tk,n كنيد فرض مͳ دهيم.

باز p احتمال با و مستقل به طور بˆندها اینکه فرض با باشد. ۴ ش΋ل

شامل Tk,n که باشد این احتمال πn = πk,n(p) کنید فرض باشند،

چنین چون است. برگ Έی به ریشه از n طول به باز مسیر Έی

υ٠υ١ بˆند با υ٠ از υ١ فرزند اگر تنها و اگر دارد وجود بازی مسیر

باشد، موجود برگ Έی به υ١ از n− ١ طول به باز مسیر Έی و باز

داریم:

πn = ١− (١− pπn−١)
k = fk,n(πn−١). (٣)

به طوری که است مقعر و صعودی fk,p(x) تابع ،[٠, ١] بازۀ روی

،٠ < x٠ < ١ برای همچنین، .fk,p(١) < ١ و fk,p(٠) = ٠

نقطۀ به علاوه، .f ′
k,p(٠) = kp > ١ اگر تنها و اگر fk,p(x٠) = x٠

کنید. نگاه ۵ ش΋ل به است. ی΋تا وجود، صورت در x٠ ثابت

.v٠ ریشۀ با T٢,۴ درخت .۴ ش΋ل

مقعر و صعودی تابع p = ٢
٣ و k = ٢ برای .۵ ش΋ل

و f ′(x) = ۴
٣ −

٨
٩x مشتق دارای f(x) = fk,p(x) =

۴
٣x− ۴

٩x
٢

است. f(١) = ٨
٩ ،f( ۴٣ ) = ۴

٣ ،f(٠) = ٠

این به πn−١ ≥ x٠ ،(٣) رابطۀ به توجه با آنگاه ،p > ١
k

اگر بنابراین،

که مͳ شود نتیجه ،π٠ = ١ چون .πn ≥ x٠ که مͳ كند دلالت مطلب

دلالت این بر θv٠(Tk;p) ≥ x٠ > ٠ همچنین، .πn ≥ x٠ ،n هر برای

صفر، به π٠ آنگاه ،p ≤ ١
k

اگر همچنین، .pbH(Tk) ≤ ١
k

که دارد

.θv٠(Tk;p) = ٠ همچنین، مͳ كند. میل ،fk,p(x) ی΋تای ثابت نقطۀ

است. ١
k

با برابر pbH(Tk) ͳبحران احتمالِ بنابراين،

Έی اینكه احتمال که مͳ شود مشاهده ،pT به مجدد توجه با

بΎیرد قرار Cυ٠ خوشۀ در υ٠ ریشۀ از ℓ فاصلۀ به گراف در y بˆست
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نتیجه، در است. pℓ با برابر دقیقاً

χb
υ٠(Tk; p) = E(|Cυ٠ |)

=
∑
y∈Tk

P(y ∈ Cυ٠)

=

∞∑
ℓ=٠

kℓpℓ,

بنابراین، است. ͳنامتناه p ≥ ١
k

برای و ͳمتناه p < ١
k

برای که

است. ١
k

با برابر pbT (Tk) ͳبحران احتمالِ

باشد، باز x ریشۀ اینكه به شرط ،ͳنامتناه درخت هر برای

دارای دقیقاً بˆندی و ͳبˆست پرکولاسیون در x ریشۀ شامل خوشه های

باز، خوشۀ در بˆست Έی فرزند هر واق΄، در هستند. ی΋سان توزیع

درخت برای بنابراین، مͳ گيرد. قرار باز خوشۀ در p احتمال با

،ͳمشابه بحث با .psH = pbH = pbT = psT = ١
k

،TK k−شاخه ای

درخت برای بالا ͳبحران احتمالِ چهار که داد نشان مͳ توان ͳبه سادگ

است. ١
k

با برابر همچنین k−منتظم + ١

Έی و Tk درخت روی پرکولاسیون بین مقایسۀ با را بالا بحث

اولیه مثال Έی زیر در مͳ دهیم. ادامه مشخص شاخه ای فرایند

با گراف هر Λ اگر مͳ آوريم. به اختصار را مقایسه ای چنین از

شاخه ای فرایند Έی با مقايسه Έي آنگاه باشد، ∆ بیشینه درجۀ

برابر حداقل Λ با مرتبط ͳبحران احتمال های همۀ که مͳ دهد نشان

برای که کنید توجه مطلب این به رسیدن برای هستند. ١
∆−١ با

y به x از Λ در باز مسیر Έی حداقل ،Cx خوشۀ در y بˆست هر

مورد تعداد حداکثر برابر χx(p) = Ep(|Cx|) بنابراین، دارد. وجود

x بˆست از که است Λ گراف در باز (ͳمتناه) مسیرهای انتظار

ℓ طول به Λ در مسیر ∆(∆−١)ℓ−١ حداکثر ،ͳطرف از شروع شده اند.

پرکولاسیون برای بنابراین، مͳ شوند. شروع x بˆست از که دارد وجود

،ͳبˆست و بˆندی

χb
x(p) ≤ ١+

∑
ℓ≥١

∆(∆− ١)ℓ−١pℓ,

χs
x(p) ≤ p+

∑
ℓ≥١

∆(∆− ١)ℓ−١pℓ+١.

هستند. همΎرا p < ١
∆−١ هر برای بالا مجموع های دوی هر

هستند. ١
∆−١ مساوی یا بزرگ تر دو هر psT (Λ) و pbT (Λ) بنابراین،

این هستند. برقرار pH برای متناظری نابرابری های ،pH ≥ pT ͳوقت

درخت ،∆ بیشینه درجۀ با گراف های همۀ میان که مͳ دهد نشان

است. دارا را ͳبحران احتمالِ کمترین ∆−منتظم

اعمال گراف Έی روی مͳ توان را ͳمتنوع ͳمقدمات تغییرات

هر Λ اگر مثال، برای شود. محاسبه ͳبه آسان ͳبحران احتمالِ که کرد

ℓ− ١ تعداد به یال هر کردن تقسیم از که باشد ͳگراف Λ(ℓ) و ͳگراف

یا pbH ،pbc آن در که pbc(Λ
(ℓ)) = pbc(Λ)

١
ℓ آنگاه آید، دست به بار

کردن جایΎزین از حاصل گراف هر Λ[k] اگر همچنین، است. pbT

١− pbc(Λ
[k]) = (١− pbc(Λ))

١
k آنگاه باشد، موازی یالِ k با یال هر

با .psc(Λ) = psc(Λ
[k]) البته است. pbT یا pbH ،pbc مجدداً آن در که

مسیر k با را گراف Έی بˆند هر مͳ توان اَعمال، این کردن ترکیب

جایΎزین جدید گراف Έی آوردن دست به برای ℓ طول به مستقل

(pold) قدیم ̥ͳبحران احتمال های بˆندی پرکولاسیون هر برای کرد.

شرط در (pnew) جدید و

pold = ١− (١− pℓnew)
k,

گراف، روی ͳمقدمات عمل Έی با روش، این در مͳ کنند. صدق

نقطه هر به Έنزدی ͳخیل مͳ تواند (٠, ١) بازۀ در ͳبحران احتمالِ Έی

کند. حرکت (٠, ١) بازۀ از

آنگاه بدانیم، Λ گراف Έی برای را ͳبحران احتمالِ اگر

حاصل Λ′ گراف های از خانواده Έی برای را ͳبحران احتمال های

ببینید. را ۶ ش΋ل مͳ دانیم. Λ روی ͳمقدمات عمل های دنبالۀ از

دیΎر صورت های به بˆندی پرکولاسیون مدل Έی تبدیل .۶ ش΋ل

(مشب΋ۀ اولین اگر .ͳبˆست پرکولاسیون مدل Έي به آنگاه و

دارای دومین آنگاه باشد، p ͳبحران احتمالِ دارای (ͳشش ضلع

احتمالِ همچنين که r٢)٣− r) = p که است r ͳبحران احتمالِ

است. سوم گراف روی ͳبˆست پرکولاسیون برای ͳبحران

گراف Έی ͳبحران احتمالِ ،٠ < π < ١ هر این که دادن نشان

T کنید فرض است. ساده ای کار است درخت) Έی واق΄ در (یا

باشد. برگ ℓ با h (عمق) ارتفاع با ͳمتناه ریشه دار درخت Έی

تش΋یل شده hn ارتفاع با ریشه دار درخت Tn و T ١ = T کنید فرض

T از نسخه Έی ریشه با برگ هر کردن مشخص با Tn−١ درخت از

Έی Tn آنگاه باشد، یال k با ستاره Έی T اگر به عنوان مثال، باشد.

درخت حد ،T∞ کنید فرض است. قبل در تعریف شده Tk,n درخت

بˆندهای اینکه فرض با شد. تعریف بالا ΀واض روش در که باشد Tn

T برگ های تعداد آنگاه باشند، باز p احتمال با مستقل به طور T

امید با X مشخص توزیع Έی باز مسیرهای طریق از ریشه به متصل

مستقل به طور T∞ بˆندهای که کنید فرض حال، دارد. phℓ ͳریاض

hn بافاصلۀ T∞ بˆست های تعداد Xn و هستند باز p احتمال با و

دنبالۀ آنگاه باشد، باز مسیرهای توسط ریشه به متصل و ریشه از

و X٠ = ١ که داریم است. شاخه ای فرایند Έی (X٠, X١, X٢, ...)

است. X توزیع از مستقل نسخۀ Xn−١ مجموع حقیقت در Xn هر

دادن نشان ،p = ℓ = ١ که ͳحالت به استثنای است، کران دار X چون

و اگر (Tk برای بالا بحث (مانند مͳ افتد اتفاق پرکولاسیون اینکه
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ساده ای کار ،phℓ > ١ اگر تنها و اگر ͳیعن ،E(X) > ١ اگر تنها

فرایندهای نظریۀ بنیادی نتیجۀ از ͳخاص حالت Έی این است:

حقیقت، در است. شاخه ای

psT (T
∞) = psH(T∞)

= pbT (T
∞)

= pbH(T∞)

= ℓ−
١
h . (۴)

٠ < α < ١ عدد . ١
k+١ < π < ١

k
و k ≥ ١ کنید فرض حال،

کنید فرض .(k + ١)αk١−α = ١
π

که کنید تعریف به گونه ای را

به صورت که باشد α ͳالΎچ با ١ و ٠ اعداد دنبالۀ ،a = (ai)
∞
i=١

i بر ٢j اما باشد بخش پذیر i بر ٢j−١ زمان هر مͳ شود: ساخته زیر

در بیت jامین اگر تنها و اگر ai = ١ مͳ دهیم قرار نباشد، بخش پذیر

ریشه دار درخت Έی Ta کنید فرض باشد. Έی ،α دودویی بسط

است. فرزند k + ai+١ دارای ریشه از i فاصلۀ در َبست هر که باشد

ارتفاع با T ′′ و T ′ درخت های مͳ توان ،n هر برای صورت، این در

در البته و (T ′)∞ ⊂ Ta ⊂ (T ′′)∞ به طوری که کرد پیدا ℓای = ٢n

استفاده با است. T ′ برگ های تعداد برابر k+١
k

،T ′′ برگ های آن

pc آن در که pc(Ta) = π که مͳ شود نتیجه ͳبه آسان ،(۴) رابطۀ از

فرض دیΎر، به صورت است. ͳبحران احتمالِ نوع چهار هر بیانگر

احتمال با فرزندی k+١ بˆست هر با ͳتصادف ریشه دار درخت T کنید

بˆست هر برای انتخاب ها آن در که باشد ١−r احتمال با فرزند k و r

ͳتصادف درخت این برای اینکه دادن نشان باشد. ͳتصادف به صورت

.[٢] است ساده ای کار pc(T ) =
١

k+٢ ،Έی احتمال با

ͳگراف برای گوناگون ͳبحران احتمال های محاسبۀ ،ͳبه طورکل

مثال، برای است. ساده ای کار است درختگون» ͳکاف «به اندازۀ که

ش΋ل در داده شده نشان کاکتوس Gk,ℓ کنید فرض ،ℓ ≥ k ≥ ٣ برای

باشد. ٧

گراف Έی بیانگر دایره هر :C٣,lℓ کاکتوس از ͳبخش .٧ ش΋ل

دارند، تماس باهم دایره ها که هرجایی است. رأس ℓ روی کامل

مͳ برند. سهم چسبنده رأس Έی از متناظر کامل گراف های

توسط Tk k‐منتظم̮ درخت رأس هر کردن جایΎزین با گراف این

کامل̥ گراف های از جفت هر چسباندن و رأس ℓ روی ͳکامل گراف

ͳرأس با ͳ΋ی از رأس Έی کردن مشخص با Tk یال Έی با متناظر

تش΋یل ی΋جا، از بیشتر در رأس کردن استفاده بدون دیΎری، از

«رأس های را مشخص سازی این از حاصل رأس های مͳ شود.

است، زیادی دایره های شامل Ck,ℓ اگرچه گویند. شده» پیوست 

مم΋ن Ck,ℓ روی پرکولاسیون و دارد را درخت Έی ساختار هنوز

Kℓ کنید فرض شود. مقایسه شاخه ای فرایند Έی با دوباره است

و … ،v١ شدۀ) (پیوست مشخص شدۀ رأس k با کامل گرافِ Έی

باز p احتمال با و مستقل به طور Kℓ یال های اینکه فرض با باشد. vk
،v٢ مابین رأس های از ͳتصادف تعداد Έی Xp کنید فرض باشند،

فرض باشند. رسیده v١ از باز مسیرِ Έی طریق از که باشد vk و …

با را Ck,ℓ از مفروض آغازین بˆست Έی باز خوشۀ بخواهیم کنید

پیوست  رأس هر از اول، گام به استثنای کنیم. جستجو x روی کار

شدۀ پیوست  رأس های تعداد مͳ رسیم، آن به گام Έی در که شده ای

Xp ی΋سان توزیع دارای مͳ کنیم دریافت بعدی گام در که ͳاضاف

Έی گرفتن نظر در با نتیجه، در مستقل اند. تعداد این و هستند

بالا، به صورت شاخه ای فرایند

pbH(Ck,ℓ) = pbT (Ck,ℓ) = inf
{
p : E(Xp) > ١

}
.

مͳ شود. محاسبه مفروض ℓ و k هر برای ͳبه آسان کمیت این

به صورت Ck,ℓ روی ͳبˆست پرکولاسیون برای ͳبحران احتمال های

گراف های از زیادی مشابه ساختمان های مͳ شوند. محاسبه متناظر

مͳ تواند آن ها در ͳبحران احتمال های که دارند وجود «درخت گون»

شود. محاسبه شاخه ای فرایند Έکم به

Z٢ مشب΋ۀ ۵

Z٢ برای گوناگون ͳبحران احتمال های روی کران ها ͳبرخ ادامۀ، در

همۀ و است ͳمقدمات Z روی پرکولاسیون البته، مͳ کنیم. ͳبررس را

هستند. Έی با برابر شد تعریف قبلا̈ که ͳبحران احتمال های

استفاده  ΀مسط گراف های سادۀ ویژگͳ های از ،Z٢ مطالعۀ در

واق΄، (در هستند ͳتکه ای خط گراف ها این هنگامͳ که مͳ شود.

ما اگر هستند، Z٢ از زیرگراف هایی که دارند زیرتقسیم هایی آن ها

همۀ حقیقت، در ندارد. وجود ͳ΋توپولوژی مش΋لات بخواهیم)،

گراف (در چندبر هر که است این داشت خواهیم نیاز که چیزی آن

ͳدرون (با سازند Έتفکی ͳبیرون و ͳدرون مؤلفۀ دو به را صفحه (Z٢

استقرا Έکم به ͳبه سادگ اویلر رابطۀ ازاین رو، شده). کران دار
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مراجعه [١] بولاباش ١ فصل به جزئیات دیدن (برای مͳ شود نتیجه

بنابراین، هستند. ΀غیرمسط K٣,٣ و K۵ که مͳ دهد نشان و کنید)

این با C رأس چهار d و c ،b ،a و صفحه در دایره Έی C اگر

نمͳ توانند C ͳبیرون نه و ͳدرون نه آنگاه باشند، C اطراف ترتیب

کنید. نگاه را ٨ ش΋ل باشند. b− d و a− c مجزای مسیرهای شامل

ترتیب این با شده رؤیت دایرۀ Έی ͳبیرون نه و ͳدرون نه .٨ ش΋ل

(خطوط b− d و a− c مجزای مسیرهای شامل نمͳ توانند بالا از

بودن ΀غیرمسط از نه مͳ توانند عبارات دوی هر باشند. پررنگ)

شوند. نتیجه مقط΄ خط های باملاحظۀ بل΋ه K٣,٣ یا K۵

و پررنگ) (خطوط Λ = Z٢ مشب΋ۀ از بخش هایی .٩ ش΋ل

مقط΄). (خطوط Λ∗ ریخت Έی دوگان مشب΋ۀ

ͳویژگ این مͳ شویم. متذکر را Z٢ «ͳدوگانگ «خود مهم ͳویژگ Έی

استفاده ساده به صورت ͳویژگ این از بود؛ خواهد مهم ͳخیل بعداً

صفحه در برداشت شده Λ گراف Έی از Λ∗ دوگان کرد. خواهیم

دارد. Λ در e یال هر برای e∗ یال Έی و Λ وجه هر برای رأس Έی

e (مرز) حاشیۀ در که Λ وجه های به متناظر Λ∗ رأس دو یال این

که است مرسوم ،Λ = Z٢ ͳزمان مͳ کند. وصل هم به را مͳ گیرد قرار

رأس های با وجه با متناظر دوگان رأس به عنوان را v = (x+ ١
٢ , y+

١
٢ )

به بΎیریم. نظر در (x, y + ١) و (x+ ١, y + ١) ،(x+ ١, y) ،(x, y)

که بود خواهد Z٢+( ١٢ ,
١
٢ ) آنگاه دوگان، مشب΋ۀ کنید. نگاه ٩ ش΋ل

بˆندی پرکولاسیون متون در Λ∗ دوگان گراف است. ریخت Έی Λ با

به عنوان را Λ∗ بˆندهای و ب̂ست ها متون، این در دارد. اهمیت Λ روی

معمولا˦ e∗ دوگان بˆند همچنین و مͳ شناسیم دوگان بˆندهای و بˆست ها

به عکس. و است بسته e هنگامͳ که مͳ شود گرفته نظر در باز

برای بدیل روش Έی ،΀مسط ͳدوگانگ از ساده استفاده Έی

Έی Λ کنید فرض مͳ کند. فراهم ͳبˆست پرکولاسیون کردن تجسم

به حالت Έی ،Λ روی وجه پرکولاسیون در باشد؛ ΀مسط گراف

،Λ وجوه مͳ دهیم. تخصیص Λ وجه هر برای بودن بسته یا باز

تش΋یل مجاورند وجه دو ͳهنگام را گراف Έی رئوس مجموعۀ

دقیقاً گراف این باشند. مشترک یال Έی در آن ها هرگاه مͳ دهند

ببینید. را ١٠ ش΋ل است. Λ∗

(چپ): ͳضلع ۶ مشب΋ۀ روی وجه پرکولاسیون .١٠ ش΋ل

پرکولاسیون در متناظر باز زیرگرافِ هستند. سایه دار باز وجه های

(با است داده شده نشان راست سمت در ͳمثلث مشب΋ه روی ͳبˆست

ی΋سان). مقیاس

مجموعۀ با Z٢ از H ͳمتناه همبندِ زیرگراف Έی .١١ ش΋ل

در رئوس پررنگ). دایره های و پررنگ (خطوط C رئوس

این از ͳبرخ داده شده اند. نشان عرض در Z٢ −C ͳمتناه مؤلفه هایِ

داده شده اند. نشان ͳتوخال دایره های با ͳنامتناه مؤلفۀ در رئوس

هستند. C ͳبیرون مرز تیره  خطوط و C − C∞ بˆندهای خطوط، این

ͳبˆست پرکولاسیون با معادل Λ روی وجه پرکولاسیون بنابراین،

به عنوان باز بˆست های یا وجه ها گرفتن نظر در با است. Λ∗ روی

سفیدها، به عنوان بسته ب̂ست های یا وجه ها و رنگ شده سیاه های

است. ساده تر تجسم برای وجه پرکولاسیون تصویر



۶٨ͳکاظم رامین Z٢ مشب΋ۀ روی بˆندی و ͳبˆست پرکولاسیون بر مقدمه ای

ͳزیرگراف H اگر ،Z٢ روی پرکولاسیون مطالعۀ به برگشت با

مؤلفۀ Έی آنگاه باشد، C رئوس مجموعۀ با Λ = Z٢ از ͳمتناه همبندِ

زیرگرافِ Λ − C که است موجود Λ − C از C∞ ی΋تای ̥ͳنامتناه

C از ∂∞C ͳبیرون مرز با است. H ͳبیرون رئوس̥ توسط Λ القاشده

ͳمعن C∞و C به متصل Λ بˆندهای به را Λ∗ دوگان بˆندهای مجموعۀ

است این دادن نشان مرحله اولین کنید. نگاه ١١ ش΋ل به مͳ کنیم.

داریم. انتظار مرز Έی از که است دارا را ویژگͳ هایی ∂∞C که

Z٢ ͳمتناه همبندِ زیرگرافِ Έی رئوس مجموعۀ C اگر .١ .۵ لم

است. آن درونِ در C با دایره Έی ∂∞C آنگاه باشد،

کنید. مراجعه [٢] به اثبات.

و هریس بنیادی قضیۀ جمله از و پایه ای نتیجۀ چند ادامه، در

Έکم به ابتدا مͳ دهیم. نشان را ͳبحران احتمال های روی ک̃ستن

خواهد داده نشان [١۴ ،١٣] ͳهمرزل و [٣] ͳهمرزل و برودبِنت مباحث

احتمال های نیست: ساده Z٢ در بˆندی پرکولاسیون پدیدۀ که شد

فرض مطلب این دادن نشان برای هستند. Έی نه و صفر نه ͳبحران

بˆست از شروع با Λ در گریز خود از قدم های تعداد µn(Λ;x) کنید

ساده به طور گریز خود از قدم از منظور گراف نظریۀ (در باشد x

،Z٢ هنگامͳ که و هستند معادل Z٢ رأس های همۀ است). مسیر Έی

است، ۴‐منتظم

µn = µn(Z٢) = µn(Z٢, ٠) ≤ ۴× ٣n−١.

Z٢ در بˆندی پرکولاسیون برای ک̃ستن) و هریس (قضیۀ .٢ .۵ قضیۀ

داریم:
١
٣
≤ pT ≤ pH ≤ ٢

٣
.

فقط باید لذا، .pT ≤ pH شد، ذکر قبلا̈ که همان طور اثبات.

خوشۀ C٠ و p < ١
٣ ابتدا کنید فرض شود. ثابت ͳبیرون نابرابری های

بˆند هر آن در که باشد Z٢ روی مستقل بˆندی پرکولاسیون در مبدأ باز

باز مسیر Έی حداقل ،x ∈ C٠ بˆست هر برای است. باز p احتمال با

از X تعداد حداکثر با برابر |C٠| نتیجه، در دارد. وجود x به ٠ از

طول به و Z٢ در مسیر Έی چون است. ٠ از شروع با باز مسیرهای

است، باز pn احتمال با n

X(p) = Ep(|C٠|)

≤ Ep(X)

=
∑
n≥٠

µnp
n

≤ ١+ ۴
٣

∑
n≥١

(٣p)n

< ∞

که مͳ شود نتیجه بود، دلخواه p < ١
٣ چون .pT ≥ p نتیجه، در

ͳیعن دوگانش همراه به Λ = Z٢ به بالا کران برای .pT ≥ ١/٣

بˆند اگر است باز e∗ دوگان بˆند مͳ کنیم. توجه ∆∗ = Z٢ + ( ١٣ ,
١
٢ )

گرافِ در دایره Έی باز دوگانِ دایرۀ Έی به عکس. و باشد بسته e

و p > ٢
٣ کنید فرض حال، است. باز دوگانِ بندهای شامل دوگان

اطراف دوگان دایرۀ S و (k, ٠) نقطۀ به مبدأ متصل کنندۀ خط Lk

دوگان بˆند Έی شامل باید S صورت، این در باشد. ٢ℓ طول به Lk

باشد. ٢ℓ−٣
٢ و k + ١

٢ مختصات بین x مثبت محور عرض در e∗

Έی S باقͳ ماندۀ ͳزمان داریم. e∗ برای انتخاب ℓ از کمتر بنابراین،

ریخت Έی Z٢ با که باشد دوگان شب΋ۀ در ٢ℓ − ١ طول به مسیر

Yk کنید فرض دارد. وجود S برای احتمال ℓµ٢ℓ−١ حداکثر است،

دوگان بˆندهای چون باشد. Lk اطراف باز دوگانِ دایره های تعداد

هستند: باز ١− p احتمال با و مستقل

Ep(Yk) ≤
∑

ℓ≥k+٢

ℓµ٢ℓ−١)١− p)٢ℓ

≤
∑

ℓ≥k+٢

۴ℓ
٩
(١)٣− p))٢ℓ.

ͳزمان همچنین، است. همΎرا نهایی مجموع ،١)٣− p) < ١ ͳزمان

.Ep(Yk) < ١ که دارد وجود kایی و Ep(Yk) → ٠ ،k → ∞

،Ep(Yk) < ١ چون Yk؛ = ٠ که باشد این پیشامد Ak کنید فرض

Lk در بˆند k که باشد این پیشامد Bk کنید فرض .Pp(Ak) > ٠

هر اگر همچنین، هستند. مستقل Bk و Ak کنید توجه باشند. باز

ندارد. وجود مبدأ اطراف بازی دوگان دایرۀ آنگاه باشند، برقرار دو

نتیجه، در است. ͳنامتناه مبدأ شامل بازی خوشۀ ،١ .۵ لم بر بنا لذا،

θ(p) = θ٠(p)

≥ Pp(Ak ∩Bk)

= Pp(Ak)Pp(Bk)

= Pp(Ak)p
k > ٠.

و pH ≤ ٢
٣ بود، دلخواه p > ٢

٣ چون .pH ≤ p که مͳ دهد نشان این

مͳ شود. کامل برهان

،ͳمتناه ͳموضع به طور چندگانۀ گراف Έی Λ فرض .٣ .۵ قضیۀ

صورت، این در باشد. همبند و ͳنامتناه

psH(Λ) ≥ pbH(Λ),

و

psT (Λ) ≥ pbT (Λ).

بˆند هر برای که مͳ شوند ثابت ح΋م این از نابرابری دو هر اثبات.

،٠ < p < ١ احتمال هر و n ≥ ١ صحیح عدد هر و Λ از x

Ps
Λ,p(|Cx| ≥ n) ≤ pPb

Λ,p(|Cx| ≥ n). (۵)
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که مͳ شود نتیجه ،n −→ ∞ ͳوقت مقابل، در

θx(Λ
s
p) ≤ pθx(Λ

b
p). (۶)

و θx(Λ
s
p) = ٠ آنگاه ،θx(Λb

p) = ٠ اگر بنابراین،

psH(Λ) ≥ pbH(Λ).

آنگاه باشد، برقرار (۵) رابطه ی اگر همچنین،

χx(Λ
s
p) =

∞∑
n=١

nPs
Λ,p(|Cx| = n)

=

∞∑
n=١

Ps
Λ,p(|Cx| ≥ n)

≤
∞∑
n=١

pPb
Λ,p(|Cx| ≥ n)

= pχx(Λ
b
p)

همچنين و χx(Λ
s
p) < ∞ آنگاه ،χx(Λ

b
p) < ∞ اگر نتيجه، در

psT (Λ) ≥ pbT (Λ).

اگر است Λs
p در ͳته Cx ͳوقت مͳ ماند. ͳباق (۵) رابطۀ اثبات

با معادل (۵) نابرابری باشد، بسته x

Ps
Λ,p(|Cx| ≥ n| x باشد (باز ≤ Pb

Λ,p(|Cx| ≥ n),

Λn ͳمتناه زیرگرافِ با را Λ مͳ توان رابطه، این اثبات برای است.

پیشامد چون کرد، جایΎزین دارد، x از n فاصلۀ آن رئوس که Λ از

است. Λn در بˆندها یا بˆست ها حالات به وابسته تنها |Cx| ≥ n

شامل Λn روی ͳبˆست پرکولاسیون در بازی خوشۀ Cs
x کنید فرض

ͳتصادف دنبالۀ حال، باشد. باز x سراسر روی اینکه به مشروط باشد x

از V (Λn) رئوس مجموعۀ روی افرازهای از T = (Rt, Dt, Ut)
ℓ
t=١

مجموعۀ که بود خواهد به گونه ای دنباله این مͳ گیریم. نظر در را Λn

بود. خواهد Cs
x خوشۀ همان گام، ℓ ͳتصادف تعدادِ از بعد Rℓ نهایی

گام t توسط Rt در ب̂ست های که مͳ دهد نشان نمادگذاری این

خواهند بررسͳ شده Ut در و بسته Dt در آمد که خواهند دست به

مͳ دهیم: قرار ،T تعریف برای بود.

R١ = {x}, U١ = V (Λn) \ {x}, D١ = ϕ.

قرار باشد، نداشته وجود Rt − Ut بˆند اگر ،(Rt, Dt, Ut) به شرط

Έي صورت، اين غير در مͳ شود. متوقف دنباله و ℓ = t مͳ دهیم

قرار داده و مͳ شود انتخاب zt ∈ Ut و yt ∈ Rt با et = ytzt بˆند

مͳ شود:

Ut+١ = Ut \ {zt}.

قرار باشد چنين اگر است؟ باز zt بˆست آيا كه مͳ كنيم ͳبررس حال،

صورت، اين غير در .Dt+١ = Dt و Rt+١ = Rt ∪ {zt} مͳ دهيم

در که کنید توجه .Rt+١ = Rt و Dt+١ = Dt ∪ {zt} مͳ دهيم قرار

Λn ͳوقت فرایند است. p باشد باز zt اینکه ͳشرط احتمال گام، هر

Έی Rt ،t هر برای ساختمان، این با مͳ پذیرد. پایان باشد، ͳمتناه

بسته Dt در بˆست های همۀ و است باز ب̂ست های از همبند مجموعۀ

در همسایه Έی Rℓ در ͳبˆست هیچ چون نتیجه، در هستند.

Uℓ = V (Λn) \ (Rℓ ∪Dℓ)

است. Cs
x باز خوشۀ Έی دقیقاً Rℓ مجموعۀ ندارد،

مشابه روش به Cb
x کنید فرض |Cb

x| با |Cs
x| توزیع مقایسۀ برای

تحلیل بالا به  صورت T ′ = (R′
t, U

′
t , D

′
t)

ℓ′
t=١ ͳتصادف دنبالۀ توسط

انتخاب با اینکه به استثنای مͳ شود ساخته T مانند دنباله این شود.

دنباله دو این نه. یا است باز et بˆند آیا که کرد ͳبررس باید et = ytzt

دارای |R′
ℓ′ | و |Cx| = |Rℓ| به ویژه، هستند. ی΋سان توزیع دارای

است برقرار (۵) رابطۀ که مͳ دهد نشان این هستند. ی΋سان توزیع

مجموعۀ که مͳ گیرد قرار Λb
p در x از Cb

x باز خوشۀ در R′
ℓ′ چون

نتیجه، در است. بندها مجموعۀ توسط فراگیر زیرگراف رئوس

است. باز T ′ فرایند

درجۀ با همبند و ͳنامتناه گراف Έی Λ کنید فرض .۴ .۵ قضیۀ

صورت، این در باشد. ∆ < ∞ بیشینه

psH(Λ) ≤ ١−
(
١− pbH(Λ)

)∆−١
.

است. برقرار pT روی ͳمشابه نابرابری

K = K(∆) چون ͳثابت که شود داده نشان است ͳکاف اثبات.

و n ≥ ١ صحیح هر و Λ از x بˆست هر برای به طوری که دارد وجود

،٠ < p < ١ هر

Ps
Λ,r

(
|Cx| ≥ n|باشد باز x) ≥ Pb

Λ,p

(
|Cx| ≥ Kn

)
,

آن در که

r = ١− (١− p)∆−١.

.[٨] است قبل قضیۀ برهان ایدۀ به شبیه بسیار برهان ایدۀ

نتیجه گیری و بحث ۶

دو شد. ͳبررس مشب΋ه چندین روی بˆندی و ͳبˆست پرکولاسیون

تعیین مشب΋ه ها این روی ͳتمپرل و ͳهمرزل ͳبحران احتمال نوع

٠‐ ١ قانون و شاخه ای فرایندهای از استفاده نحوۀ شدند. ارائه و

تمرکز با درنهایت، شد. ارائه مشب΋ه ها تحلیل در کولموگوروف

کران های تعیین در ک̃ستن و هریس بنیادی قضیۀ به Z٢ مشب΋ۀ روی

شد. پرداخته ͳبحران احتمال های بالای و پایین
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Introduction to site and bond percolation on the lattice Z2

Ramin Kazemi1

Abstract:

The main goal of this paper is to investigate the site and bond percolation of the lattice Z2. The main symbols and concepts,

including critical probabilities, are introduced. Bethe lattice and k-branching trees are examined and finally lattice Z2 is

considered. The fundamental theorem of Harris and Kesten that presents the lower and upper bounds of the critical probability

on the lattice Z2 expresses and proves.
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