
٧- ٨٣۵ ص ،۵۵ پیاپی شماره ،١۴٠٢ تابستان و بهار یک، شماره ،٢٨ صفر سال آماری، ٧۵اندیشه

M/M/١ صف بندی مدل ترافیک شدت پارامتر برآورد بهینه سازی
بیزی برآورد روش های تحت

٢ جعفری امراله ،١ شهرستانی یعقوب زاده شهرام
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چکیده:
سرویس زمان های و λ پارامتر با نمایی توزیع دارای مشتری ها متوالی ورود دو بین زمان های آن در که M/M/١ صف بندی مدل مقاله این در

سیستم که می شود فرض همچنین می شود. گرفته نظر در هستند، متوالی ورودهای بین زمان های از مستقل و µ پارامتر با نمایی توزیع دارای

ترتیب به ارلانگ و گاما پیشین توزیع های گرفتن نظر در با و عمومی آنتروپی زیان تابع و (T ) توقف زمان این تحت است. فعال T زمان تا

کمک به سپس می آید. دست به صف بندی مدل این ترافیک شدت پارامتر مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای ،µ و λ پارامترهای برای

می شوند. مقایسه یکدیگر با مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآورد روش های هزینه، تابع و پایایی احتمال برحسب شاخصی اساس بر و عددی تحلیل

.M/M/١ صف بندی مدل مراتبی، سلسله بیز برآورد E-بیز، برآورد هزینه، تابع پایایی، احتمال کلیدی: واژه های

مقدمه ١

است. بیز روش آماری، توزیع های پارامترهای برآورد روش های از یکی

در مهمی نقش پارامتر، فضای روی پیشین توزیع های معقول انتخاب

پیشین توزیع تعریف با بنابراین دارد. بیزی برآوردگر خطای کاهش

ابرپارامترهای روی خاص شرایطی اعمال و پارامتر فضای روی مناسب

در مهمی نقش که می آید دست به بیزی برآوردهای پیشین، توزیع

نوع این از سلسله مراتبی بیز و E-بیز برآوردهای دارد. برآورد دقت

لیندلی توسط ابتدا سلسله مراتبی بیز پیشین توزیع هستند. برآوردگرها

بیشتری موردبررسی [١۴] هان توسط سپس و شد معرفی [١٨] اسمیت و

برآورد برای سلسله مراتبی بیز و E-بیز برآورد روش های گرفت. قرار

گرفتند قرار مورداستفاده نویسنده چند توسط مختلف توزیع های پارامتر

و وانگ و [١٧] اکاشا و جاهین ،[١۵] هان به می توان جمله آن از که

در سلسله مراتبی بیز روش کاربرد همچنین کرد. اشاره [٢٧] همکاران

آندو ،[٨] تینگلی و گرسی ،[٢٠] ویکل و میچیس توسط داده ها تحلیل

شد. انجام [٢٣] ریچارد و [٢١] دوکر و اوسی ،[۵] زلنر و

صف بندی نظریه در بیزی و درستنمایی ماکسیمم برآورد روش های

ماکسیمم برآورد است. قرارگرفته پژوهشگران از بسیاری موردتوجه

حالت پایا، توسط در M/M/١ صف بندی مدل پارامترهای درستنمایی

مدل های در سرویس و ورود نرخ های بیزی برآورد ،[٧] کلارک

بیز برآورد ،[١٩] موداپور توسط M/M/∞ و M/M/١ صف بندی

و M/M/∞ و M/M/١ صف بندی مدل های پارامترهای تجربی

انتظار زمان برآورد ،[٢۶] باسو و تیرووایرو توسط آن ها مجانبی خواص

آن توزیع بودن راست به چوله حالت در M/M/١ صف بندی مدل در

و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ،[٩] موخرجی و چاودهوری توسط

چاودهوری توسط M/M/١ صف بندی مدل ترافیک شدت پارامتر بیزی

صف بندی مدل پارامترهای برآورد نتایج هم ارزی ،[١٠] موخرجی و

و سینگل توسط درستنمایی ماکسیمم و بیزی روش های به M/M/١

صف بندی مدل های در سرویس زمان ناپارامتری برآورد ،[٢۴] آچاریا

گولدن شولگر توسط پواسون ورودی با و نامتناهی سرویس دهندگان با

مدل های در سرویس زمان توزیع ناپارامتری برآورد ،[١٣] کوپس و

برآوردهای ،[٢۵] ویشلهوس و سچویر توسط زمان-گسسته صف بندی

صف بندی مدل ترافیک شدت پارامتر بیزی و درستنمایی ماکسیمم

بهینه مدل تعیین ،[١١] وایدیاناتان و چاندراسخار توسط M/D/١
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جعفری٧۶ و یعقوب زاده ترافیک شدت پارامتر برآورد

یعقوب زاده توسط {Er/M/٢, r = ١, ٢, ...} صف بندی سیستم در

مدل پایایی احتمال و ترافیک شدت پارامتر برآورد و [٢] شهرستانی

ارائه شده اند. شهرستانی[٣] یعقوب زاده توسط M/M/c صف بندی

بیز و E-بیز بیز، برآوردهای بین که است آن هدف مقاله این در

تحت M/M/١ صف بندی مدل ترافیک شدت پارامتر مراتبی سلسله

سیستم هزینه آن ازای به که شود انتخاب برآوردی توقف، زمان یک

برای ابتدا بنابراین گردد. ماکسیمم سیستم پایایی احتمال و مینیمم

صف در مشتری های تعداد متوسط اساس بر M/M/١ صف بندی مدل

احتمال و هزینه تابع اساس بر سپس و معرفی هزینه تابع سیستم، و

روش های آن، اساس بر تا می شود معرفی جدید شاخصی سیستم، پایایی

مقاله ساختار شوند. مقایسه باهم مدل این ترافیک شدت پارامتر برآورد

سلسله بیز E-بیز، برآوردهای دوم، بخش در است. صورت این به

صف بندی مدل سوم، بخش در می شوند. معرفی ارلانگ توزیع و مراتبی

بخش در می شود. معرفی مدل این هزینه تابع کلی شکل و M/M/١

ترافیک شدت پارامتر مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای چهارم

شبیه سازی از استفاده با می آید. دست به عمومی آنتروپی زیان تابع تحت

شدت پارامتر مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای مونت کارلو

برآوردگرها این پایه بر سیستم هزینه مقدار و پایایی احتمال و ترافیک

اشاره شده برآوردگرهای ارزیابی برای شاخصی سپس می شوند. محاسبه

ترافیک شدت پارامتر مناسب برآوردگر آن اساس بر تا می شود معرفی

شود. تعیین

اولیه مفاهیم ٢

برآوردهای [١۴] هان به توجه با باشد. دلخواهی توزیع پارامتر θ اگر

می شوند. تعریف زیر به صورت به ترتیب مراتبی سلسله بیز و E-بیز

و θ پیشین توزیع در ابرپارامترهایی b٢ و b١ کنید فرض .٢. ١ تعریف

باشند، θبیز برآورد θ̂B(b١, b٢) و (b١, b٢) توأم پیشین توزیع π(b١, b٢)

زیر به صورت می شود داده نشان θ̂EB نماد با که θ E-بیز برآورد آنگاه

است.

θ̂EB = Eπ(b١,b٢)(θ̂B(b١, b٢))

=

∫
Λ١

∫
Λ٢

θ̂B(b١, b٢)π(b١, b٢)db١db٢, b١ ∈ Λ١, , b٢ ∈ Λ٢

است. θ بیز برآورد ریاضی امید حقیقت در

متناظر پیشین توزیع های ترتیب به π′
(λ) و π(θ|λ) اگر .٢. ٢ تعریف

θ مراتبی سلسله پیشین توزیع آنگاه باشند، λ ابرپارامتر و θ پارامتر

از است عبارت

π
′′
(θ) =

∫
Λ

π(θ|λ)π
′
(λ)dλ, λ ∈ Λ.

ارلانگ توزیع ٢. ١

متغیر اساس بر که هستند آن هایی صف بندی مدل های ساده ترین

متغیر این بودن بی حافظه خاصیت ساخته شده اند. نمایی تصادفی

بیشتر بنابراین می سازد. آسان بسیار را نمایی مدل های تحلیل تصادفی،

می شوند؛ فرمول بندی نمایی مدل های چارچوب در صف بندی مسائل

مانند تصادفی متغیرهای نمی شود. داده جا قالب این در آن ها همه اما

سیستم های در مشتری ها ورود دو بین زمان یا و سرویس مدت زمان

یکی ارلانگ توزیع که می کنند پیروی متنوعی توزیع های از صف بندی

آن هاست. معروف ترین از

به صورت احتمال چگالی تابع دارای X تصادفی متغیر اگر .٢. ٣ تعریف

f(x) =
λr

Γ(r)
xr−١e−λx, x > ٠, λ > ٠, r ∈ {١, ٢, · · · }

دارد. نام ارلانگ توزیع X توزیع حالت این در باشد،

نشان Er(r, λ) نماد با مقاله این در فوق شکل به ارلانگ توزیع

است. r
λ٢ آن واریانس و r

λ
تصادفی متغیر این میانگین می شود. داده

تبدیل نمایی توزیع به ارلانگ توزیع باشد، r = ١ اگر خاص حالت در

مختلفی توابع میانگین، ماندن ثابت صورت در r تغییر با می شود.

به توجه با است. داده شده نشان (١) شکل در که می آید دست به

متنوع بسیار ارلانگ توابع مجموعه که می شود مشاهده (١) شکل

توابع از یکی با تصادفی متغیرهای از بسیاری آماری داده های و هستند

متغیر آماری داده های اگر به عنوان مثال می شود. منطبق مجموعه این

باشد، اختیار در صف بندی سیستم یک در سرویس مدت زمان تصادفی

زده تخمین تصادفی متغیر این واریانس و میانگین داده ها این کمک به

دارد وجود زیادی امکان ارلانگ، توزیع بودن متنوع به توجه با می شود.

ارلانگ توزیع محاسن از یکی کند. تطبیق آن با موردنظر داده های که

قالب در تصادفی متغیرهای از بسیاری که است آن تنوع خاصیت همین

توزیع حد در محاسباتی ازنظر ارلانگ توزیع اگرچه می شود. داده جای آن

تصادفی متغیر به تصادفی متغیرهای سایر با مقایسه در اما نیست، نمایی

تصادفی متغیرهای به آن تبدیل با مواردی در و است نزدیک تر نمایی

برای می کند. استفاده بی حافظگی خاصیت محاسباتی سهولت از نمایی

می توان کرد، استفاده نمایی توزیع بی حافظگی خاصیت از بتوان آن که

کرد. تجزیه نمایی تصادفی متغیر چند به را ارلانگ تصادفی متغیر

دو مجموع به صورت r = ٢ با ارلانگ تصادفی متغیر به عنوان مثال
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توزیع به نسبت آن عمده مزیت می شود. نوشته نمایی تصادفی متغیر

بیان آن برحسب بسیاری تصادفی پدیده های عمل در که است این نمایی

.([١] تیموری و (مدرس می شود

میانگین ماندن ثابت فرض با متفاوت های r با ارلانگ توزیع نمودار شکل١.

توقف زمان ٢. ٢

همچنین است. فعال T زمان تا سیستم که می شود فرض مقاله این در

متغیرهای از دنباله ای ورودها، بین زمان های به عنوان {Uk, k ≥ ١}

{Vk, k ≥ ١} و λ نرخ با نمایی چگالی با هم توزیع و مستقل تصادفی

و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای سرویس، زمان های به عنوان

و λ به طوری که می شوند، گرفته نظر در µ نرخ با نمایی چگالی با هم توزیع

می کنیم فرض هستند. سرویس نرخ و ورود نرخ پارامترهای ترتیب به µ

اولین از بعد نیز سرویس و شده سیستم وارد صفر زمان در متقاضی اولین

متقاضیان تعداد به عنوان A(T ) گرفتن نظر در با می شود. شروع ورود

سرویس متقاضیان تعداد به عنوان B(T ) و T زمان تا سیستم به واردشده

هیچ (
∑A(T )

i=١ Ui, T ) زمانی فاصله در که است واضح ،T زمان تا شده

در که (γ(T ) +
∑B(T )

i=١ Vi, T ) زمانی فاصله در و نشده وارد متقاضی

هیچ می شود، گرفته نظر در سرویس دهنده  بیکاری اوقات کل γ(T ) آن

چهار [٢۴] آچاریا و سینگ اساس بر است. نشده سرویس متقاضی

است. گرفته شده نظر در T برای حالت

T = t که است واضح باشد، فعال t مشخص زمان تا سیستم اگر -١

هستند. تصادفی متغیرهای B(T ) و A(T ) و

یعنی شود سرویس متقاضی d که کند کار موقعی تا سیستم اگر -٢

متغیرهای A(T ) و T = γ(T )+
∑d

i=١ Vi حالت این در ،B(T ) = d

هستند. تصادفی

واردشده سیستم به متقاضی m که کند کار موقعی تا سیستم اگر -٣

و T = γ(T ) +
∑m

i=١ Ui حالت این در ،A(T ) = m یعنی باشند

هستند. تصادفی متغیرهای B(T )

یعنی باشد سیستم در متقاضی n که کند کار موقعی تا سیستم اگر -۴

متغیرهای B(T ) و A(T ) و T حالت این در .A(T ) + B(T ) = n

هستند. تصادفی

رخ ورودی یک زمان در سیستم توقف زمان اگر ،۴ قانون تحت بنابراین

(γ(T )+
∑B(T )

i=١ Vi, T ) زمانی فاصله در و T =
∑A(T )

i=١ Ui آنگاه دهد،

یک زمان در سیستم توقف زمان اگر نمی شود. انجام سرویسی

زمانی فاصله در و T = γ(T ) +
∑B(T )

i=١ Vi آنگاه دهد، رخ سرویس

گرفتن نظر در با همچنین نمی شود. وارد متقاضی هیچ (
∑A(T )

i=١ Ui, T )

نمونه

X = {A(T ), B(T ), U١, · · · , UA(T ), V١, · · · , VB(T )} (١)



جعفری٧٨ و یعقوب زاده ترافیک شدت پارامتر برآورد

زمان حالت چهار از یک هر تحت ،[٢۴] آچاریا و سینگ اساس بر

است زیر به صورت درستنمایی تابع معین، T توقف

LT (λ, µ) =

A(T )∏
i=١

f(ui, λ)

B(T )∏
i=١

g(vi, µ)

= λA(T )µB(T )e−(λ
∑A(T )

i=١ ui+µ
∑B(T )

i=١ vi). (٢)

مشتری ها تعداد مشخصی لحظه در وقتی که صف بندی سیستم هر در

به سیستم جمعیت تا می کشد طول که مدت زمانی است، n سیستم در

وقتی که و λn پارامتر با نمایی توزیع دارای تصادفی متغیر برسد، n+ ١

که مدت زمانی است، n سیستم در مشتری ها تعداد مشخصی لحظه در

دارای تصادفی متغیر برسد، n− ١ به سیستم جمعیت تا می کشد طول

می شوند. گرفته نظر در µn پارامتر با نمایی توزیع

M/M/١ صف بندی مدل ٣

یک دارای و نامتناهی ظرفیت با سیستمی M/M/١ صف بندی مدل

تعداد از مستقل و µ برابر آن  خدمت دهی نرخ که هست دهنده خدمت

برابر نیز سیستم به مشتری ها مراجعه نرخ و سیستم در مشتری های

صف بندی، مدل این در است. µ و سیستم وضعیت از مستقل و λ

با ترتیب به نمایی توزیع های خدمت دهی ها، و ورودها بین زمان توزیع

و λn = λ, n ≥ ٠ ازای به به طوری که می شود فرض µ و λ پارامترهای

ترافیک شدت پارامتر ρ = λ
µ

همچنین هست. µn = µ, n ≥ ١ ازای به

ρ < ١ صف بندی، مدل این پایایی شرط [۴] آلن به توجه با که دارد نام

عبارت اند (Ls) سیستم در و (Lq) صف در مشتری ها تعداد متوسط و

از

Lq =
ρ٢

١ − ρ
, Ls =

ρ

١ − ρ
(٣)

(WS) سیستم در و (Wq) صف در مشتری هر انتظار زمان متوسط و

می آیند دست به زیر روابط از

Wq =
ρ٢

λ(١ − ρ)
, Ws =

ρ

λ(١ − ρ)
.

M/M/١ مدل هزینه تابع ٣. ١

انتظار زمان و صف طول کاهش هدف صف بندی، سیستم هر در

و دارد ارزش اجتماعی-اقتصادی ازنظر متقاضی وقت است. متقاضی

صف بندی سیستم یک در به طورکلی می شود. محسوب هزینه آن اتلاف

سیستم ارزیابی برای معیاری زمان واحد در هزینه ها کل ریاضی امید

به مقاله این در دارد. آن ماهیت و نوع به بستگی هزینه ها که هست

به صورت هزینه تابع متقاضی، انتظار زمان بودن مهم دلیل

C(ρ) = C١Lq + C٢(Ls − Lq) (۴)

آن در که می شود پیشنهاد

که می شود تعریف صف در متقاضیان وقت اتلاف هزینه ،C١Lq (١

صف در متقاضی هر وقت اتلاف هزینه با برابر هزینه این کل میانگین

است. Lq یعنی صف در متقاضیان تعداد متوسط در (C١)

دریافت هنگام در متقاضیان وقت اتلاف هزینه ،C٢(Ls − Lq) (٢

اتلاف هزینه با برابر هزینه این کل میانگین که می شود تعریف خدمت

تعداد متوسط در (C٢) خدمت دریافت حال در متقاضی هر وقت

است. (Ls − Lq) یعنی خدمت دریافت حال در متقاضیان

زیر به صورت هزینه تابع ،(۴) رابطه در (٣) رابطه جایگذاری با بنابراین

می شود نوشته

C(ρ) =
(C١ − C٢)ρ

٢ + C٢ρ

١ − ρ
. (۵)

سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای ۴

مراتبی

شدت پارامتر مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای بخش این در

شکل به عمومی آنتروپی زیان تابع تحت ترافیک

L(θ̂, θ) ∝ (
θ̂

θ
)p − p ln(

θ̂

θ
)− ١, p ̸= ٠,

برآوردگرهای اساس بر سیستم پایایی احتمال سپس و می آید دست به

می شود. محاسبه ρ شده یافته

عمومی آنتروپی زیان تابع تحت θ مانند پارامتری بیز برآورد به طورکلی

به صورت

θ̂B = [E(θ−p|X)]
− ١

p (۶)

و λ پارامترهای بخش این در همچنین .([١٢] همکاران و (دی است

احتمال چگالی تابع با Γ(a, b) توزیع λ پیشین توزیع و مستقل µ

π(λ|a, b) = ba

Γ(a)
λa−١e−bλ, λ > ٠, a > ٠, b > ٠, (٧)
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احتمال چگالی تابع با Er(r, c) توزیع µ پیشین توزیع و

π(µ|r, c) = cr

Γ(r)
µr−١e−cµ, µ > ٠, r ∈ {١, ٢, · · · }, c > ٠, (٨)

می شوند. گرفته نظر در

بیز برآورد ١ .۴

(٢) رابطه به توجه با

π(λ, µ|X) =
(b+

∑A(T )
i=١ ui)

a+A(T )(c+
∑B(T )

i=١ vi)
r+B(T )

Γ(a+A(T ))Γ(r +B(T ))

× λa+A(T )−١µr+B(T )−١

× e−λ(b+
∑A(T )

i=١ ui)−µ(c+
∑B(T )

i=١ vi) (٩)

برآورد ،ϕ(T ) = Γ(a+A(T )−p)Γ(r+B(T )+p)
Γ(a+A(T ))Γ(r+B(T ))

فرض با و می آید به دست

(٩) و (۶) روابط به توجه با عمومی، آنتروپی زیان تابع تحت ρ بیزی

است زیر به صورت

ρ̂BT (b, c) = {E(ρ−p|X)}−
١
p

= (ϕ(T ))
− ١

p .
c+

∑B(T )
i=١ Vi

b+
∑A(T )

i=١ Ui

. (١٠)

می شود تلاش و است مهمی ویژگی حالت پایایی صف بندی سیستم هر در

بر بنابراین گیرد. قرار پایا وضعیت در سیستم تا گردد فراهم شرایطی

PB = P (ρ̂BT < ١) یعنی سیستم پایایی احتمال ،ρ بیز برآورد اساس

توضیح ۵ بخش در محاسبه نحوه می شود. محاسبه شبیه سازی روش به

شد. داده

E-بیز برآورد ٢ .۴

می شوند گرفته نظر در طوری b و a ،(٧) رابطه در [١۴] هان به توجه با

از λ به نسبت مشتق گیری با باشد. کاهشی λ به نسبت π(λ|a, b) که

می آید دست به زیر رابطه (٧) چگالی تابع

dπ(λ|a, b)
dλ

=
baλa−٢ebλ

Γ(a)
((a− ١)− bλ) ,

بودن بزرگ که داد نشان [۶] برگر است. ٠ < a ≤ ١ و b > ٠ آن در که

b پارامتر ابر بنابراین می شود. λ بیزی برآورد استواری کاهش باعث b

هان است. ثابت عددی c١ که ٠ < b < c یعنی باشد کران دار بالا از باید

لذا است. یکنواخت توزیع b برای توزیع مناسب ترین که داد نشان [١۶]

(٠, c١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع π(b) یعنی b توزیع مقاله این در

نظر در با ،٠ < a ≤ ١ به شرط توجه با همچنین می شود. گرفته نظر در

است زیر به صورت (٧) رابطه a = ١ گرفتن

π(λ|b) = be−bλ, λ > ٠, b > ٠. (١١)

رابطه در c و r درباره فوق استدلال مشابه استدلالی با می شود. تبدیل

c٢ که (٠, c٢) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع π(c) یعنی c توزیع ،(٨)

رابطه r = ١ فرض با همچنین می شود. گرفته نظر در است ثابت عددی

به صورت (٨)

π(µ|c) = ce−cµ, , µ > ٠, c > ٠ (١٢)

E-بیز برآورد (١٢) تا (١٠) روابط از استفاده با و ١. ٢ تعریف به توجه با

می آید دست به زیر به صورت ρ

ρ̂EB
T =

١
c١c٢

∫ c٢

٠

∫ c١

٠
ρ̂BT (b, c)π(b, c)dbdc

=
(ϕ(T ))

− ١
p

٢c١c٢


c٢ +

B(T )∑
i=١

Vi

٢

−

B(T )∑
i=١

Vi

٢
log

(
c١ +

∑A(T )
i=١ Ui∑A(T )

i=١ Ui

)
. (١٣)

PEB = یعنی سیستم پایایی احتمال ،ρ E-بیز برآورد اساس بر

محاسبه نحوه می شود. محاسبه شبیه سازی روش به P (ρ̂EB
T < ١)

شد. داده توضیح ۵ بخش در

مراتبی سلسله بیز برآورد ٣ .۴

توزیع های ،٢. ٢ تعریف از استفاده با و (١٣) و (١٢) روابط به توجه با

از عبارت اند ترتیب به µ و λ پارامترهای مراتبی سلسله پیشین

π(λ) =

∫ c١

٠
π(λ|b)π(b)db = ١ − (١ + c١λ)e

−c١λ

c١λ٢ (١۴)

و

π(µ) =

∫ c٢

٠
π(µ|c)π(c)dc = ١ − (١ + c٢µ)e

−c٢µ

c٢µ٢ . (١۵)

مراتبی سلسله پسین توزیع (١۵) و (١۴) ،(٢) روابط به توجه با بنابراین

می آید دست به زیر به صورت µ و λ



جعفری٨٠ و یعقوب زاده ترافیک شدت پارامتر برآورد

π∗∗(λ, µ|X) =
λa+A(T )−٣µr+B(T )−٣e−λ(b+

∑A(T )
i=١ Ui)−µ(c+

∑B(T )
i=١ Vi)S(λ, µ)∫∞

٠

∫∞
٠ λa+A(T )−٣µr+B(T )−٣e−λ(b+

∑A(T )
i=١ Ui)−µ(c+

∑B(T )
i=١ Vi)S(λ, µ)dλdµ

, (١۶)

آن در که

S(λ, µ) =
(

١ − c١λe
−c١λ − e−c١λ

) (
١ − c٢µe

−c٢µ − e−c٢µ
)
.

تابع تحت ρ مراتبی سلسله بیز برآورد ،(١۶) رابطه از استفاده با است.

می آید دست به زیر رابطه از عمومی آنتروپی زیان

ρ̂HB
T =


∫∞

٠

∫∞
٠ λa+A(T )−(p+٣)µr+B(T )+p−٣e−λ(b+

∑A(T )
i=١ Ui)−µ(c+

∑B(T )
i=١ Vi)S(λ, µ)dλdµ∫∞

٠

∫∞
٠ λa+A(T )−٣µr+B(T )−٣e−λ(b+

∑A(T )
i=١ Ui)−µ(c+

∑B(T )
i=١ Vi)S(λ, µ)dλdµ


− ١

p

. (١٧)

PHB = P (ρ̂HB
T < ١) یعنی ρ̂HB

T اساس بر سیستم پایایی احتمال

می آید. دست به شبیه سازی روش به نیز

عددی تحلیل ۵

است؛ فعال T٠ مانند مشخصی زمان تا سیستم می شود فرض

تحت سپس و گرفته شده نظر در T٠ سیستم، توقف زمان به عبارت دیگر

مراتبی سلسله بیز و E-بیز برآوردهای محاسبه نحوه توقف، زمان این

برآورد روش های در سیستم پایایی احتمال و هزینه تابع مقادیر و ρ

می شود. ارائه مونت کارلو شبیه سازی روش به اشاره شده

شبیه سازی روش ١ .۵

A(T٠) به اندازه نمونه یک λ = ٣ پارامتر با نمایی توزیع از اول: گام

نمونه یک µ = ۵ پارامتر با نمایی توزیع از و (U١, · · · , UA(T٠))

می شود. تولید (V١, · · · , VB(T٠)) B(T٠) به اندازه تصادفی

مختلف، های p و r = ٣ ،c = ۵ ،b = ۴ ،a = ٣ ازای به دوم: گام

برآورد c٢ = ٧ و c١ = ۶ فرض با همچنین و (١٠) رابطه از ρ بیز برآورد

(١٧) و (١٣) روابط از ترتیب به ρ مراتبی سلسله بیز برآورد و E-بیز

می آید. دست به

تابع مقدار (۵) رابطه از C٢ = ٢٠٠ و C١ = ٢۵٠ ازای به سوم: گام

محاسبه ρ مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآوردهای ازای به هزینه

می شود.

برآوردهای مقادیر میانگین و شده تکرار بار ٢٠٠٠ سوم تا اول گام های

به عنوان بار ٢٠٠٠ این در هزینه تابع و مراتبی سلسله بیز E-بیز، بیز،

می شود. گرفته نظر در C(ρ) و ρ̂HB
T ،ρ̂EB

T ،ρ̂B نهایی مقادیر

ρ̂HB و ρ̂EB ،ρ̂B تعداد ترتیب به X[ρ̂HB ] و X[ρ̂EB ] ،X[ρ̂B ] اگر

احتمال برآورد آنگاه باشند، آزمایش تکرار ٢٠٠٠ در ١ از کوچک تر های

از عبارت اند ρ̂HB و ρ̂EB ،ρ̂B اساس بر پایایی،

P̂B =
X[ρ̂B ]

٢٠٠٠
,

X[ρ̂EB ]

٢٠٠٠
, P̂HB =

X[ρ̂HB ]

٢٠٠٠
.

است. شده آورده ١ جدول در شبیه سازی نتایج

برآوردگر انتخاب نحوه ٢ .۵

چند بین در پارامتری برای مناسب الگویی یا مدل یافتن هدف وقتی

کمیت یک و مینیمم کمیت یک که طوری باشد، کمیت دو اساس بر الگو

[؟]) دلافونته و (پرادو دارد وجود روشی باشد، داشته را مقدار ماکسیمم

این نرمال سازی البته و می پردازد کمیت ها این نرمال سازی به ابتدا که

از ترکیبی که رابطه یک از استفاده با سپس است. متفاوت کمیت دو

این در می شود. انتخاب مناسب الگوی یا مدل است، کمیت دو این

شدت پارامتر مناسب برآورد ،[٢٢] دلافونته و پرادو روش کمک به بخش

و سیستم هزینه کمیت دو اساس بر M/M/ صف بندی مدل ترافیک

بدین صورت اشاره شده روش تشریح که می شود تعیین پایایی احتمال

است.

محاسبه شده پایایی احتمال برآوردهای ،p هر ازای به ١ جدول در

می شوند. نرمال سازی مراتبی، سلسله بیز و E-بیز بیز، روش های تحت

تقسیم شده مقدارشان بزرگ ترین بر مقادیر این از هرکدام که بدین صورت

می شوند. داده نشان P̂NHB و P̂NEB ،P̂NB نمادهای با ترتیب به و

بالاترین باشد، داشته را پایایی احتمال بالاترین که برآوردی کار، این با

نرمال سازی برای می شود. داده اختصاص آن به ١ عدد یعنی مقدار

سلسله بیز و E-بیز بیز، روش های تحت محاسبه شده هزینه تابع مقادیر

با ترتیب به و تقسیم شده مقادیر از هریک بر مقدار کوچک ترین مراتبی،

تحت می شوند. داده نشان CN (ρ̂B) و CN (ρ̂B) ،CN (ρ̂B) نمادهای

می شود داده اختصاص برآوردی به ١ عدد یعنی مقدار بالاترین روش، این

معیار هردو نرمال سازی واقع در باشد. داشته را هزینه مقدار کمترین که



٧- ٨٣۵ ص ،۵۵ پیاپی شماره ،١۴٠٢ تابستان و بهار یک، شماره ،٢٨ صفر سال آماری، ٨١اندیشه

احتمال و پایین تر سیستم هزینه هرچقدر که می شود انجام نحوی به

خود به بالاتری مقدار مربوطه نرمال شده معیارهای باشد، بالاتر پایایی

شاخصی مناسب، برآوردگر تعیین به منظور ادامه در می دهند. اختصاص

به عنوان نرمال شده پایایی احتمال و نرمال شده سیستم هزینه برحسب

به صورت تصمیم گیری شاخص

AE = (w١PN ) + (w٢CN ) (١٨)

نرمال شده معیار دو هر با مستقیم به طور AE شاخص می شود. معرفی

هزینه و بالاتر پایایی احتمال هرچقدر که بدین صورت است. ارتباط در

اختصاص خود به بالاتری مقدار AE شاخص باشد، پایین تر سیستم

AE شاخص دارای که است مناسب تر برآوردگری بنابراین می دهد.

AE شاخص مقدار w٢ = ٠٫۴ و w١ = ٠٫۶ فرض با باشد. بزرگ تری

است. محاسبه شده هزینه تابع و پایایی احتمال نرمال شده مقادیر برای

ثبت شده ٢ جدول در p هر ازای به AE محاسبه و نرمال سازی نتایج

که گرفت نتیجه می توان ٢ جدول در AE شاخص به توجه با است.

در ترافیک شدت پارامتر E-بیز برآوردگر p مختلف مقادیر ازای به

مراتبی سلسله بیز و بیز برآوردگرهای از p = −٢٫۵ و p = −٣٫۵ حالت

بیز و E-بیز برآوردهای از بیز برآوردگر حالت ها بقیه در اما است، بهتر

در گرفته شده نظر در p مختلف مقادیر تحت و است بهتر مراتبی سلسه

بهتر مراتبی سلسله بیز برآوردگر از E-بیز برآوردگر همواره مقاله، این

مقدار به مقاله این در اشاره شده برآوردگر سه مقایسه به طورکلی است.

است. شده آورده ١ جدول در اشاره شده، مراحل نتایج است. وابسته p

مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآورد روش های تحت هزینه تابع و پایایی احتمال ترافیک، شدت پارامتر برآورد .١ جدول

p = ۴٫۵ p = ۴ p = ٣ p = ٢٫۵ p = ٢ p = −٢٫۵ p = −٣ p = −٣٫۵ p = −۴

٠٫١٧٢١ ٠٫٢٣٣٢ ٠٫٢۶٨٩ ٠٫٣١٢۴ ٠٫٢١١٢ ٠٫۵٣۵۴ ٠٫٣٢۶٩ ٠٫۵٢٧۶ ٠٫٣۴٨٩ ρ̂B

٠٫۵۴١٩ ٠٫٣٣۶٣ ٠٫۵۴١٨ ٠٫۴۴٨٩ ٠٫٣۴٨٩ ٠٫۶١٩۵ ٠٫۵٢١٧ ٠٫۴٢۴٩ ٠٫۵٢۴۴ ρ̂EB

٠٫۶٨٨٢ ٠٫٧٧٠٧ ٠٫٧٢۴٢ ٠٫۶٩٢١ ٠٫۶٧۴٢ ٠٫٩۶٧۴ ٠٫٩۶١۶ ٠٫٩٩۶١ ٠٫٩٨٩١ ρ̂HB

٠٫٧٧٢٨ ٠٫٧۶۵١ ٠٫٧٢٣٧ ٠٫٧٠١٢ ٠٫۶٩٣١ ٠٫۶٧۴٩ ٠٫۶٣٢٧ ٠٫۵٩٨٢ ٠٫۵۴٨٧ P̂B

٠٫٩٧٣١ ٠٫٩۵۶٧ ٠٫٩۴۵۶ ٠٫٩٠١٢ ٠٫٨٨٩۴ ٠٫٨١۶٨ ٠٫٧٩۵١ ٠٫٧٨٢١ ٠٫٧۵۶١ P̂EB

٠٫٨٠١۶ ٠٫٧٩٨١ ٠٫٧٨۶١ ٠٫٧۶۵١ ٠٫٧٧٩٢ ٠٫٧۵۶۵ ٠٫٧٠١٣ ٠٫۶٨٧۵ ٠٫۶٢٣١ P̂HB

۴٣٫٣۶ ۶۴٫٣٧ ٨۶٫٢۴ ٩٧٫٩۶ ۵۶٫٣٨ ٢۶١٫٣ ١٠۵٫١ ٢۵٢٫٨ ١١۶٫۵ C(ρ̂B)

٢۶٨٫۶ ١٠٩٫٩ ٢۶٨٫۵ ١٨١٫٢ ١١۶٫۵ ٣٧۶٫١ ٢۴۶٫۶ ١۶٣٫۵ ٢۴٨٫۴ C(ρ̂EB)

۵١٧٫۴ ٨٠١٫٧ ۶٢٠٫٢ ۵٢٧٫٣ ۴٨٣٫۶ ٧٣٧٠ ۶٢١٢ ۶٣٨٠٢ ٢٢۶٣۶ C(ρ̂HB)

مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، برآورد روش های تحت AE شاخص مقادیر و هزینه تابع و پایایی احتمال نرمال شده مقادیر .٢ جدول

p = ۴٫۵ p = ۴ p = ٣ p = ٢٫۵ p = ٢ p = −٢٫۵ p = −٣ p = −٣٫۵ p = −۴

٠٫٧٩۴٢ ٠٫٧٩٩٧ ٠٫٧۶۵٣ ٠٫٧٧٨١ ٠٫٧٧٩٣ ٠٫٨٢۶٣ ٠٫٧٩۵٧ ٠٫٧۵٣۴ ٠٫٧٢۵٧ P̂NB

١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ P̂NEB

٠٫٨٢٣٨ ٠٫٨٣۴٢ ٠٫٨٣١٣ ٠٫٨۴٨٩ ٠٫٨٧۶١ ٠٫٩٢۶٢ ٠٫٨٨٢٠ ٠٫٨٧٩٠ ٠٫٨٢۴١ P̂NHB

١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٠٫۶۴۶٨ ١ CN (ρ̂B)

٠٫١۶١۴ ٠٫۵٨۵٧ ٠٫٣٢١٢ ٠٫۵۴٠۶ ٠٫۴٨٣٩ ٠٫۶٩۴٨ ٠٫۴٢۶٢ ١ ٠٫۴۶٩٠ CN (ρ̂EB)

٠٫٠٨٣٨ ٠٫٠٨٠٣ ٠٫١٣٩١ ٠٫١٨۵٨ ٠٫١١۶۶ ٠٫٠٣۵۵ ٠٫٠١۶٩ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠٠۵١ CN (ρ̂HB)

٠٫٨٧۶۵ ٠٫٨٧٩٨ ٠٫٨۵٩٢ ٠٫٨۶۶٩ ٠٫٨۶٧۶ ٠٫٨٩۵٨ ٠٫٨٧٧۴ ٠٫٧٢۵٩ ٠٫٨٣۵۴ (AE)B

٠٫۶۶۴۶ ٠٫٨٣۴٣ ٠٫٧٢٨۵ ٠٫٨١۶٢ ٠٫٧٩٣۶ ١ ٠٫٧٧٧٠ ١ ٠٫٧٨٧۶ (AE)EB

٠٫۵٢٧٨ ٠٫۵٣٢۶ ٠٫۵۵۴۴ ٠٫۵٨٣٧ ٠٫۵٧٢٣ ٠٫۵۶٩٩ ٠٫۵٣۵٩ ٠٫۵٢٨۴ ٠٫۴٩۶۵ (AE)HB



جعفری٨٢ و یعقوب زاده ترافیک شدت پارامتر برآورد

نتیجه گیری و بحث ۶

M/M/١ صف بندی مدل در ترافیک شدت پارامتر برآورد مقاله این در

آنتروپی زیان تابع تحت مراتبی سلسله بیز و E-بیز بیز، روش های به

برآورد، روش های ارزیابی برای سپس گرفت. قرار موردمطالعه عمومی

تعریف طوری سیستم هزینه و پایایی احتمال اساس بر (AE) شاخصی

ماکسیمم آن پایایی احتمال و مینیمم سیستم هزینه هرچقدر که می شود

مقاله، این در بنابراین شود. بزرگ تر نیز شاخص آن مقدار باشد،

پارامتر مناسب برآورد باشد، بزرگ تری AE شاخص دارای که برآوردگری

انتهای در می شود. انتخاب M/M/١ صف بندی مدل ترافیک شدت

بر مختلف، های p ازای به ترافیک، شدت پارامتر برآوردگرهای مقاله

که شد مشخص شدند. مقایسه یکدیگر با پیشنهادی شاخص اساس

اما بهترند؛ مراتبی سلسله بیز برآورد از E-بیز و بیز برآوردهای همواره

ازای به است. p مقدار به وابسته E-بیز و بیز برآوردگرهای عملکرد

بهتر بیز برآوردگر موارد برخی در و بهتر E-بیز برآوردگر ،p مقادیر برخی

می کند. عمل

تشکر و تقدیر

و مقاله ارزیابی در مجله محترم داوران و سردبیر از مقاله نویسندگان

می کنند. تشکر و قدردانی ارزنده شان پیشنهاد های
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Optimizing the Estimation of the Traffic Intensity Parameter
of Queuing ModelM/M/1 under Bayeian estimation methods

shahram Yaghoobzadeh Shahrastani1 and Amrollah Jafari2

Abstract:

In this article, the queuing model M/M/1 is considered, in which the inter-arrival of customers follows an exponential

distribution with the parameter λ, and the service times follow an exponential distribution with the parameter µ, which are

independent of the inter-arrival times. It is also assumed that the system is active until T . Then, under this stopping time

(T ), Bayesian, E-Bayesian, and hierarchical Bayesian estimations of the traffic intensity parameter of this queuing model

are obtained under the general entropy loss function, considering the gamma and Erlang prior distributions for parameters λ

and µ, respectively. Using numerical analysis and based on an index calculated according to reliability probability and cost

function, Bayesian, E-Bayesian, and hierarchical Bayesian estimations are compared.

Keywords: Stationary probability, Cost function, E-Bayesian estimation, Hierarchical Bayesian estimation,The M/1/1

queuing system.
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