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وزنی نمونه گیری تحت میزس ون دایره ای  توزیع در آماری استنباط
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چکیده:
جديد ابزارهای از استفاده نيازمند داده ها نوع اين ویژگی های به راجع تحقيق هستند. جهت دار اندازه گیری ها علمی مختلف زمینه های از بسياری در

در است. آمار از حوزه اين از مثالی ای دايره آمار هستند. معروف غيرخطی آمار به داده ها گونه اين تحليل برای آماری روش های است. آماری

را نمونه ای چنين شود. ثبت آن از نامنفی تابعی با متناسب شانسی مشاهده هر كه باشد به گونه ای نمونه گیری است ممكن ای دايره آمار بررسي

با می شود. پرداخته وزنی دایره ای  توزیع های به مقاله این در می نامند. وزنی ای دايره توزيع را نمونه ها اين با متناظر توزيع و وزنی ای دايره نمونه

ون دایره ای  توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد دارد، دایره ای  داده های بندی مدل در وسیعی بسیار کاربرد میزس ون توزیع اینکه به توجه

بیزی برآوردهای مناسب پیشین توزیع یک کمک به نباشند، شناساپذیر برآوردگرها است ممکن ازآنجاکه می گیرد. قرار موردبررسی وزنی میزس

می شوند. مقایسه میزس ون دایره ای  توزیع در مختلف وزن های شبیه سازی مطالعه یک در می آید. دست به منحصربه فرد

پذیرش رد- شبیه سازی درستنمایی، ماکسیمم برآورد وزن، تابع میزس، ون توزیع دایره ای ، داده های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

هستند مواجه داده هایی با پژوهشگران تجربی، پدیده های از بعضی در

اندازه گیری برای که دایره ای  داده های ندارند. اقلیدسی ماهیت ذاتاً که

اصلی تفاوت هستند. نوع این از می روند، کار به جهت یا و زاویه

بالاتر ابعاد با یا و دوبعدی یک بعدی، به صورت که داده هایی چنین

به است. داده ها این بودن متناوب خطی داده های با می شوند، ظاهر

خطی توزیع های با متفاوت و تناوبی نیز آن ها آماری توزیع که معنی این

بسیار ٣۵٩o و ١o زاویه زاویه ای، داده های در به عنوان مثال بود. خواهد

روی آن ها گرفتن نظر در داده ها، نوع این تحلیلی روش هستند. نزدیک

برای می توان شرایطی چنین در می باشد. واحد شعاع با دایره ای  محیط

کرد. استفاده دایره ای  توزیع های از آن ها تحلیل

داشته کاربرد علمی مختلف زمینه های در می توانند داده هایی چنین

در [۴] همکاران و بولبرت زیستی، علوم در [١۶] ماردیا باشند.

و شناختی روان شناسی در [٢] مایر ون و کاس رفتاری، زیست شناسی

کرده اند. استفاده بیوانفورماتیک در داده ها این از [٧] همکاران و ماردیا

محیطی علوم ، [٨] هانگارتز و گیل سیاسی علوم مانند دیگر علوم در

هستند. داده ها این به کارگیری علوم از دامنه ای نیز [٣] گوپتا سن و آرنولد

[٩] گورتمن ،[١٠] پنکویس و گورتمن به می توان دیگر کاربردهای برای

کرد. مراجعه [١٣] لیری و

غیر به صورت نمونه ها است ممکن آماری بررسی های در دیگر، طرف از

گیرند. قرار محقق اختیار در منفی غیر تابعی با متناسب و تصادفی

متغیر دقیق رفتار بیانگر تصادفی متغیر پایه توزیع شرایطی چنین در

تحلیل برای وزنی توزیع های از است لازم بلکه بود. نخواهد تصادفی

تحلیل در وزنی توزیع های از استفاده .([١]) شود استفاده مشاهدات

وجود محدودیت هایی آن ها از نمونه گیری در که داده هایی از بسیاری

در را وزنی توزیع های از استفاده دلیل همین به است. معمول دارد،

ترافیک در و [۵] کولینگ و چن شیلات ، [١٣] وارن جنگل تولیدات

توزیع های برای نظری حوزه های در برد. نام می توان را [٩] موریسون

اشاره [١] جاکوبو و [١٢] سونج و کریشنان آنی به می توان نیز وزنی

کرد.

ثبت شانس با متناسب تابع می شود، گفته وزن تابع که w(x) کنید فرض

را تصادفی متغیر رفتار گرچه که معنی این به باشد. x نمونه در مشاهده

x مشاهده نمونه گیری در اما می کند، تعیین f(x) احتمال چگالی تابع

می گیرد. قرار محقق دسترس در w(x) مثبت تابع طریق از

[١٠] رائو این اما کرد؛ مطرح ا ر وزنی توزیع های [۶] فیشر ابتدا
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پرداز١۴٠ چینی رحیم و سنایی شاه فاطمه وزنی نمونه گیری تحت میزس ون دایره ای  توزیع

هرگاه داد. ارائه را آن ها فرمول بندی و وزنی توزیع های اصول که بود

تابع با همراه ،f(x;ηηη) احتمال چگالی تابع با X خطی تصادفی متغیر

به صورت Xw وزنی چگالی تابع باشد، w(x,βββ) وزن

fw(x;ηηη,βββ) =
w(x, β)f(x;ηηη)

E[w(X,βββ)]
(١)

مقادیر از برداری βββ و f(x;ηηη) توزیع پارامترهای بردار ηηη اینجا در است.

همدیگر از تابعی می توانند بردار دو این است. وزن تابع در مجهول

و احتمال چگالی تابع خاصیت دارای fw(x;ηηη,βββ) است بدیهی باشند.

نیست. یکسان f(x;ηηη) تابع با آن تابعی ساختار به طورمعمول

بوده، متداول خطی داده های در تاکنون وزنی توزیع های از استفاده  

است. نگرفته صورت دایره ای  داده های در توزیع ها این مطالعه ای اما

اختیار در وزن تابع یک تأثیر تحت نیز داده ها این است ممکن درحالی که

در را چرخانی دوربین مانند زاویه سنجش دستگاه گیرند. قرار محقق

دامنه در زاویه های [٠, ٢π] فاصله به جای آن چرخش که بگیرید نظر

ثبت شده زاویه های همیشه اینجا در کند. فیلم برداری را (π/١٠, ١١π/۶)

چرخش در دستگاه این کنید فرض یا هستند. بریده شده دامنه این در

مواردی چنین در نکند. ثبت را داده ها از بعضی زوایا از بعضی در خود،

اول مثال در هستند. وزن تابع به مشروط نمونه در ثبت شده زوایای با

بود؛ خواهد مناسب وزن تابع w(θ) = I(π/١٠,١١π/۶)(θ) نشانگر تابع

گیرند. قرار موردبررسی مختلفی وزن های است لازم دوم حالت در اما

دارند، پیچیده ای فرم به طورمعمول دایره ای  پارامترهای برآورد ازآنجاکه

می تواند می آیند، دست به وزنی تابع با مشاهدات وقتی برآوردها مطالعه

تابع مجهول مقادیر اگر به ویژه باشد. مطالعه برای جالبی موضوع

موضوع این به حاضر مقاله باشند. مرتبط توزیع پارامترهای با وزن

است. اختصاص یافته

حقیقت در و توزیع مهم ترین میزس ون توزیع دایره ای ، توزیع های میان در

داده های در نرمال توزیع که دارد داده ها نوع این در را نقشی همان

بود. خواهد میزس ون توزیع روی مقاله این اصلی أکید ت دارد. خطی

هم دیگر توزیع های برای به راحتی می تواند حاصل شده نتایج باوجوداین،

دوم بخش در که تنظیم شده بخش هفت در مقاله گیرد. قرار مورداستفاده

موردبررسی آن ها خواص و معرفی دایره ای  وزنی توزیع های معرفی مقاله

بیشتری أکید ت با وزنی میزس ون توزیع به سوم بخش در می گیرد. قرار

تابع سه تحت پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد می شود. مطالعه

شبیه سازی یک در بعدی بخش در و بررسی میزس ون توزیع برای وزنی

شد. خواهد داده نشان پارامترها برآورد در پیشنهادشده روش توانایی

برای پیشنهاد و قبلی بخش های از نتیجه گیری به مقاله نهایی بخش

بود. خواهد بعدی تحقیقات

وزنی دایره ای  توزیع ٢

دایره ای  احتمال چگالی تابع با دایره ای  تصادفی متغیر θ کنید فرض

یعنی باشد؛ ٢π تناوب دوره با f(θ)∫ ٢π

٠
f(θ)dθ = ١, f(θ ± ٢kπ) = f(θ) ≥ ٠ (٢)

داده های در وزنی توزیع به کارگیری با است. صحیح عدد k آن در که

قرارگرفته نیز وزن تابع در موردنظر پارامتر که کلی تر حالت در و دایره ای 

باشد:

fw(θ;ηηη) =
w(θ,ηηη)f(θ;ηηη)

E[w(Θ, ηηη)]
. (٣)

آشکار fw(x) خطی تابع همانند fw(θ) داشتن چگالی تابع خواص

زیر ٢. ١ لم بود. نخواهد برقرار (٢) بودن دایره ای  شرط لزوماً اما است؛

می دهد. نشان را fw(θ) بودن تناوبی خاصیت کافی شرط

موجود E[w(Θ)] اگر و کند صدق (٢) شرایط در f(θ) اگر .٢. ١ لم

تابع fw(g) تابع ، g(θ) = g(θ + ٢π) پیوسته تابع هر برای باشد،

است. دایره ای  چگالی

دست به مستقیم به صورت بودن احتمال چگالی تابع اثبات اثبات.

داریم: fw(g) تابع بودن متناوب برای می آید.

fw(g(θ + ٢π)) =
w(g(θ + ٢π))f(g(θ + ٢π))

E[w(g(Θ + ٢π))]

=
w(g(θ))f(g(θ))

E[w(g(Θ))]
= fw(g(θ))

است؛ برقرار w تابع هر برای ٢. ١ لم باشد، g(θ + ٢π) = g(θ) اگر

تابع، بودن متناوب با هنوز نباشد، شرط این دارای g تابع اگر اما

می توان شکل ساده ترین در بود. خواهد برقرار لم ،w(θ+ ٢π) = w(θ)

صورت آن در گرفت. نظر در ٢π تناوبی خاصیت با را w(θ) تابع

دایره ای  وزنی توزیع می توان ممکن حالت سه می کند. کفایت g(θ) = θ

داشت:

صورت این در باشد، ثابتی مقدار w(θ) = c کنید فرض .١

خواهند یکسان تصادفی و وزنی نمونه گیری و fw(θ) = f(θ)

بود.

عدد j آن در که w(θ, λ١, λ٢) = ١+λ١ sin jθ+λ٢ cos jθ اگر .٢

شرط با است، صحیحی

λ١, λ٢ ∈ [−١, ١], |λ١|+ |λ٢| ≤ ١. (۴)

توزیع های از انعطاف پذیری خانواده در Θw صورت این در

مدی تک غیرمتقارن، متقارن، توزیع های که می گیرد قرار دایره ای 
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خاصی حالت های (١) (شکل می دهد. پوشش را مدی چند و

می دهد). نشان را وزنی میزس ون توزیع این از

به صورت وزن تابع اگر .٣

w(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos jθ + λ٢ sin jθ} (۵)

([١۴]) ماکسیمف توزیع Θ پایه توزیع و

fw(θ;λ١, λ٢) ∝ exp{
k∑

i=١

λ١j cos jθ + λ٢j sin jθ}, (۶)

و ماکسیمف توزیع های خانواده به صورت وزنی توزیع باشد،

فرم دارای وزنی دایره ای  توزیع حقیقت در است. نمایی خانواده

است. پایایی

توزیع ها از خانواده یک یا و توزیع یک در پایایی ویژگی هرگاه

توزیع مشابه وزنی نمونه گیری تحت آماری استنباط باشد، برقرار

بود. خواهد پارامترها مقادیر در تفاوت اندکی با فقط و پایه

وزنی میزس ون توزیع ٣

چنین می کند. ایفا دایره ای  داده های در مهمی نقش میزس ون توزیع

نتایج بنابراین می کند؛ بازی خطی داده های در نرمال توزیع را نقشی

دایره ای  کاربردهای از بسیاری می تواند وزنی نمونه گیری در آن از حاصل

داده نشان vM(µ, κ) نماد با که میزس ون چگالی تابع دهد. پوشش را

به صورت می شود،

f(θ;µ, κ) =
١

٢πI٠(κ)
exp{κ cos(θ − µ)}, ٠ ≤ θ < ٢π (٧)

تمرکز پارامتر κ > ٠ و ٣ مکان پارامتر µ ∈ [٠, ٢π) آن در و تعریف

رابطه از و صفر مرتبه ۵ اول نوع اصلاح شده بسل تابع I٠(κ) است. ۴

I٠(κ) =
١

٢π

∫ ٢π

٠
eκ cos θdθ (٨)

ادامه میزس ون توزیع اهمیت به توجه با .([٢]) می آید دست به

می کنیم. معطوف دایره ای  توزیع این روی بر را نتایج

w(θ) وزن با تحقق یافته مشاهده Θw و Θ ∼ vM(µ, κ) کنید فرض

به صورت وزنی میزس ون توزیع صورت این در باشد.

fw(θ;µ, κ) =
w(θ,β) exp{κ cos(θ − µ)}

٢πI٠(κ)E[w(Θ,β)]
. (٩)

لزوماً ولی است نمایی خانواده عضو vM(µ, κ) اینجا در بود. خواهد

برای کافی شرط می دهد، نشان (٣. ١) لم بود. نخواهد چنین fw(θ)

که است این fw(θ;µ, κ) نمایی خانواده عضو

w(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos jθ + λ٢ sin jθ}. (١٠)

λ١ = با (١٠) وزن تابع و Θ ∼ vM(µ, κ١) کنید فرض .٣. ١ لم

خاصیت توزیع پس باشد. j = ١ همچنین و λ٢ = κ٢ sinµ و κ٢ cosµ

.Θw ∼ vM(µ, κ١ + κ٢) و دارد پایایی فرم

می آید. دست به (٩) در (١٠) به کارگیری و مستقیم به صورت اثبات.

λ١ = با (١٠) وزن تابع و Θ ∼ vM(µ١, κ١) کنید فرض .٣. ٢ لم

توزیع پس باشد. j = ٢ همچنین و λ٢ = κ٢ sin ٢µ٢ و κ٢ cos ٢µ٢

به صورت ،Θw ∼ GvM(µ١, µ٢, κ١, κ٢) تعمیم یافته میزس ون

fw(θ;η) =
exp{κ١ cos(θ − µ١) + κ٢ cos ٢(θ − µ٢)}

٢πG٠(δ, κ١, κ٢)
(١١)

κ١, κ٢ > ٠, µ١, µ٢ ∈ [٠, ٢π), η = آن در که داشت خواهد

.δ = (µ١ − µ٢) mod π و (µ١, µ٢, κ١, κ٢)

می آید. دست به مستقیم به صورت اثبات.

w(θ, µ, λ١, λ٢) = ١ + λ١ sin j(θ − µ) + وزن تابع تعریف با

میزس ون توزیع ،E[w(Θ, µ, λ١, λ٢)] محاسبه و λ٢ cos j(θ − µ)

به صورت وزنی

fw(θ;η) =
[١ + λ١ sin j(θ − µ) + λ٢ cos j(θ − µ)]

٢π(I٠(κ) + λ٢Ij(κ))

× exp{κ cos(θ − µ)}. (١٢)

Ij(κ) = و η = (µ, λ١, λ٢) اینجا در می آید. دست به

اول نوع اصلاح شده بسل تابع . ١
٢π

∫ ٢π
٠ cos(jθ) exp{κ cos θ}dθ

است. j مرتبه

میزس ون توزیع پارامترهای برآورد ۴

وزنی

میزس ون توزیع از تحقق یافته نمونه θθθw = (θw١ , . . . , θwn ) کنید فرض

پس: باشد. دسترس در w(θ, λ) کلی تر وزن با و (٧)

fw(θ;κ, λ) =

∏n
i=١ w(θi, λ) exp{κ

∑n
i=١ cos(θi − µ)}

(٢πI٠(κ))nEn[w(θ, λ)]
. (١٣)

3Location parameter
4Concentration parameter
5Modified Bessel function of the first kind
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به صورت درستنمایی تابع لگاریتم

ℓw(κ, λ) =

n∑
i=١

ln(w(θi;λ)) +

n∑
i=١

κ cos(θi − µ)

− n ln(٢πI٠(κ))− n ln(E[w(Θ;λ)]). (١۴)

از κ و µ پارامترهای برای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای بنابراین و

رابطه دو

∑n
i=١

∂

∂µ
lnw(θi, λ) + κ

n∑
i=١

sin(θi − µ)

− n
∂

∂µ
ln(E[w(Θ, λ)]) = ٠, (١۵)

∑n
i=١

∂

∂κ
ln(w(θi;λ)) +

n∑
i=١

cos(θi − µ)

− n
I١(κ)

I٠(κ)
− n

∂

∂κ
ln(E[w(Θ, λ)]) = ٠, (١۶)

و ندارند تحلیلی جواب بالا معادلات کلی حالت در می آیند. دست به

آیند. دست به عددی روش های با باید

است. مستقل موردنظر پارامتر از وزن تابع به طورمعمول ازآنجاکه

به صورت معادلات و صفر برابر (١۶) و (١۵) معادله دو اول جمله های

κ
∑n

i=١sin(θi − µ)

−n
∂

∂µ
ln(E[w(Θ, λ)]) = ٠ (١٧)

∑n
i=١ cos(θi − µ)− n

I١(κ)

I٠(κ)

− n
∂

∂κ
ln(E[w(Θ, λ)]) = ٠ (١٨)

معادله دو این حل از می یابند. تغییر κ̂ =
∂
∂µ

ln(E[w(Θ,λ)])

S̄ sinµ−C̄ cosµ

I١(κ̂)
I٠(κ̂)

+ ∂
∂κ

ln(E[w(Θ, λ)]) = C cosµ+ S sinµ.

C̄ = ١
n
C, S̄ = و C =

∑n
i=١ cos θi, S =

∑n
i=١ sin θi آن در که

ماکسیمم برآوردهای باشد، پارامترها از مستقل E[w(Θ)] اگر . ١
n
S

شد. خواهند یکسان تصادفی و وزنی درستنمایی

تابع با درستنمایی ماکسیمم برآورد ۵

خاص وزن های

وزن تابع چند تحت میزس ون توزیع پارامترهای برآورد به بخش این در

می شود. پرداخته خاص

نمایی وزن تابع و Θ ∼ vM(µ١, κ١) کنید فرض .١

w(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos ٢θ + λ٢ sin ٢θ}

صورت آن در باشد. λ٢ = κ٢ sin ٢µ٢ و λ١ = κ٢ cos ٢µ٢ با

Θw ∼ GvM(µ١, µ٢, κ١, κ٢) تعمیم یافته میزس ون توزیع

تعمیم یافته میزس ون توزیع پارامترهای برآورد می شود. حاصل

است. به دست آمده [٧] توسط

(١٠) نمایی وزن تابع Θ ∼ vM(µ, κ١) برای کنید فرض .٢

شود. گرفته نظر در λ٢ = κ٢ sinµ و λ١ = κ٢ cosµ با

حل از پارامترها برآورد .Θw ∼ vM(µ, κ١ + κ٢) پس

باشد معلوم κ٢ اگر و µ̂ = θ̄ به منجر (١۶) و (١۵) معادلات

A(κ) = I١(κ)
I٠(κ)

اینجا در شد. خواهد κ̂١ = A−١(R̄) − κ٢

دست به نمونه مقادیر از به سادگی که R̄ = ١
n

√
C٢ + S٢ و

می آیند.

تشخیص غیرقابل κ٢ و κ١ برآوردهای باشد، مجهول κ٢ اگر

بود. خواهند غیرمفید و یکتا غیر برآوردها نتیجه در هستند.

شدن منجر و پارامترها روی پیشین توزیع های از گرفتن کمک

در [١٨] توسط تعمیم یافته درستنمایی ماکسیمم برآوردهای به

و روش این به کارگیری با است. پیشنهادشده خطی داده های

پیشین توزیع انتخاب

π(κ١, κ٢) = π٠(κ٢|κ١)π١(κ١)

= κ١e
−κ١κ٢e−κ١ = κ١e

−κ١(κ١+٢), κ١, κ٢ > ٠

می شود: حاصل زیر به صورت پسین توزیع

GL(κ١, κ٢, µ)

∝
κ١ exp{(κ١ + κ٢)

∑n
i=١ cos(θi − µ)− κ١(κ٢ + ١)}

٢πI٠(κ١ + κ٢)n

نسبت GL(κ١, κ٢, µ) تابع سازی ماکسیمم با پارامترها برآورد و

از مشتق گیری با می آید. دست به κ٢ و κ١ ،µ پارامتر سه به

صفر برابر و κ٢ و κ١ ،µ پارامتر سه به نسبت GL(κ١, κ٢, µ)

داریم: آن ها دادن قرار

(κ١ + κ٢)

n∑
i=١

sin(θi − µ) = ٠ =⇒ µ̂ = θ̄

(
١
κ١

− κ٢ − ١) +
n∑

i=١

cos(θi − µ)

− n
I١(κ١ + κ٢)

I٠(κ١ + κ٢)
= ٠ (١٩)

−κ١ +

n∑
i=١

cos(θi − µ)− n
I١(κ١ + κ٢)

I٠(κ١ + κ٢)
= (٢٠).٠
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(٢٠) و (١٩) معادلات کردن ساده و µ به جای θ̄ جایگذاری با

رابطه دو از عددی روش با κ٢ و κ١ برآوردهای

(
١
κ١

− κ٢ − ١)− n
I١(κ١ + κ٢)

I٠(κ١ + κ٢)
= C cos(θ̄) + S sin(θ̄)

κ١ + n
I١(κ١ + κ٢)

I٠(κ١ + κ٢)
= C cos(θ̄) + S sin(θ̄)

رابطه جواب های بین از بنابراین می آیند؛ دست به

١
κ١

− κ١ − ١ = κ٢

شد. خواهند محاسبه برآوردها کنند، صدق (١٩) در که

w(θ, µ) = ١ + λ١ sin j(θ − به صورت وزن تابع که حالتی در .٣

درستنمایی: تابع لگاریتم باشد، µ) + λ٢ cos j(θ − µ)

ℓw(µ, κ, λ١, λ٢)

=

n∑
i=١

ln[١ + λ١ sin j(θi − µ) + λ٢ cos j(θi − µ)]

+ κ

n∑
i=١

cos(θi − µ)− n ln[٢π(I٠(κ) + λ٢Ij(κ))].

برآورد برای عددی روش های حالت این در بود. خواهد

کرد یادآوری باید می رود. کار به (λ١, λ٢, µ, κ) پارامتر چهار

از استفاده (۴) شرط بر علاوه پارامترها، برآورد محاسبه جهت

هرگاه است. ضروری R نرم افزار در Rsolnp نرم افزاری بسته

به صورت κ و µ برآوردهای هستند، معلوم λ٢ و λ١ پارامترهای

معادله دو از عددی
n∑

i=١

λ١ sin j(θi − µ)− λ٢ cos j(θi − µ)

١ + λ١ sin j(θi − µ) + λ٢ cos j(θi − µ)

+κ

n∑
i=١

sin(θi − µ) = ٠

n∑
i=١

cos(θi − µ)− n
λ١[Aj+١(κ)−A١(κ)Aj(κ)]

١ + λ٢Aj(κ)
= ٠.

است. Aj(κ) =
Ij(κ)

I٠(κ)
که می آیند دست به

شبیه سازی ۶

ون توزیع های پذیرش - رد شبیه سازی از استفاده با بخش این در

فرض می کنیم. مقایسه را مختلف وزن های تابع تحت وزنی میزس

با Θ ∼ vM(µ١, κ١) از وزنی نمونه ای θθθw = (θw١ , . . . , θwn ) کنید

با وزنی توزیع از تایی ١٠٠ تصادفی نمونه ای باشد. κ١ = ١ و µ١ = ٢

وزن تابع

λ١ = آن در که w(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos ٢θ + λ٢ sin ٢θ}

١٠٠٠٠ تعداد به κ٢ = ١ و µ٢ = ٢ ، λ٢ = κ٢ sin ٢µ٢ و κ٢ cos ٢µ٢

می رود انتظار Θw ∼ GvM(٢, ٢, ١, ١) ازآنجاکه شد. انتخاب بار

دیگر وزن های با مدل های به نسبت مدل این برای پارامترها برآورد

توزیع از صدتایی نمونه مرحله، این در دهد. نشان را بهتری برازش

برآورد و کرده شبیه سازی بار ١٠٠٠٠ تعداد به را بالا وزن با میزس ون

شد. آورده دست به قبلی بخش مطابق را پارامترها درستنمایی ماکسیمم

اصلی وزن گرفت. قرار موردبررسی نیز دیگر وزن دو مقایسه جهت

به صورت دیگر وزن دو و w٢(θ, λ١, λ٢)

w١(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos θ + λ٢ sin θ},

λ١ = κ٢ cosµ١, λ٢ = κ٢ sinµ١

w٢(θ, λ١, λ٢) = exp{λ١ cos ٢θ + λ٢ sin ٢θ},

λ١ = κ٢ cos ٢µ٢, λ٢ = κ٢ sin ٢µ٢

w٣(θ, λ١, λ٢) = ١ + λ١ sin(θ − µ١) + λ٢ cos(θ − µ١)

لگاريتم ماكسيمم معیارهای از وزن ها مقایسه برای همچنین بوده اند.

(BIC) شوارتز و (AIC) آكائيكه ضريب (MLL)، درستنمايي تابع

از بهتر واقعی مدل می دهد نشان (١) جدول در نتایج شد. استفاده

واقعی مقدار به نیز برآوردها می شود. برازش داده ها به مدل ها دیگر

است. نزدیک آن ها

نتیجه گیری و بحث ٧

هرگاه شده اند. مطالعه دایره ای  داده های در وزنی توزیع های مقاله این در

متغیر گیرند، قرار دسترس در مشاهدات از تابع یک با همراه مشاهدات

دایره ای  داده های در بود. خواهد پایه توزیع با متفاوت جدید تصادفی

تصادفی متغیر باشد منفی غیر وزن تابع هرگاه که خطی داده های برخلاف

توزیع است ممکن داده ها از نوع این در داشت، خواهد جدیدی توزیع

باشد. نداشته تناوبی خاصیت جدید

ارائه شده وزنی توزیع تابع بودن متناوب برای کافی شرط مقاله این در

و به دست آمده میزس ون مهم توزیع داده های برای وزنی توزیع است.

پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد است. پیشنهادشده وزن تابع سه

شبیه سازی یک در و به دست آمده وزن توابع از هرکدام برای میزس ون

با است، داده شده نشان و قرارگرفته ارزیابی مورد برآوردها محاسبه روش

وزن یک با همراه و تصادفی غیر داده ها هرگاه می توان پیشنهادی روش

می توان اینکه ضمن کرد. برآورد را پارامترها می گیرند قرار اختیار در
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تابع از را به دست آمده اند طریق آن از داده ها که نامعلومی وزن تابع

داد. تشخیص دیگر وزن های

تولید برای روشی به عنوان می تواند وزنی توزیع های آوردن دست به

شود. گرفته کار به نیز پایه توزیع از جدید توزیع های

موردبحث کلی حالت در را دایره ای  وزنی توزیع مقاله اول بخش در اگرچه

قرار مدنظر را میزس ون توزیع مقاله اصلی نتایج اما است، داده قرار

و متفاوت نتایج دایره ای  دیگر توزیع های برای است بدیهی است. داده

می تواند مطالعه ای چنین شد. خواهد حاصل متفاوتی وزن های نتیجه در

گیرد. قرار پژوهشگران روی و پیش

تشکر و تقدیر

مجله محترم ویراستار و داوران از را خود تشکر نهایت مقاله نویسندگان

می دارند. ابراز
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.κ = ١ و j = ١ که زمانی λ٢ و λ١ مختلف مقادیر ازای به وزنی میزس ون چگالی تابع :١ شکل

آكائيكه ضريب درستنمايي، تابع لگاريتم ماكسيمم معیارهای با وزن تابع سه تحت میزس ون توزیع پارامترهای برآورد :١ جدول

w٢(θ) وزن تابع تحت وزنی میزس ون توزیع از شبیه سازی شده داده های برای شوارتز و

BIC AIC MLL λ̂٢ λ̂١ κ̂٢ κ̂١ µ̂٢ µ̂١ وزن تابع

۵٢/٣٠۶ ١٠/٢٩٢ -٠۵٣/١۴۴ - - ۴٧٨/٠ ٠٢/١ - ٠١/٢ w١(θ)

۴٨/٢٧۴ ٠۶/٢۶۴ -٠٣/١٢٨ - - ٠٢/١ ٠٣/١ ٠٠/٢ ٩٩/١ w٢(θ)

١٨/٢٧۶ ٧۶/٢۶۵ -٨٨/١٢٨ ٧/٠ -٠٠٣/٠ - ٠٧/١ - ٩٩/١ w٣(θ)
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Statistical Inference for von Mises Circular Distribution
under Weighted Sampling
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Abstract:

In many scientific fields, measurements are directional. Research into the characteristics of these types of data requires the

use of new statistical tools. Statistical methods for analyzing these kinds of data are known as nonlinear statistics. Circular

statistics is an example of this field of statistics. In the study of circular statistics, sampling may be such that each observation

is recorded with a probability proportional to a non-negative function of it. Such a sample is called a weighted circular sample

and the corresponding distribution of these samples is called a weighted circular distribution. This paper addresses weighted

circular distributions. Considering that the von Mises distribution is widely used in modeling circular data, the maximum

likelihood estimation of the parameters of the weighted von Mises circular distribution is examined. Since the estimators

may not be identifiable, unique Bayesian estimates are obtained using a suitable prior distribution. In a simulation study,

different weights in the von Mises circular distribution are compared.

Keywords: Circular data, von Mises distribution, Weight function, Maximum likelihood estimation, Accept-Rejection

simulation.
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