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نامتناهی ظرفیت با صف بندی سیستم های خانواده در بهینه مدل
ارلانگ توزیع اساس بر

جعفری٣ امراله شهرستانی٢، یعقوب زاده شهرام زارعی١، رضا

چکیده:
سیستم یک طراحی هدف مقاله این در می آیند. شمار به صف بندی سیستم های طراحی در کلیدی معیار دو سیستم پایایی احتمال و هزینه تابع

دارای دوم مدل در سیستم به ورود بین زمان های و اول مدل در سرویس زمان های آن در که است نامتناهی ظرفیت با باجه ای تک صف بندی

نشان دهنده آن بودن بزرگ تر که می شود معرفی سیستم پایایی احتمال و هزینه تابع اساس بر جدید شاخصی منظور، این به می باشند. ارلانگ توزیع

است. شده ارائه پیشنهادی روش محاسباتی جزئیات تشریح برای کاربردی مثال یک و عددی مثال چند می باشد. مدل بودن بهینه

کارایی. شاخص پایایی، احتمال هزینه، تابع نامتناهی، ظرفیت ارلانگ، توزیع کلیدی: واژه های

١۴٠٣/٠١/٠٨ دریافت: تاریخ

١۴٠٣/١١/١١ پذیرش: تاریخ

مقدمه ١

و مدل سازی برای کلیدی ابزارهای از یکی صف بندی نظریه

ارتباطی، سیستم های شامل سیستم ها انواع کمی و کیفی تجزیه وتحلیل

.[١۴] است فنی سیستم های سایر و حمل ونقل کامپیوتری، شبکه های

شبکه های صف، سیستم های انواع پرکاربردترین و مهم ترین از یکی

زنجیره اطلاعات، تکنولوژی مانند مختلفی حوزه های در که هستند صف

.[۵] دارند کاربرد تولیدی سیستم های و اینترنت ترافیک، کنترل تأمین،

به ورودی ازنظر که بوده فرعی سیستم چند از ترکیبی صف شبکه های

می پردازند خدمت ارائه به مستقل به طور ولی هستند وابسته یکدیگر

سیستم به شده ارائه خدمات این از تعدادی دریافت برای مشتریان و

بهینه سازی مناسب، سیستمی استقرار برای بنابراین، می کنند؛ مراجعه

اهمیت حائز دارند، که فراوانی کاربرد به توجه با سیستم هایی چنین

با متناهی، ظرفیت با صف بندی مدل چند بهینه سازی نحوه است.

مدل بهینه سازی و [۴] همکاران و باسکت توسط مختلف رویکردهای

نرخ و مراجعه نرخ متوسط گرفتن نظر در با M/M/s/K صف بندی

دلافونته و پارادو توسط فازی، متغیرهای به عنوان مشتریان سرویس

است. شده مطالعه [١۵]

از استفاده با و دارد صف بندی نظریه در مؤثری نقش آماری استنباط

ارزیابی معیارهای و پارامترها می توانند محققان قدرتمند، ابزار این

و صف در متقاضیان تعداد متوسط ترافیک، شدت پارامتر مانند مهمی

مدل های در سیستم و صف در متقاضیان انتظار زمان متوسط و سیستم

مدل ها، این از گروه یک کنند. برآورد مختلف روش های به را صف بندی

مختلفی پارامترهای که هستند ارلانگ توزیع دارای صف بندی مدل های

برآورد آماری روش های به متعددی نویسندگان توسط مدل ها این گونه در

مدل در آن ها ریاضی خواص بررسی و پارامترها برآورد است. شده

سیستم در متقاضیان انتظار زمان برآورد و [٩] گوپتا توسط M/ErK/١

قرارگرفته موردمطالعه [٨] فیکسچر توسط ErK/M/١ صف بندی

ErK/M/c و ErK/M/١ مدل های پارامترهای بیزی تحلیل است.

و M/ErK/١ مدل های پارامترهای بیزی تحلیل ،[١٩] وایپر توسط

مدل ترافیک شدت پارامتر برآورد ،[١١] اینسیوا توسط M/HK/١

تحقیقی است. انجام شده [١٠] رائو و هاریشچاندرا توسط M/ErK/١

دهیانی و جاین توسط M/ErK/١ مدل در کیفیت کنترل زمینه در هم

M/ErK/١ مدل در پارامترها بیزی برآورد است. گرفته صورت [١٢]

صف بندی مدل های انواع در پارامترها بیزی برآورد ،[۶] چادوری توسط

به M/ErK/١ مدل در پارامترها برآورد ،[١٣] مانوهاران و خوزه توسط

چاندرانسکار و وایدیاناتان توسط بیزی و ماکسیمم درستنمایی روش های

توسط دومتغیره پیشین توزیع از استفاده با پارامترها بیزی برآورد و [١٨]

است. شده ارائه [٧] خوزه و دپسی

عوامل مهم ترین از یکی به عنوان هزینه واقعی مسائل بیشتر در
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سعی همواره و می آید شمار به صف بندی سیستم هر در تصمیم گیری

سیستم هر پایایی حالت طرفی از گردد. مینیمم سیستم هزینه که می شود

یک هرگاه می شود. محسوب آن مهم ویژگی های از یکی صف بندی

هرگاه یعنی برسد، موازنه حالت به مدت زمانی از پس صف بندی سیستم

باشد، یکسان آن، از شدگان خارج تعداد با سیستم به واردشدگان تعداد

نظریه در دارد. قرار پایا حالت در سیستم که گویند حالت این در

سیستم یک تا گردد فراهم شرایطی می شود سعی همواره صف بندی

می توان سیستم پایایی احتمال از گیرد. قرار پایا حالت در صف بندی

استفاده ترافیک شدت پارامتر برآوردهای مقایسه برای معیاری به عنوان

ترافیک شدت پارامتر بیزی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای کرد.

یعقوب زاده توسط پایایی احتمال اساس بر M/M/c صف بندی مدل

شدند. مقایسه [٢] شهرستانی

سیستم پایایی احتمال و هزینه تابع اساس بر جدید شاخصی مقاله این در

با صف بندی مدل های از خانواده دو برای آن از استفاده با و معرفی

،{ErK/M/١,K ∈ N} و {M/ErK/١,K ∈ N} نامتناهی ظرفیت

مدلی سیستم کارایی نرخ شاخص واقع، در می شود. تعیین بهینه سیستم

است. پایایی احتمال بیشترین و هزینه کمترین دارای که می داند بهینه را

برخی دوم، بخش در است: شده سازمان دهی صورت این به مقاله ادامه

شده ارائه مقاله این در بررسی تحت مدل دو توصیف و مقدماتی مفاهیم

جزئیات با مدل ها از یک هر کلیدی شاخص های بخش این در است.

کارایی نرخ شاخص معرفی ضمن سوم، بخش در است. شده آورده

و شاخص این اساس بر بهینه  مدل انتخاب فرآیند چگونگی سیستم،

شده ارائه بررسی، تحت صف بندی مدل های از خانواده دو مؤلفه های

و دوم بخش در ذکرشده مطالب بیشتر هرچه تشریح به منظور است.

ارائه چهارم بخش در محاسباتی جزئیات ذکر با عددی مثال های سوم،

شده آورده پنجم بخش در بحث و نتیجه گیری پایان، در است. شده

است.

بررسی تحت سیستم های توصیف ٢

صف بندی مدل های خانواده و ارلانگ توزیع بخش این در

مختصر به طور {ErK/M/١, k ∈ N} و {M/ErK/١, r ∈ N}

می شوند. معرفی

ارلانگ توزیع ٢. ١

دارای و مشابه عملکرد با جزء r دارای که بگیرید نظر در را سیستمی

یکی فعالیت مستلزم سیستم عملکرد و بوده Ti ∼ E(λ) نمایی توزیع

ازکارافتادگی صورت در کنید فرض این، بر علاوه باشد. آن اجزاء از

این و نموده فعالیت به شروع خودکار به طور دوم جزء سیستم، اول جزء

گرفتن نظر در با شد. خواهد تکرار سیستم اجزای تمام برای فرآیند

ثابت شده سیستم، کل عمر طول متغیر به عنوان T = T١ + ... + Tr

که است

FT (t) = ١ −
r−١∑
i=١

e−λt(λt)i

i!
. (١)

داریم ،١ رابطه از مشتق گیری با

fT (t) =
λr−١

Γ(r)
tr−١e−λt, t > ٠, λ > ٠, r ∈ {١, ٢, · · · }.

نماد با را آن و است معروف ارلانگ توزیع به آماری متون در توزیع این

می دهیم. نشان Er(r, λ)

که می باشد Γ(r, λ) گاما توزیع خاص حالت ارلانگ توزیع .٢. ١ تذکر

می کند. اختیار را مثبت صحیح و گسسته مقادیر فقط r پارامتر آن در

با نمایی توزیع به ارلانگ توزیع ،r = ١ خاص حالت در این، بر علاوه

می گردد. تبدیل λ پارامتر

اصلی مؤلفه های که هستند آن هایی صف بندی مدل های ساده ترین

واقع، در شده اند. صورت بندی نمایی تصادفی متغیر اساس بر آن ها

مدل هایی چنین تجزیه وتحلیل نمایی توزیع بودن بی حافظه خاصیت

چارچوب در صف بندی مسائل بیشتر است. نموده ساده بسیار را

یک مؤلفه های تمامی بااین وجود، می شوند. فرمول بندی نمایی مدل های

مشتری ها ورود دو بین زمان و سرویس مدت زمان مانند صف سیستم

توزیع های از می توانند مختلف شرایط در صف بندی، سیستم های در

توزیع ها این پرکاربردترین از یکی ارلانگ توزیع که نمایند پیروی متنوعی

مختلفی توابع میانگین، ماندن ثابت صورت در ،r تغییر با می باشد.

و بوده ارلانگ توابع مجموعه بالای تنوع نشان دهنده که می آید دست به

از یکی با تصادفی متغیرهای از بسیاری آماری داده های اساس این بر

آماری داده های اگر به عنوان مثال، می شود. منطبق مجموعه این توابع

صف بندی سیستم یک در (خدمت) سرویس مدت زمان تصادفی متغیر

متغیر این واریانس و میانگین داده ها این کمک به باشد اختیار در

ارلانگ، توزیع بودن متنوع به توجه با می شود. زده تخمین تصادفی

از یکی کند. تطبیق آن با موردنظر داده های که دارد وجود زیادی امکان

است. آن تنوع خاصیت همین ارلانگ توزیع محاسن
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M/ErK/١ صف بندی سیستم ٢. ٢

وارد λ نرخ با مشتری ها آن در که بگیرید نظر در را صف بندی سیستم

دارای مستقل تصادفی متغیرهای ورودها، بین زمان و شده سیستم

می کنیم فرض سیستم این در همچنین، باشند. λ پارامتر با نمایی توزیع

چگالی تابع با Er(K,Kµ) ارلانگ توزیع دارای سرویس زمان های

باشند زیر احتمال

f(t|µ,K) =
(Kµ)K

Γ(K)
tK−١e−Kµt, t > ٠, µ > ٠,K ∈ N,

می شوند. گرفته نظر در نامعلوم K و µ ،λ پارامترهای مقادیر آن در که

بیز رویکرد از ذکرشده پارامترهای مقادیر برآورد برای مقاله این در

دارای تصادفی متغیری Λ کنید فرض منظور، این به است. استفاده شده

(µ,K) توأم پیشین توزیع آن، بر علاوه و باشد Γ(v١, a) گاما توزیع

[١۶] باشد زیر چگالی تابع با توزیعی

f(µ,K) ∝θK−١K(Kµ)Kv١−٢e−bKµ

Γ(K)v٢
,

µ > ٠, θ > ٠, b > ٠, K, v٢ ∈ N,

هستند. θ
( v٢

b

)v٢ < ١ و معلوم ثابت های v٢ و θ ،b به طوری که

به صورت K احتمال جرم تابع که داد نشان می توان صورت این در

[١٩] می آید دست به زیر

PK(k) ∝ Γ(kv٢)

Γ(k)v٢
(
θ

bv٢
)k−١, k ∈ N.

K تصادفی متغیر احتمال جرم تابع ،θ < b و v٢ = ١ گرفتن نظر در با

می باشد زیر به صورت

PK(k) = (١ − θ

b
)(
θ

b
)k−١, k = ١, ٢, · · ·

پارامتر ،M/ErK/١ صف بندی سیستم در می دانیم که همان طور

.[١١] است پایا ρ < ١ شرط تحت ،ρ = λ
µ

سیستم، ترافیک شدت

ضروری صف، سیستم یک در پایایی حالت اهمیت به توجه با ازاین رو،

به عبارت دیگر گردد. تعیین ρ < ١ شرط تحت ρ متوسط مقدار که است

E(ρ|ρ < ١) = bv١

av٢Pρ

∞∑
k=١

PK(k)(١ − ١
kv١

)−١

×

[
١ −

v١∑
i=٠

(
kv٢ + i− ٢

i

)
p
kv١−٢
k (١ − pk)

i

]
, (٢)

و pk = kb/(kb+ a) آن در که

Pρ = P (ρ < ١)

= ١ −
∞∑
k=١

PK(k)

v١−١∑
i=١

(
kv٢ + i− ١

i

)
p
kv٢
k (١ − pk)

i.

مدل های از یک هر برای پایایی احتمال تعریف، اساس بر

می آید دست به زیر به صورت {M/ErK/١,K ∈ N}

Pρ|K=k = P (ρ < ١|K = k)

= ١ −
v١−١∑
i=١

(
kv٢ + i− ١

i

)
p
kv٢
k (١ − pk)

i. (٣)

نیز پایا حالت در سیستم در موجود مشتریان تعداد توزیع این، بر علاوه

است قابل محاسبه زیر رابطه از

πn = (١ − ρ)

n∑
i=٠

(−١)n−i τn−i−١

(١ − τ)Ki
Ai, (۴)

آن در که

Ai =

[(
Ki

n− i

)
τ +

(
Ki

n− i− ١

)]
, τ =

Kρ

ρ+K
, n ≥ ٠.

مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک ،{Xi, i ≥ ١} کنید فرض

زمان طول در سیستم به واردشده متقاضیان تعداد Xj و هم توزیع و

است عبارت Xj احتمال جرم تابع صورت این در باشند. jام سرویس

[١٧] از

PX(x) =

(
x+K − ١

x

)
(

λ

λ+Kµ
)x(

Kµ

λ+Kµ
)K , x = ٠, ١, ٢, · · ·

توزیع دارای Xjها از یک هر ،p = Kµ
λ+Kµ

فرض با که کنید توجه

می باشند. NB(K, p) منفی دوجمله ای

سیستم ارزیابی شاخص های محاسبه ٢. ٢. ١

ارزیابی معیارهای ،(۴) تا (٢) روابط از استفاده با زیربخش این در

می گردد. ارائه و محاسبه بررسی تحت صف بندی سیستم

زیر رابطه از سیستم در متقاضیان تعداد متوسط تعریف، اساس بر

می آید دست به

Ls =

∞∑
i=٠

iP (X = i)

=

∞∑
i=٠

i

(
i+K − ١

i

)
(

λ

λ+Kµ
)i(

Kµ

λ+Kµ
)K , (۵)

رابطه از λ به نسبت مشتق گیری از استفاده با
∞∑
i=٠

(
i+K − ١

i

)
(

λ

λ+Kµ
)i(

Kµ

λ+Kµ
)K = ١ (۶)

داریم

Ls =
λ

µ
= ρ. (٧)
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استفاده زیر رابطه از صف در متقاضیان تعداد متوسط تعیین برای

می کنیم

Lq =

∞∑
i=١

(i− ١)P (X = i)

=Ls − (١ − (
Kµ

λ+Kµ
)K)

=
(λ− µ)(λ+Kµ)K +KKµK+١

µ(λ+Kµ)K

=
KK − (١ − ρ)(K + ρ)K

(K + ρ)K
. (٨)

در انتظار مدت زمان  متوسط  به دست آمده، روابط از استفاده با اکنون،

ترتیب به متقاضی، هر برای سیستم در انتظار مدت زمان  متوسط  و صف

می گردند تعیین زیر روابط از

Wq =
Lq

λ
=

KK − (١ − ρ)(K + ρ)K

λ(K + ρ)K
, Ws =

Ls

λ
=

١
µ
.

(٩)

ErK/M/١ صف بندی سیستم ٢. ٣

متوالی ورود دو بین زمان آن در که بگیرید نظر در را صف بندی سیستم

احتمال چگالی تابع با Er(K,Kλ) ارلانگ توزیع دارای متقاضیان

f(t|K,λ) =
Kλ

Γ(K)
(Kλt)K−١e−Kλt, t > ٠, λ > ٠,K ∈ N

است. µ پارامتر با نمایی توزیع دارای سرویس زمان های و

پارامترهای برآورد برای شد، بیان ٢. ٢ زیربخش در که همان گونه

فرض منظور، این به است. استفاده شده بیز رویکرد از موردمطالعه،

توأم پیشین توزیع و بوده Γ(v١, a) توزیع با تصادفی متغیر یک µ کنید

باشد زیر چگالی تابع با توزیعی (λ,K)

f(λ,K) ∝ θK−١K(Kλ)Kv١−٢e−bKλ

Γ(K)v٢
, λ > ٠,K, v٢ ∈ N,

θ
( v٢

b

)v٢ < ١ شرط با معلوم ثابت های v٢ و θ, b > ٠ آن در که

احتمال جرم تابع که داد نشان می توان صورت، این در .[١۶] می باشند

است زیر به صورت K

PK(k) = (١ − θ

b
)(
θ

b
)k−١, k = ١, ٢, · · · .

پارامتر ریاضی امید ،ρ = λ
µ
< ١ سیستم، پایایی شرط گرفتن نظر در با

از است عبارت v١ > ١ ازای به ترافیک شدت

E(ρ|ρ < ١) (١٠)

=
av٢

b(v١ − ١)Pρ

∞∑
k=١

PK(k)

v٢−١∑
i=٠

(
kv٢ + i− ١

i

)
p
kv٢
k (١ − pk)

i,

و (٢. ٢) بخش با یکسان تعریف دارای pk آن در که

Pρ = P (ρ < ١) =
∞∑
k=١

PK(k)

v١−١∑
i=٠

(
kv٢ + i− ١

i

)
p
kv٢
k (١ − pk)

i.

{ErK/M/١,K ∈ مدل های از هرکدام برای پایایی احتمال ازاین رو،

نمود تعیین زیر رابطه از می توان {Nرا

Pρ|K=k = P (ρ < ١|K = k)

=

v٢−١∑
i=٠

(
kv٢ + i− ١

i

)
p
kv٢
k (١ − pk)

i. (١١)

سیستم ارزیابی شاخص های محاسبه ٢. ٣. ١

{ErK/M/١,K ∈ سیستم در متقاضیان تعداد توزیع زیربخش این در

می شود. ارائه و اثبات مدل برای ارزیابی شاخص های سایر و N}

{ErK/M/c,K ∈ N, c ≥ ١} سیستم در موجود افراد تعداد

است زیر به صورت احتمال جرم تابع با توزیعی دارای

πn =


١ − ρ− cρ

∑c−١
j=١ Π(j − ١)( ١

j
− ١

c
), n = ٠,

cρ
n
Π(n− ١), ١ ≤ n ≤ c− ١,

ρΠ(n− ١) , n ≥ c,

(١٢)

است زیر تعریف دارای Π(n) آن در که

Π(n) =


∑c−١

i=n(−١)i−n
(
i
n

)
Ui, n = ٠, ١, · · · , c− ٢,

Dωn−c, n ≥ c− ١,

(١٣)

ω = G(cµ(١−ω)) معادله ریشه ω ،(١٣) رابطه در که کنید توجه

متوالی ورود دو بین زمان توزیع لاپلاس تبدیل ،G(.) از منظور و می باشد

همچنین .(٠ < ω < ١) است متقاضیان

Ui = DCi

c∑
j=i+١

(
c
j

)
Cj(١ − gj)

[
c(١ − gj)− j

c(١ − ω)− j

]
, i = ٠, ١, .., c− ١,

gj = G(jµ), j = ١, ٢, · · · , c,

Cj =


١, j = ٠,

∏j
i=١(

gi
١−gi

), j = ١, · · · , c,

D =

[
١

١ − ω
+

c∑
j=i+١

(
c
j

)
Cj(١ − gj)

(
c(١ − gj)− j

c(١ − ω)− j
)

]−١

, (١۴)

.[٣] هستند

هستند برقرار زیر نتایج ،c = ١ گرفتن نظر در با
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نمود بازنویسی زیر به صورت می توان را (١٢) رابطه الف.

πn =


١ − ρ, n = ٠,

ρΠ(n− ١), n ≥ ١,

(١۵)

Π(n) = Dωn−١, n ≥ ١ به صورت می توان را (١٠) رابطه ب.

نمود. بازنویسی

متوالی ورود دو بین زمان توزیع لاپلاس تبدیل که داد نشان می توان پ.

است. G(s) = (Kλ/(Kλ+ s))K به صورت حالت این در متقاضیان

را ω = G(cµ(١ − ω)) معادله ،x = ω
١
K گرفتن نظر در با ازاین رو،

بازنویسی xK+١ − (١ +Kρ)x +Kρ = ٠ معادله به صورت می توان

نمود.

که می دهد نتیجه (١۴) رابطه ت.

g١ =
kλ

kλ+ µ
, C٠ = ١, C١ =

kλ

µ
, D = ω(١ − ω), U٠ = ١ − ω.

(١۶)

(١۵) روابط از استفاده با سیستم در متقاضیان تعداد توزیع اکنون،

می آید دست به زیر به صورت (١۶) و

πn =


١ − ρ, n = ٠,

ρ(x−K − x١−K)(xK)n, n ≥ ١.

(١٧)

و سیستم در موجود متقاضیان تعداد متوسط شاخص های این، بر علاوه

به صف، و سیستم در متقاضیان انتظار مدت زمان متوسط نیز و صف

می گردند تعیین زیر روابط از ترتیب

Ls =
ρ(١ − x)

(١ − xK)٢ , Lq = Ls − ρ,

Ws =
ρ(١ − x)

λ(١ − xK)٢ , Wq =
Lq

λ
.

بهینه سیستم انتخاب ٣

به گونه ای سیستم ظرفیت تعیین صف سیستم های در بهینه سازی از هدف

زمان، اتلاف از جلوگیری و مشتری وقت ارزش رعایت عین در که است

هزینه و انجام شده سرمایه گذاری میزان که گردد طراحی طوری سیستم

بهره برداری مورد حداکثری به صورت خدمت، ارائه به مربوط عملیاتی

نتیجه در و صف طول کاهش سیستم، اولیه طراحی در گیرد. قرار

خدمت رسانی نرخ افزایش طریق از مشتری، انتظار مدت زمان کاهش

مشتریان تمام برای زمان این، بر علاوه می باشد. امکان پذیر مشتری به

بالای انتظار مدت زمان و بوده ارزش دارای سیستم یک به مراجعه کننده

در جبران ناپذیر، گاها خسارت های تحمیل ضمن صف، در مشتری یک

سیستم به مشتری مجدد مراجعه عدم نتیجه در و بی اعتمادی مواقع برخی

سیستم، یک بهینه ظرفیت اساس، این بر داشت. خواهد دنبال به را

خدمت دهی هزینه شامل هزینه ها مجموع که می شود اطلاق ظرفیتی به

برساند. ممکن مقدار کمترین به را صف طول در زمان اتلاف هزینه و

همسو سیستم یک طراحی در ذکرشده مؤلفه دو که داشت توجه باید

ازاین رو، شد. خواهد دیگری افزایش سبب آن ها از یکی کاهش و نبوده

مؤلفه دو این میانگین مجموع بهینه سازی هدف سیستم ها، طراحی در

می باشد.

بستگی سیستم طراحی به خاص به طور صف سیستم یک هزینه های

بیکار دهنده خدمت یک نگهداری هزینه پارامترهای: به طورکلی، دارد.

به مشغول دهنده خدمت یک به مربوط عملیاتی هزینه زمان، واحد در

دست از هزینه دهنده، خدمت یک روی سرمایه گذاری هزینه فعالیت،

هزینه و زمان واحد در صف در مشتری وقت اتلاف هزینه مشتری، دادن

ساختار در زمان، واحد در خدمت دریافت هنگام در مشتری وقت اتلاف

برخی تنها سیستم ها از برخی بااین وجود، می باشند. تأثیرگذار هزینه تابع

هزینه توابع تا شده باعث موضوع این و شده شامل را پارامترها این از

در شود. گرفته نظر در صف سیستم های بهینه سازی مسئله در متنوعی

معیاری زمان واحد در هزینه ها کل ریاضی امید صف بندی سیستم یک

آن ماهیت و نوع به بستگی هزینه ها که هست سیستم ارزیابی برای

تابع متقاضی، انتظار مدت زمان اهمیت دلیل به مقاله این در دارد.

می گیریم نظر در زیر به صورت را هزینه

CK(ρ) = C١Lq + C٢(Ls − Lq), (١٨)

اتلاف هزینه C٢ و صف در متقاضی هر وقت اتلاف هزینه C١ آن در که

بنابراین می شود؛ گرفته نظر در خدمت دریافت حال در متقاضی هر وقت

C٢(Ls − Lq) و صف در متقاضیان وقت اتلاف هزینه متوسط C١Lq

است. خدمت دریافت هنگام در متقاضیان وقت اتلاف هزینه متوسط

به صورت (١٨) رابطه (٨) و (٧) روابط به توجه با ازاین رو،

CK(ρ) =
(C١ − C٢)K

K + (C١ρ+ C٢ − C١)(K + ρ)K

(K + ρ)K
(١٩)

می شود. بازنویسی

مهم بسیار پایایی حالت صف بندی سیستم هر در دیگر، طرف از

صف بندی سیستم های تمامی در که جایی تا است اهمیت حائز و

می رسد؛ پایایی حالت به سیستم آن، تحت که می شود لحاظ شرایطی

هزینه که است مدنظر سیستمی بهینگی، معیار تعیین در بنابراین،



همکاران٩٠ و زارعی رضا نامتناهی ظرفیت با صف بندی سیستم های خانواده در بهینه مدل

این در باشد. مقدار بیشترین آن پایایی احتمال و مقدار کمترین آن

مقاله، این در بررسی تحت سیستم های از خانواده دو برای راستا،

سیستم ها، پایایی شرط با مرتبط به دست آمده شرایط به توجه با ابتدا

سپس، می شود. تعیین نیوتن-رافسون روش به K معین، ρ ازای به

پایایی احتمال و هزینه تابع مقادیر به دست آمده، K مقدار اساس بر

برای است که آن قابل ذکر نکته می شوند. نرمال سازی و محاسبه سیستم

و آن مقادیر از یک هر بر هزینه مقدار کوچک ترین هزینه، نرمال سازی

بر پایایی احتمال مقادیر از یک هر پایایی، احتمال نرمال سازی برای

با هزینه شده نرمال سازی مقادیر می شوند. تقسیم آن مقدار بزرگ ترین

PNRSP نماد با پایایی احتمال شده نرمال سازی مقادیر و CNSC نماد

نظر در با بهینه، سیستم تعیین برای نهایت، در می شوند. داده نشان

شده، نرمال سازی پایایی احتمال و سیستم هزینه معیار دو هر گرفتن

تعریف زیر به صورت را سیستم کارایی نرخ عنوان تحت جدید شاخصی

می کنیم.

هزینه شده نرمال سازی مقادیر با صف بندی سیستم یک .٣. ١ تعریف

نظر در را PNRSP پایایی احتمال شده نرمال سازی مقادیر و CNSC

داده نشان SER نماد با را سیستم کارایی نرخ صورت این در بگیرید.

می کنیم تعریف زیر به صورت و

SER = w١CNSC + w٢PNRSP , w١ + w٢ = ١, (٢٠)

پایایی احتمال و هزینه معیارهای وزن ترتیب به w٢ و w١ آن در که

می باشند. شده نرمال  سازی

معیار دو هر با SER تصمیم گیری شاخص که است شایان ذکر

هزینه اندازه هر واقع، در دارد. مستقیم ارتباط فوق شده نرمال سازی

بزرگ تر SER مقدار باشد، بالاتر آن پایایی احتمال و پایین تر سیستم

دارد را SER مقدار بالاترین که K از مقداری بنابراین، بود؛ خواهد

نامیده بهینه سیستم آن، با متناظر سیستم و انتخاب شده KOpt به عنوان

می شود.

مدل های از خانواده دو ساختار به توجه با ادامه در

پارامترهای و {ErK/M/١,K ∈ N} و {M/ErK/١,K ∈ N}

می شود. ارائه و تعیین حالت هر در بهینه مدل آن ها، با مرتبط

نتایج اساس بر ،{M/ErK/١,K ∈ N} مدل های خانواده در

چنین ،(١٩) رابطه در آن ها جایگذاری و ٢. ٢ بخش در به دست آمده

بایستی خانواده این در بهینه مدل یافتن برای که می شود نتیجه گیری

شود برقرار زیر شرط

(K + ρ)(١ + log(
K

K + ρ
))−K = ٠. (٢١)

می شود تعیین ذکرشده دستورالعمل اساس بر KOpt مقدار است بدیهی

شد. خواهد ارائه بعد بخش در آن محاسباتی جزئیات که

نتایج اساس بر ،{ErK/M/١,K ∈ N} مدل های خانواده در

٣. ٢ بخش در که Ls و Lq به توجه با و ٣. ٢ بخش در به دست آمده

سیستم هزینه تابع شد، محاسبه

CK(x) =
ρ[C١)١ − x) + (C٢ − C١)(١ − xK)٢]

(١ − xK)٢ , (٢٢)

برای که می شود نتیجه گیری چنین ،(١٩) رابطه در آن ها جایگذاری و

شود برقرار زیر شرط بایستی خانواده این در بهینه مدل یافتن

dCK(x)

dK
=

٢ρ(١ − x)xK log(x)

(١ − xK)٣ < ٠

بر نزولی تابعی CK(x) گفت می توان به دست آمده عبارت به توجه با

و هزینه مقادیر متفاوت، Kهای ازای به بنابراین، است؛ K حسب

سیستم SER شاخص از استفاده با و محاسبه سیستم پایایی احتمال

می شود. تعیین خانواده این در بهینه

عددی نتایج ۴

برای پیشنهادی روش محاسباتی جزئیات تشریح به منظور بخش این در

مدل نتیجه در و KOpt مقدار بررسی، تحت صف بندی مدل های خانواده

تمام است. تعیین شده شده شبیه سازی داده های مجموعه اساس بر بهینه،

به دست آمده ۴٫۴٫١ نسخه R آماری نرم افزار از استفاده با عددی نتایج

است.

مدل های خانواده برای بهینه مدل تعیین ١ .۴
{M/ErK/١, K ∈ N}

{M/ErK/١,K ∈ مدل های خانواده در بهینه مدل زیربخش این در

می کنیم. دنبال را زیر مراحل منظور این به می شود. تعیین N}

از استفاده با K مقدار ،C٢ = ٢٠٠ و C١ = ٢۵٠ ازای به اول: گام

(٢١) رابطه از استفاده با ، ρ مختلف مقادیر برای نیوتن-رافسون روش

گردید. محاسبه

تابع مقادیر اول، گام در شده یافت K و معین ρ ازای به دوم: گام

و a = ٢ ،v٢ = ١ ،v١ = ١٠ ازای به سیستم پایایی احتمال و هزینه

شدند. محاسبه (٣) و (١٩) روابط از استفاده با ترتیب به b = ۵

دوم، گام در سیستم پایایی احتمال و هزینه شده یافته مقادیر سوم: گام

ازای به SER مقدار (٢٠) رابطه کمک به سپس و شده نرمال سازی
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گردید. تعیین w٢ = ٠٫۶ و w١ = ٠٫۴

چنین می توان ،١ .۴ جدول در شده ارائه و به دست آمده نتایج اساس بر

مدل ،{M/ErK/١,K ∈ N} مدل های خانواده در که نمود نتیجه گیری

این در می گردد. تعیین (K = ١٫٧ ≃ ٢)M/Er٢/١ به صورت بهینه

برای گرفته شده نظر در مقادیر و θ = ٣ مقدار گرفتن نظر در با شرایط،

استفاده با بررسی تحت سیستم پایایی شرط دوم، گام در b و a ،v٢ ،v١

ρ = ٠٫٠٩ مقدار با که می آید دست به ρ = ٠٫١٠٠٨ با برابر (٢) رابطه از

بهینه مدل ارزیابی معیارهای سایر این، بر علاوه دارد. همخوانی تقریباً

زیر به صورت ،(٩) تا (٧) روابط و (۴) رابطه از استفاده با M/Er٢/١

شدند محاسبه

Lq = ٠٫٠٠۵٧, Ls = ٠٫٠٩, Wq =
٠٫٠٠۵٧

λ
, Ws =

٠٫٠٩
λ

,

πn = ٠٫٩١
n∑

i=٠

(−١)n−i (٠٫٠۴٣١)n−i−١

(٠٫٩۵۶٩)٢i Ai, n ≥ ٠,

.Ai =
[( ٢i

n−i

)
(٠٫٠۴٣١) +

( ٢i
n−i−١

)]
آن در که

در سیستم که می دهد نشان Ls = ٠٫٠٩ و Lq = ٠٫٠٠۵٧ مقادیر

P (N ≥ ١) = ٠٫٠٩ و π٠ = ٠٫٩١ مقادیر البته است، خالی اوقات بیشتر

زمان متوسط سیستم، این در یعنی هست؛ مطلب همین بیان کننده نیز

بسیار سرویس اخذ تا سیستم به شدن وارد از بعد متقاضی یک انتظار

است. ناچیز

دیگر مثال یک پیشنهادی، روش بیشتر هرچه تشریح برای ادامه در

می شود. ارائه

{M/ErK/١,K = صف بندی مدل های خانواده .١ .۴ مثال

ورود بین زمان آن در که کنید فرض و بگیرید نظر در را ١, ٢, · · · , ۵}

سرویس زمان های و λ = ٢٫۵ نرخ با نمایی توزیع دارای مشتریان

Er(K, ۴٫۵K) ارلانگ توزیع دارای K = ١, ٢, · · · , ۵ مقادیر برای

به اندازه نمونه ای مونت کارلو شبیه سازی روش اساس بر همچنین، باشد.

Er(K, ۴٫۵K) توزیع های از و λ = ٢٫۵ نرخ با نمایی توزیع از ٣٠

از یک هر در ادامه، در می کنیم. تولید ،K = ١, ٢, · · · , ۵ ازای به

داده های اساس بر را ρ پارامتر درستنمایی ماکسیمم برآورد مدل ها،

می کنیم. محاسبه شبیه سازی شده

{Ui, i ≥ ١} سیستم به مشتریان ورود بین زمان های این که فرض با

چگالی دارای هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای به عنوان

به عنوان {Vj , j ≥ ١} سرویس زمان های و λ = ٢٫۵ پارامتر با نمایی

Er(K,Kµ) توزیع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای

K = ١, ٢, · · · , ۵ برای M/Er(K,Kµ)/١ صف بندی مدل های در

می آید دست به زیر رابطه از ρ درستنمایی ماکسیمم برآورد آنگاه باشند،

ρ̂ = (

n∑
j=١

Vj)(

n∑
i=١

Ui)
−١.

b و a ،v٢ ،v١ ،C٢ ،C١ برای گرفته شده نظر در مفروضات از استفاده با

تابع مقادیر به دست آمده، ρ̂ مقدار از استفاده با و بخش همین ابتدای در

استفاده با ترتیب به ،K = ١, ٢, · · · , ۵ برای پایایی احتمال و هزینه

آن ها نرمال سازی فرآیند سپس و گردید محاسبه (٣) و (١٩) روابط از

شاخص ،w٢ = ٠٫۶ و w١ = ٠٫۴ فرض با همچنین، شد. انجام نیز

آمده ٢ .۴ جدول در نتایج آمد. دست به (٢٠) رابطه از استفاده با SER

مدل بودن بهینه نشان دهنده ٢ .۴ جدول در SER شاخص نتایج است.

است مثال این در گرفته شده نظر در مدل های سایر به نسبت M/Er٢/١

دارد. مطابقت ١ .۴ جدول نتایج با که

مدل های خانواده برای بهینه مدل تعیین ٢ .۴
{ErK/M/١, K ∈ N}

{ErK/M/١,K ∈ مدل های خانواده در بهینه مدل زیربخش این در

می کنیم. دنبال را زیر مراحل منظور این به می شود. تعیین N}

.E(ρ|ρ < ١) = ٠٫٠١٨ داریم (١٠) رابطه از استفاده با نخست اول: گام

مقادیر ازای به و اول گام در تعیین شده ρ مقدار از استفاده با دوم: گام

xK+١ − (١ + تساوی یک از کوچک تر و مثبت ریشه ،K مختلف

روابط از استفاده با سپس می آوریم. دست به را Kρ)x + Kρ = ٠

می شود. محاسبه سیستم پایایی احتمال و هزینه (١١) و (٢٢)

دوم، گام در سیستم پایایی احتمال و هزینه شده یافت مقادیر سوم: گام

ازای به SER مقدار (٢٠) رابطه کمک به سپس و شده نرمال سازی

می شود. تعیین به w٢ = ٠٫۶ و w١ = ٠٫۴

نکته است. شده ارائه ٣ .۴ جدول در سه گام از حاصل به دست آمده نتایج

به احتمال رسیدن تا جدول این در شده ارائه نتایج است که آن قابل ذکر

محاسبه شده اند. K مقادیر اساس بر ٠٫٩٩ پایایی

مدل های خانواده در که است آن بیانگر ٣ .۴ جدول نتایج

احتمال و نزولی هزینه ،K مقدار افزایش با {ErK/M/١,K ∈ N}

شرط تحت بهینه مدل که است لازم ازاین رو، می شود. صعودی پایایی

شرط تحت و SER شاخص اساس بر بنابراین، شود؛ تعیین پایایی

این در بهینه مدل ازاین رو و بوده KOpt = ٨ مقدار ،٠٫٩٩ پایایی احتمال

که داشت توجه باید می شود. تعیین Er٨/M/١ مدل مدل ها، از خانواده

هدف چراکه می شود. KOpt = ٨ نیز SER شاخص از استفاده بدون

سیستم پایایی احتمال و هزینه آن ازای به که است K از مقداری یافتن



همکاران٩٢ و زارعی رضا نامتناهی ظرفیت با صف بندی سیستم های خانواده در بهینه مدل

باشند. داشته را مقدار بیشترین و کمترین ترتیب به

ρ = ٠٫٠١٨ مقادیر گرفتن نظر در با و (١٧) رابطه به توجه با

بهینه مدل برای سیستم در موجود متقاضیان توزیع ،x = ٠٫١٢۶ و

از عبارت اند Er٨/M/١

πn =


٠٫٩٨٢, n = ٠,

(٠٫٠١٨)[(٠٫١٢۶)٨(n−١) − (٠٫١٢۶)٨n−٧], n ≥ ١,

دست به زیر به صورت سیستم این ارزیابی معیارهای این، بر علاوه

می آیند

Ls = ٠٫٠١٩, Lq = ٠٫٠٠١, Ws =
٠٫٠١٩
λ

, Wq =
٠٫٠٠١
λ

.

نشان را بهینه سیستم مطلوب عملکرد π٠ = ٠٫٩٨٢ و Lq و Ls مقادیر

می دهند.

در را {ErK/M/١,K = ١, ٢, · · · , ١٠} مدل های خانواده .٢ .۴ مثال

مدل ها تمام برای مشتریان ورود بین زمان های آن در که بگیرید نظر

نمایی توزیع دارای سرویس زمان و Er(K, ٢٫۵K) ارلانگ توزیع دارای

از گروه این برای بهینه مدل تعیین هدف می باشند. µ = ۴٫۵ نرخ با

نمونه یک منظور این به است. ٠٫٩٩٩٩ پایایی احتمال شرط تحت مدل ها

شبیه سازی نمایی و ارلانگ توزیع های از مونت کارلو روش به تایی ۵٠

آمد. دست به ρ درستنمایی ماکسیمم برآورد مدل ها تمامی برای و نموده

مقدار K = ١, ٢, · · · , ١٠ ازای به و به دست آمده ρ̂ ازای به سپس،

گردید تعیین زیر رابطه از (٠ < x < ١)x

xK+١ − (١ +Kρ̂)x+Kρ̂ = ٠.

و هزینه مقادیر ،ρ̂ و x برای به دست آمده مقادیر از استفاده با اکنون

در شدند. محاسبه (١١) و (٢٢) روابط از استفاده با پایایی احتمال

شاخص مقدار ،w٢ = ٠٫۶ و w١ = ٠٫۴ مقادیر گرفتن نظر در با نهایت

شد. گزارش ۴ .۴ جدول در نتایج و محاسبه مدل ها تمامی برای SER

Er٨/M/١ مدل ،٠٫٩٩ پایایی شرط تحت که است آن نشان دهنده نتایج

بهینه مدل Er١٠/M/١ مدل ،٠٫٩٩٩٩ پایایی احتمال شرط تحت و

هستند.

موردی مطالعه ۵

دانشگاه) اصلی پردیس در (مستقر گیلان دانشگاه شعبه تجارت بانک

فاصله و مراجعین بین زمانی فاصله است. خودپرداز دستگاه یک دارای

صبح ١٠ تا ٨ ساعت از دقیقه) حسب (بر سرویس شده ها بین زمانی

گردید. ارائه ٢ جدول در و ثبت شهریور ٢۶ روز

سرویس شده ها و مراجعین بین زمانی فواصل .٢ جدول
مراجعین

۵٫۴٧ ۴٫۵۵ ٣٫٣٨ ٣٫٢٧ ٢٫٢٧ ٢٫۶١ ٣٫٢۵ ٣٫۴١

۴٫۴١ ۴٫٢۴ ٢٫١٨ ٣٫١٢ ۵٫۶٢ ۴٫٩۴ ۴٫۵۶ ٣٫٧١

۴٫٠١ ٣٫٨۵ ٣٫١٧ ٢٫٩٢ ٣٫۵٨ ٣٫٠٢ ٢٫٨٨ ۵٫١٧

۴٫۴۵ ١٫۴٧ ١٫٢٧ ٣٫٧٢ ۴٫٢٨ ٢٫۶٨

سرویس شده ها

٢٫١٢ ٢٫٧۶ ٠٫۴۴ ٠٫٣١ ٠٫٢٣ ١٫٢٠ ٠٫۵٣ ٢٫۴١

٢٫٢۵ ٠٫٩٢ ٠٫٢۶ ۴٫١٧ ١٫١٧ ٢٫٢٠ ١٫١١ ٠٫١۵

٠٫٢٨ ٠٫۵۴ ٠٫١۴ ۴٫٢٣ ٣٫٩٧ ٣٫۴۵ ٨٫٠٠ ٠٫٣٩

٢٫٠٩ ٢٫٨۵ ١٫٩۴ ٠٫٠٩ ٣٫٢۵ ٠٫٨۶

به مربوط ثبت شده داده های از ،ρ برآورد مقدار تعیین به منظور و ابتدا

یک در سرویس شده ها بین زمانی فاصله و مراجعین بین زمانی فاصله

ρ̂ = ٠٫٢٧ ثبت شده، مقادیر اساس بر که شد استفاده پنج روزه زمانی بازه

K = ازای به و ρ برآورد مقدار گرفتن نظر در با سپس گردید. تعیین

xK+١−(١+Kρ)x+Kρ = رابطه یک از کوچک تر ریشه ،١, ٢, ٣, ۴, ۵

استفاده با هزینه مقدار و سیستم پایایی احتمال پس ازآن، گردید. تعیین ٠

w١ = ٠٫۴ گرفتن نظر در با شد. آورده دست به (٢٣) و (١٢) روابط از

نتایج و محاسبه (٢١) رابطه از استفاده با SER شاخص ،w٢ = ٠٫۶ و

این در گزارش شده نتایج به توجه با است. شده ارائه ٣ جدول در آن

مدلی داده ها، این بری Er۵/M/١ مدل که گرفت نتیجه می توان جدول

است. بهینه

K مختلف مقادیر ازای به مدل شاخص های مقادیر .٣ جدول
SER PNRSP CNSC Pρ|K=k CK x K

٠٫٩١٩٧ ٠٫٩٨٢١ ٠٫٨٢۶١ ٠٫٩٧٢٨ ٩٫٨٢۵ ٠٫٢٧ ١

٠٫٩۴٢٣ ٠٫٩٨٧٩ ٠٫٨٧٣٩ ٠٫٩٧٨۶ ٩٫٢٨٧ ٠٫٣٢ ٢

٠٫٩۵۶١ ٠٫٩٩٠۶ ٠٫٩٠۴٣ ٠٫٩٨١٢ ٨٫٩٧۵ ٠٫۴١ ٣

٠٫٩٧٠۴ ٠٫٩٩٧۴ ٠٫٩٢٩٨ ٠٫٩٨٧٩ ٨٫٧٢٩ ٠٫۵۴ ۴

١ ١ ١ ٠٫٩٩٠۵ ٨٫١١۶ ٠٫۶١ ۵

نتیجه گیری و بحث ۶

سیستم های بهینه طراحی برای جدید ارزیابی معیار یک مقاله این در

پایایی احتمال و هزینه تابع از وزنی خطی ترکیب اساس بر صف بندی
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و {M/ErK/١,K ∈ N} مدل های خانواده  در بهینه مدل تعیین برای

بزرگ تری SER شاخص که مدلی شد. معرفی {Erk/M/١, k ∈ N}

مثال های از استفاده با می شود. انتخاب بهینه مدل به عنوان باشد، داشته

بر بهینه مدل سوم، بخش در شده تشریح الگوریتم اساس بر و عددی

{M/ErK/١, r ∈ N} مدل های خانواده برای SER شاخص اساس

تحت {Erk/M/١, k ∈ N} مدل های خانواده برای و M/Er٢/١ مدل

پایایی احتمال شرط تحت و Er٨/M/١ مدل ٠٫٩٩ پایایی احتمال شرط

سیستم در متقاضیان تعداد توزیع و تعیین Er١٠/M/١ مدل ٠٫٩٩٩٩

انتظار زمان متوسط و سیستم و صف در متقاضیان تعداد متوسط و

و M/Er٢/١ بهینه مدل های برای سیستم و صف در متقاضی هر

صف بندی سیستم یک از مشتری رضایت آمدند. دست به Er٨/M/١

ارزیابی شاخص یک معرفی دارد. سیستم آن ارزیابی در بسزایی نقش

رضایت درجه متوسط و پایایی احتمال هزینه، تابع اساس بر جدید

موردعلاقه آینده تحقیقات برای می تواند بهینه مدل تعیین برای مشتری

انواع ترافیک شدت پارامتر برآورد که است آن دیگر پیشنهاد باشد.

به سپس شود. محاسبه مختلف روش های به صف بندی مدل های

شود. تعیین آن بهینه برآورد تصمیم گیری، شاخص های یا شاخص کمک

برآورد مورد در فازی حالت های یا حالت گرفتن نظر در این، بر علاوه

مدل های بهینه سازی و ارزیابی معیارهای سایر و ترافیک شدت پارامتر

شود. گرفته نظر در جدید ایده های به عنوان می تواند صف بندی

٢
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Optimal model in the family of queuing systems with infinite capacity
based on Erlang distribution

Reza Zarei1, Shahram Yaghoubzadeh Shahrestani2 and Amrollah Jafari3

Abstract:

The cost function and the system stationary probability are two key criteria in the design of queuing systems. In this paper,

the aim is to design a single server queuing models with infinite capacity, where the service times in the first model and

the interarrival times in the second model are assumed to have an Erlang distribution. For this purpose, a new index based

on the cost function and the system reliability probability is introduced, the larger of which indicates the optimality of the

model. Several numerical examples and an applied example are presented to explain the computational details of the proposed

method.
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