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پارامتری سه وایبول توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط
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چکیده:
مختلف حالت دو در مسئله می شود. بررسی پارامتری سه وایبول توزیع یک در ،Rs,k مؤلفه ای، چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط

پارامترهای و مشترک مکان و شکل پارامتر دارای دو هر مقاومت و تنش متغیرهای اینکه فرض با اول، حالت در می گیرد. قرار موردمطالعه

این در می شود. بررسی Rs,k پارامتر بیزی برآورد و ماکسیمم درستنمایی برآورد نامعلوم اند، پارامترها این تمام و هستند غیرمشترک مقیاس

مجانبی اطمینان فواصل همچنین می شود. زده تقریب MCMC و لیندلی روش دو با نمی باشد، بسته فرم دارای بیزی برآورد که آنجائی از حالت،

مقیاس پارامترهای و معلوم مشترک مکان و شکل پارامتر دارای مقاومت و تنش متغیرهای اینکه فرض با دوم، حالت در است. به دست آمده

و Rs,k پارامتر بیزی دقیق برآورد مینیمم، یکنواخت به طور واریانس با نااریب برآورد ماکسیمم، درستنمایی برآورد هستند، نامعلوم و غیرمشترک

شده اند. مقایسه باهم مختلف برآوردگرهای عملکرد مونت کارلو، شبیه سازی از استفاده با درنهایت، می شود. محاسبه مجانبی اطمینان فاصله نیز

پارامتری. سه وایبول توزیع لیندلی، تقریب بیز، برآورد مؤلفه ای، چند تنش-مقاومت پارامتر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

توزیع های پرکاربردترین از یکی وایبول توزیع اعتماد، قابلیت نظریه در

نرخ تابع که آنجائی از است. دیگر توزیع های به نسبت عمر طول

می تواند توزیع این پارامترهای به توجه با وایبول توزیع شکست

زیادی بسیار انعطاف پذیری توزیع این لذا باشد، ثابت یا نزولی صعودی،

کاربردی داد ه های می توان به راحتی و دارد واقعی داده های برازش در

در که پارامتری سه وایبول توزیع کرد. توصیف آن کمک به را زیادی

معمولی وایبول توزیع از کلی تری حالت است، شده توجه آن به مقاله این

به دست آمده توزیع این به مکانی پارامتر یک کردن اضافه با که است

شامل را مختلفی حالت های مقاله این در حاصل شده نتایج لذا است.

به پارامترهای با پارامتری سه وایبول توزیع کلی حالت در می شود.

و احتمال چگالی تابع دارای ،θ و α ،γ مکان و شکل مقیاس، ترتیب

است: زیر شرح به تجمعی توزیع تابع

f(x) = αγ(x− θ)α−١e−γ(x−θ)α , x > θ, (١)

F (x) = ١ − e−γ(x−θ)α , x > θ. (٢)

واضح می دهیم. نشان TpW (γ, α, θ) نماد با را فوق توزیع ادامه در

متفاوتی توزیع های می توان مختلف پارامترهای کردن تنظیم با که است

آن از را نمائی توزیع و رایلی توزیع پارامتری، دو وایبول توزیع مانند

مراجعه [١] شعاعی و کهن سال به بیشتر مطالعه برای آورد، دست به

چند تنش-مقاومت مدل های به زیادی توجه اخیر سال های در کنید.

k و تنش مؤلفه یک از مؤلفه ای چند سیستم یک است. شده مؤلفه ای

دسترس در زمانی سیستم این است. تشکیل شده مقاومت مستقل مؤلفه

هم زمان به طور (١ ≤ s ≤ k) مقاومت مؤلفه k از مؤلفه s تعداد که است

به می توانند که دارند وجود زیادی موارد واقعی دنیای در بمانند. باقی

معلق، پل یک در مثال، برای شوند. توصیف مدل ها نوع این کمک

به عنوان می توانند غیره و پل خوردگی نقلیه، وسایل ترافیک باد، نیروی

می تواند ،k پل، نگهدارنده عمودی کابل های تعداد و تنش متغیرهای

کار صورتی در تنها پل این شوند. گرفته نظر در مقاومت متغیر به عنوان

مثالی به عنوان باشد. s برابر فعال عمودی کابل تعداد حداقل که می کند

روشن برای و است موتور ٨ دارای که بگیرید نظر در را اتومبیلی دیگر،

احتمال مثال این در کند. کار موتور ۴ حداقل باید اتومبیل این شدن

اتومبیل شدن روشن احتمال موتور، ٨ از موتور ۴ حداقل کردن کار
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کهن سال١١۴ و کرمی پارامتری سه وایبول توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط

را مؤلفه ای چند اعتماد قابلیت پارامتر [٣] جانسون و باتاچاریا است.

کرده اند: ارائه زیر به صورت

Rs,k = P
(
(X١, · · · , Xk) از تا s حداقل > Y

)
, (٣)

همگی و هستند مستقل مقاومت متغیرهای (X١, · · · , Xk) آن در که

متغیر یک Y همچنین می باشند. FX(·) تجمعی توزیع تابع دارای

سال های در است. FY (·) تجمعی توزیع تابع با تنش تصادفی

مؤلفه ای چند تنش-مقاومت مدل برآورد به بسیاری نویسندگان اخیر

شعاعی و کهن سال ،[۶] کهن سال از عبارت اند جمله آن از که پرداخته اند

.[٢] غفوری و احمدی ،[٧]

توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر برآورد مقاله این در

مقاله، ٢ بخش در ادامه در می شود. بررسی پارامتری سه وایبول

مکان و شکل پارامترهای دارای مقاومت و تنش متغیرهای وقتی

این تمام درحالی که هستند، غیرمشترک مقیاس پارامتر و مشترک

نیز و بیزی و ماکسیمم درستنمایی برآوردهای نامعلوم اند، پارامترها

یافتن برای است. به دست آمده Rs,k پارامتر مجانبی اطمینان فاصله

نیوتن روش از غیرخطی معادلات ،(MLE) ماکسیمم درستنمایی برآورد

فرم وجود عدم دلیل به بیزی، برآورد یافتن برای نیز و حل شده رافسون

است. استفاده شده MCMC نیز و لیندلی تقریبی روش های از بسته،

وقتی مؤلفه ای، چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط ٣ بخش در

مشترک مکان و شکل پارامترهای دارای مقاومت و تنش متغیرهای

انجام شده هستند، معلوم و غیرمشترک مقیاس پارامتر و نامعلوم و

نااریب برآورد و بیز ،MLE به می توان بخش این برآوردهای از است.

اطمینان فاصله و (UMVUE) مینیمم یکنواخت به طور واریانس با

و ارائه شبیه سازی نتایج نیز مقاله ۴ بخش در کرد. اشاره مجانبی

می گیرد. صورت ۵ بخش در نتیجه گیری درنهایت

مشترک α و θ با Rs,k پارامتر برآورد ٢

نامعلوم و

MLE برآورد ٢. ١

متغیر دو Y ∼ TpW (γ٢, α, θ) و X ∼ TpW (γ١, α, θ) کنید فرض

از استفاده با پارامتری سه وایبول توزیع برای باشند. مستقل تصادفی

به زیر به صورت مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر ،(٢) و (١) روابط

می آید: دست

Rs,k =

k∑
p=s

(
k

p

)∫ ∞

θ

(١ − FX(y))p × (FX(y))k−p fY (y)dy

=

k∑
p=s

(
k

p

)∫ ∞

θ

αγ٢e
−(γ١p+γ٢)(y−θ)α

× (١ − e−γ١(y−θ)α)k−p(y − θ)α−١dy

=

k∑
p=s

(
k

p

)∫ ∞

٠
γ٢e

−(γ١p+γ٢)t(١ − e−γ١t)k−pdt

=

k∑
p=s

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q

∫ ∞

٠
γ٢e

−(γ١(p+q)+γ٢)tdt

=

k∑
p=s

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q (−١)qγ٢

γ١(p+ q) + γ٢
.

MLE برآورد باید ابتدا ،Rs,k پارامتر MLE آوردن دست به برای

تابع ساختن برای کرد. محاسبه را θ و α ،γ٢ ،γ١ پارامترهای

گرفت: نظر در زیر به صورت را مشاهدات می توان درستنمایی،
مشاهده شده تنش

Y١

...

Yn

 و

مشاهده شده مقاومت
X١١ . . . X١k

... . . . ...

Xn١ . . . Xnk

,

همچنین و TpW (γ٢, α, θ) از نمونه یک {Y١, · · · , Yn} آن در که

است، TpW (γ١, α, θ) از نمونه یک {Xi١, · · · , Xik}, i = ١, · · · , n

به زیر به صورت می توان را θ و α ،γ٢ ،γ١ درستنمایی تابع بنابراین،

آورد: دست

L(γ١, γ٢, α, θ) =

n∏
i=١

( k∏
j=١

fX(xij)
)
fY (yi),

به صورت مشاهدات مبنای بر درستنمایی تابع لذا

L(data|γ١, γ٢, α, θ) = αn(k+١)γnk
١ γn

٢

n∏
i=١

e−γ٢(yi−θ)α

×
n∏

i=١

(yi − θ)α−١
n∏

i=١

k∏
j=١

e−γ١(xij−θ)α
n∏

i=١

k∏
j=١

(xij − θ)α−١

× I(θ < min{ min
١≤i≤n
١≤j≤k

xij , min
١≤i≤n

yi})

= αn(k+١)γnk
١ γn

٢ (

n∏
i=١

e−γ٢(yi−θ)α
n∏

i=١

(yi − θ)α−١)I(θ < yi)

× (

n∏
i=١

k∏
j=١

e−γ١(xij−θ)α
n∏

i=١

k∏
j=١

(xij − θ)α−١)I(θ < xij),

و است نشانگر تابع I(·) آن در که است

I(θ ∈ A) =

 ١ θ ∈ A,

٠ θ ̸∈ A.
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به صورت لگ-درستنمایی تابع درنتیجه،

ℓ(γ١, γ٢, α, θ) ∝ n(k + ١) logα− γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)αI(θ < yi)

− γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)αI(θ < xij)

+ (α− ١)
n∑

i=١

log(yi − θ)I(θ < yi)

+ (α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

log(xij − θ)I(θ < xij)

+ n log γ٢ + nk log γ١,

فرم به ترتیب به γ٢ و γ١ پارامترهای MLE بنابراین، می آید؛ دست به

می شوند: محاسبه زیر

γ̂١ = nk
( n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)αI(θ < xij)
)−١

,

γ̂٢ = nk
( n∑

i=١

(yi − θ)αI(θ < yi)
)−١

.

به زیر (۵) و (۴) غیرخطی معادلات حل با ترتیب به ،θ̂ و α̂ همچنین

می آیند: دست به رافسون نیوتن روش مانند عددی روش یک

∂ℓ

∂α
=
n(k + ١)

α
+

n∑
i=١

log(yi − θ)I(θ < yi)

+

n∑
i=١

k∑
j=١

log(xij − θ)I(θ < xij)

− γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α log(yi − θ)αI(θ < yi)

− γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α log(xij − θ) = ٠, (۴)

∂ℓ

∂θ
= −(α− ١)

n∑
i=١

١
(yi − θ)

I(θ < yi)

− (α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

١
(xij − θ)

I(θ < xij)

+ αγ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi)

+ αγ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij) = ٠. (۵)

پارامترهای ماکسیمم درستنمایی برآوردهای مقادیر محاسبه از پس

با می شود برابر Rs,k پارامتر MLE پایایی، خاصیت طبق موجود،

R̂MLE
s,k =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)qγ̂٢

γ̂١(p+ q) + γ̂٢
. (۶)

مجانبی اطمینان بازه ٢. ٢

برای می آوریم. دست به را Rs,k مجانبی اطمینان فاصله بخش، این در

متغیره، چند مرکزی حد قضیه از استفاده با ابتدا هدف، این به رسیدن

حساب را (γ١, γ٢, α, θ) یعنی نامعلوم، پارامترهای مجانبی توزیع

ارائه را Rs,k مجانبی توزیع دلتا، روش از استفاده با سپس و می کنیم

می دهیم.

پارامتر انتظار مورد فیشر اطلاع ماتریس پارامتری چهار حالت در

،J(η) = −E
(
I(η)

)
به وسیله η = (η١, η٢, η٣, η۴) = (γ١, γ٢, α, θ)

اطلاع ماتریس I(η) = [Iij ] =
[

∂٢ℓ
∂ηi∂ηj

]
آن در که می شود حاصل

آن با که مسئله ای در است. i, j = ١, ٢, ٣, ۴ و مشاهده شده  فیشر

توسط مشاهده فیشر اطلاع متقارن ماتریس درایه های هستیم، روبه رو

می آید: دست به زیر روابط

I١١ =
nk

γ٢
١
, I١٢ = ٠, I٢٢ =

n

γ٢
٢
,

I١٣ =

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α log(xij − θ)I(θ < xij),

I١۴ = −α
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij),

I٢٣ =

n∑
i=١

(yi − θ)α log(yi − θ)I(θ < yi),

I٢۴ = −α
n∑

i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi),

I٣٣ =
n(k + ١)

α٢ + γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α log٢(yi − θ)I(θ < yi)

+ γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α log٢(xij − θ)I(θ < xij),

I٣۴ =

n∑
i=١

١
(yi − θ)

I(θ < yi) +

n∑
i=١

k∑
j=١

١
(xij − θ)

I(θ < xij)

− αγ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−١ log(yi − θ)I(θ < yi)

− αγ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١ log(xij − θ)I(θ < xij)

− γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi)

− γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij),

I۴۴ = (α− ١)
n∑

i=١

١
(yi − θ)٢ I(θ < yi)

+ (α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

١
(xij − θ)٢ I(θ < xij)



کهن سال١١۶ و کرمی پارامتری سه وایبول توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط

+ α(α− ١)γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−٢I(θ < yi)

+ α(α− ١)γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−٢I(θ < xij).

متغیره، چند مرکزی حد قضیه ی از استفاده با حال

(
γ̂١, γ̂٢, α̂, θ̂

)
∼ N۴

(
(γ١, γ٢, α, θ), I

−١(γ١, γ٢, α, θ)
)
,

نمایش زیر به صورت که است متقارن ماتریس یک I−١(γ١, γ٢, α, θ) که

می شود: داده

I−١(γ١, γ٢, α, θ) =
١

|I(γ١, γ٢, α, θ)|



b١١ b١٢ b١٣ b١۴

b٢٢ b٢٣ b٢۴

b٣٣ b٣۴

b۴۴


,

داریم: آن در که

|I(γ١, γ٢, α, θ)| = I١١I٢٢I٣٣I۴۴ + I٢
١۴I

٢
٢٣ + (I١١I٢٣I٢۴I٣۴)

٢

− I١١I
٢
٢۴I٣٣ − I١١I

٢
٢٣I۴۴ − I١١I٢٢I

٢
٣۴ + I٢

١٣I
٢
٢۴

+ (I١٣I١۴I٢٢I٣۴)
٢ − (I١٣I١۴I٢٣I٢۴)

٢ − I٢
١٣I٢٢I۴۴ − I٢

١۴I٢٢I٣٣,

نیز و

b١١ = I٢٢I٣٣I۴۴ + ٢I٢٣I٢۴I٣۴ − I٢٢I
٢
٣۴ − I٢

٢٣I۴۴ − I٢
٢۴I٣٣,

b١٢ = I١٣I٢٣I۴۴ + I١۴I٢۴I٣٣ − I١٣I٢۴I٣۴ − I١۴I٢٣I٣۴,

b١٣ = I١٣I
٢
٢۴ + I١۴I٢٢I٣۴ − I١٣I٢٢I٣۴ − I١۴I٢۴I٢٣,

b١۴ = I١٣I٢٢I٣۴ + I١۴I
٢
٢٣ − I١٣I٢٣I۴۴ − I١۴I٢٢I٣٣,

b٢٢ = I١١I٣٣I۴۴ + ٢I١٣I١۴I٣۴ − I١١I
٢
٣۴ − I٢

١٣I۴۴ − I٢
١۴I٣٣,

b٢٣ = I١١I٢۴I٣۴ + I٢
١۴I٢٣ − I١١I٢٣I۴۴ − I١٣I١۴I٢۴,

b٢۴ = I١١I٢٣I٣۴ + I٢
١٣I٢۴ − I١١I٢۴I٣٣ − I١٣I١۴I٢٣,

b٣٣ = I١١I٢٢I۴۴ − I١١I
٢
٢۴ − I٢

١۴I٢٢,

b٣۴ = I١١I٢٣I٢۴ + I١٣I١۴I٢٢ − I١١I٢٢I٣۴,

b۴۴ = I١١I٢٢I٣٣ − I١١I
٢
٢٣ − I٢

١٣I٢٢,

می تواند R̂MLE
s,k مجانبی توزیع دلتا، روش از استفاده با همچنین

که شود نتیجه R̂MLE
s,k ∼ N(Rs,k, B), به صورت

B =
١

|I(γ١, γ٢, α, θ)|

(
(
∂Rs,k

∂γ١
)٢b١١ + (

∂Rs,k

∂γ٢
)٢b٢٢

+ ٢(∂Rs,k

∂γ١
)(
∂Rs,k

∂γ٢
)b١٢

)
,

و است

∂Rs,k

∂γ١
=

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q+١γ٢(p+ q)

(γ١(p+ q) + γ٢(٢ ,

∂Rs,k

∂γ٢
=

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)qγ١(p+ q)

(γ١(p+ q) + γ٢(٢ .

Rs,k برای ١)١٠٠ − η)٪ مجانبی اطمینان فاصله ی یک بنابراین،

می آید: دست به زیر به صورت

(R̂MLE
s,k − z١− η

٢

√
B̂, R̂MLE

s,k + z١− η
٢

√
B̂), (٧)

است. N(٠, ١) توزیع چندک ١٠٠η-امین ،zη آن در که

بیزی برآورد ٢. ٣

متغیرهای θ و α ،γ٢ ،γ١ نامعلوم پارامترهای درحالی که بخش، این در

می کنیم. بررسی را Rs.k پارامتر بیزی استنباط هستند، مستقل تصادفی

برای است. شده مطالعه خطا، مربعات زیان تابع تحت استنباط این

توابع دارای نامعلوم پارامترهای که می کنیم فرض هدف، این به رسیدن

هستند: زیر به صورت پیشین چگالی

π١(γ١) ∝ γ
a١−١
١ e−b١γ١ , γ١, a١, b١ > ٠,

π٢(γ٢) ∝ γ
a١−٢
٢ e−b٢γ٢ , γ٢, a٢, b٢ > ٠,

π٣(α) ∝ αa١−٣e−b٣α, α, a٣, b٣ > ٠,

π۴(θ) ∝ ١, ٠ < θ < ١.

کرد. بیان زیر به صورت می توان را پیشین چگالی توابع انتخاب دلایل

به صورت γ٢ و γ١ پارامترهای کامل شرطی پسین توابع که آنجائی از

هستند. مزدوج فوق پیشین توابع لذا می آیند، دست به گاما توزیع های

انتخاب این هستند، مثبت پارامترها محدوده اینکه توجه به با همچنین

پیشین، توابع این انتخاب با علاوه بر این می رسد. نظر به منطقی

پارامترهای مشترک پسین چگالی تابع می شود. ساده تر کمی محاسبات

با است برابر مشاهده شده، نمونه های اساس بر θ و α ،γ٢ ،γ١ نامعلوم

π(γ١, γ٢, α, θ) ∝ L(data|γ١, γ٢, α, θ)

× π١(γ١)π٢(γ٢)π٣(α)π۴(θ). (٨)

نیز و مجهول پارامترهای بیزی برآورد که است واضح فوق، معادله از

برای بنابراین، آورد؛ دست به بسته فرم به نمی توان را Rs,k پارامتر

است: پیشنهادشده زیر تقریبی روش دو آن ها به دستیابی

لیندلی، تقریب •

.MCMC روش •
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لیندلی تقریب ٢. ٣. ١

مورد در استنباط برای را عددی روش های رایج ترین از یکی [٨] لیندلی

از تابعی U(η) کنیم فرض است. داده ارائه ١٩٨٠ سال در بیزی، برآورد

برابر خطا، مربعات زیان تابع تحت ،U(η) بیز برآورد باشد. η پارامتر

با: است

E
(
u(η)|data

)
=

∫
u(η)eℓ(η)+ρ(η)dη∫
eℓ(η)+ρ(η)dη

,

چگالی تابع لگاریتم ρ(η) و درستنمایی تابع لگاریتم ℓ(η) آن در که

زیر به صورت E
(
u(η)|data

)
لیندلی تقریب بنابراین است؛ η پیشین

است:

E
(
u(η)|data

)
= u+

١
٢

∑
i

∑
j

(uij + ٢uiρj)σij

+
١
٢

∑
i

∑
j

∑
k

∑
p

ℓijkσijσkpup|η=η̂,

ماکسیمم برآورد η̂ ،i, j, k, p = ١, ...,m ،η = (η١, · · · , ηm) آن در که

،uij =
∂٢u

∂ηi∂ηj
،ui =

∂u

∂ηi
،u = u(η) ،η پارامتر درستنمایی

امین (i, j) ،σij همچنین، است. ρj =
∂ρ

∂ηj
و ℓijk =

∂٣ℓ

∂ηi∂ηj∂ηk

پارامتری چهار حالت در می باشد. [−ℓij ] معکوس ماتریس در درایه

نتیجه زیر ساده تر به صورت اخیر رابطه در جمع ها ،η = (η١, η٢, η٣, η۴)

می شوند:

E
(
u(η)|data

)
= u+ u١d١ + u٢d٢ + u٣d٣ + u۴d۴ + d۵ + d۶

+
١
٢
(
A(u١σ١١ + u٢σ١٢ + u٣σ١٣ + u۴σ١۴)

+B(u١σ٢١ + u٢σ٢٢ + u٣σ٢٣ + u۴σ٢۴)

+ C(u١σ٣١ + u٢σ٣٢ + u٣σ٣٣ + u۴σ٣۴)

+D(u١σ۴١ + u٢σ۴٢ + u٣σ۴٣ + u۴σ۴۴)
)
,

ماکسیمم برآورد که η̂ = (η̂١, η̂٢, η̂٣, η̂۴) به وسیله باید را رابطه این که

فوق رابطه در آورد. دست به است، η = (η١, η٢, η٣, η۴) درستنمایی

di = ρ١σi١ + ρ٢σi٢ + ρ٣σi٣ + ρ۴σi۴, i = ١, ٢, ٣, ۴,

d۵ = u١٢σ١٢ + u١٣σ١٣ + u١۴σ١۴ + u٢٣σ٢٣ + u٢۴σ٢۴ + u٣۴σ٣۴,

d۶ =
١
٢
(u١١σ١١ + u٢٢σ٢٢ + u٣٣σ٣٣ + u۴۴σ۴۴),

داریم: همچنین و

A = ℓ١١١σ١١ + ٢ℓ١٢١σ١٢ + ٢ℓ١٣١σ١٣ + ٢ℓ١۴١σ١۴ + ٢ℓ٢٣١σ٢٣

+ ٢ℓ٢۴١σ٢۴ + ٢ℓ٣۴١σ٣۴ + ℓ٢٢١σ٢٢ + ℓ٣٣١σ٣٣ + ℓ۴۴١σ۴۴,

B = ℓ١١٢σ١١ + ٢ℓ١٢٢σ١٢ + ٢ℓ١٣٢σ١٣ + ٢ℓ١۴٢σ١۴ + ٢ℓ٢٣٢σ٢٣

+ ٢ℓ٢۴٢σ٢۴ + ٢ℓ٣۴٢σ٣۴ + ℓ٢٢٢σ٢٢ + ℓ٣٣٢σ٣٣ + ℓ۴۴٢σ۴۴,

C = ℓ١١٣σ١١ + ٢ℓ١٢٣σ١٢ + ٢ℓ١٣٣σ١٣ + ٢ℓ١۴٣σ١۴ + ٢ℓ٢٣٣σ٢٣

+ ٢ℓ٢۴٣σ٢۴ + ٢ℓ٣۴٣σ٣۴ + ℓ٢٢٣σ٢٢ + ℓ٣٣٣σ٣٣ + ℓ۴۴٣σ۴۴,

D = ℓ١١۴σ١١ + ٢ℓ١٢۴σ١٢ + ٢ℓ١٣۴σ١٣ + ٢ℓ١۴۴σ١۴ + ٢ℓ٢٣۴σ٢٣

+ ٢ℓ٢۴۴σ٢۴ + ٢ℓ٣۴۴σ٣۴ + ℓ٢٢۴σ٢٢ + ℓ٣٣۴σ٣٣ + ℓ۴۴۴σ۴۴.

داریم: ،u = Rs,k و (η١, η٢, η٣, η۴) = (γ١, γ٢, α, θ) دادن قرار با حال

ρ١ =
a١ − ١
γ١

− b١, ρ٢ =
a٢ − ١
γ٢

− b٢,

ρ٣ =
a٣ − ١
α

− b٣, ρ۴ = ٠,

همچنین: می آید. دست به Iij از ℓij مقادیر و ℓij به وسیله σij آن در که

ℓ١١١ =
٢nk
γ٣

١
, ℓ٢٢٢ =

٢n
γ٣

٢
,

ℓ١٣٣ = −
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α log٢(xij − θ)I(θ < xij),

ℓ١٣۴ = α

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١ log(xij − θ)I(θ < xij)

+

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij),

ℓ١۴۴ = −α(α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−٢I(θ < xij),

ℓ٢٣٣ = −
n∑

i=١

(yi − θ)α log٢(yi − θ)I(θ < yi),

ℓ٢٣۴ = α

n∑
i=١

(yi − θ)α−١ log(yi − θ)I(θ < yi)

+

n∑
i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi),

ℓ٢۴۴ = −α(α− ١)
n∑

i=١

(yi − θ)α−٢I(θ < yi),

ℓ٣٣٣ =
٢n(k + ١)

α٣ − γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α log٣(yi − θ)I(θ < yi)

− γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α log٣(xij − θ)I(θ < xij),



کهن سال١١٨ و کرمی پارامتری سه وایبول توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط

ℓ٣٣۴ = ٢γ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−١ log(yi − θ)I(θ < yi)

+ αγ٢

n∑
i=١

(yi − θ)α−١ log٢(yi − θ)I(θ < yi)

+ ٢γ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١ log(xij − θ)I(θ < xij)

+ αγ١

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−١ log٢(xij − θ)I(θ < xij),

ℓ۴۴٣ = −
n∑

i=١

١
(yi − θ)٢ I(θ < yi)−

k∑
j=١

k∑
j=١

١
(xij − θ)٢ I(θ < xij)

− γ٢)٢α− ١)
n∑

i=١

(yi − θ)α−٢I(θ < yi)

− γ٢α(α− ١)
n∑

i=١

(yi − θ)α−٢ log(yi − θ)I(θ < yi)

− γ٢)١α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−٢I(θ < xij)

− γ١α(α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−٢ log(xij − θ)I(θ < xij),

ℓ۴۴۴ = −(α− ١)
n∑

i=١

١
(yi − θ)۴ I(θ < yi)

− (α− ١)
n∑

i=١

k∑
j=١

١
(xij − θ)۴ I(θ < xij)

+ γ٢α(α− ١)(α− ٢)
n∑

i=١

(yi − θ)α−٣I(θ < yi)

+ γ١α(α− ١)(α− ٢)
n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α−٣I(θ < xij),

بنابراین: می باشند، ℓijk = ٠ سایر نیز و

di = ρ١σi١ + ρ٢σi٢ + ρ٣σi٣, i = ١, ٢, ٣,

d۵ = u١٢σ١٢, d۶ =
١
٢
(u١١σ١١ + u٢٢σ٢٢),

A = ℓ١١١σ١١ + ٢ℓ٣۴١σ٣۴ + ℓ٣٣١σ٣٣ + ℓ۴۴١σ۴۴,

B = ٢ℓ٣۴٢σ٣۴ + ℓ٢٢٢σ٢٢ + ℓ٣٣٢σ٣٣ + ℓ۴۴٢σ۴۴,

C = ٢ℓ٢٣٣σ٢٣ + ٢ℓ٢۴٣σ٢۴ + ٢ℓ٣۴٣σ٣۴ + ℓ٣٣٣σ٣٣ + ℓ۴۴٣σ۴۴,

D = ٢ℓ١۴۴σ١۴ + ٢ℓ٢٣۴σ٢٣ + ٢ℓ٣۴۴σ٣۴ + ℓ٣٣۴σ٣٣ + ℓ۴۴۴σ۴۴.

و i = ١, ٢, ٣, ۴ برای ui٣ = ui۴ = ٠ و u٣ = u۴ = ٠ مقادیر همچنین

u١١ =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q٢γ٢(p+ q)٢

(γ١(p+ q) + γ٣(٢ ,

u١٢ =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q+١(p+ q)(γ١(p+ q)− γ٢)

(γ١(p+ q) + γ٣(٢ ,

u٢٢ =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q+١٢γ١(p+ q)

(γ١(p+ q) + γ٣(٢ ,

Rs,k بیز برآورد خطا، مربعات زیان تابع تحت درنتیجه، می باشند.

با: است برابر

R̂ℓin
s,k = u+ (u١d١ + u٢d٢ + d۵ + d۶)

+
١
٢
(
A(u١σ١١ + u٢σ١٢) +B(u١σ٢١ + u٢σ٢٢)

+ C(u١σ٣١ + u٢σ٣٢) +D(u١σ۴١ + u٢σ۴٢)
)
. (٩)

برآورد ،(γ̂١, γ̂٢, α̂, θ̂) مقادیر در پارامترها همه که کرد توجه باید

محاسبه شده اند. ،(γ١, γ٢, α, θ) ماکسیمم درستنمایی

MCMC روش ٢. ٣. ٢

،γ١ پسین احتمال چگالی توابع ،(٨) رابطه از استفاده با روش این در

آورده دست به زیر به صورت می توانند کردن، ساده از بعد θ و α ،γ٢

شوند:

γ١|α, θ ∼ Γ(a١ + nk, b١ + V (α, θ)),

γ٢|α, θ ∼ Γ(a٢ + n, b٢ + U(α, θ)),

π(α|θ, γ١, γ٢) ∝ αa٣+n(k+١)−١e−γ١V (α,θ)−γ٢U(α,θ)−αb٣

×
n∏

i=١

(yi − θ)αI(θ < yi)

n∏
i=١

k∏
j=١

(xij − θ)αI(θ < xij),

π(θ|α, γ١, γ٢) ∝ e−γ١V (α,θ)−γ٢U(α,θ)

×
n∏

i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi)

n∏
i=١

k∏
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij),

آن: در که
V (α, θ) =

n∑
i=١

k∑
j=١

(xij − θ)α,

U(α, θ) =
n∑

i=١
(yi − θ)α.

(١٠)

شناخته شده توزیع یک α و θ پسین چگالی توابع که می شود ملاحظه

متروپولیس- روش به باید آن ها از تصادفی نمونه تولید بنابراین نیست،

گیبز الگوریتم لذا شود. انجام نرمال پیشنهادی توزیع با هستینگز

می شود: ارائه زیر به صورت پیشنهادی

کنید. شروع (γ(٠)١, γ(٠)٢, α(٠), θ(٠)) اولیه مقادیر با -١

.t = ١ دهید قرار -٢
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را θ(t) متروپولیس-هستینگز روش از استفاده با -٣

پیشنهادی توزیع با π(θ|γ١(t−١), γ٢(t−١), α(t−١)) از

کنید. تولید N(θ(t−١), ١)

را α(t) متروپولیس-هستینگز روش از استفاده با -۴

پیشنهادی توزیع با π(α|γ١(t−١), γ٢(t−١), θ(t−١)) از

کنید. تولید N(α(t−١), ١)

Γ(a١ + nk, b١ + گاما چگالی تابع از را γ١(t) -۵

کنید. تولید V (α(t−١), θ(t−١)))

Γ(a٢+n, b٢+U(α(t−١), θ(t−١))) گاما چگالی تابع از را γ٢(t) -۶

کنید. تولید

کنید: محاسبه را زیر مقدار -٧

Rt(s,k) =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)qγ٢(t)

γ١(t)(p+ q) + γ٢(t)
.

.t = t+ ١ دهید قرار -٨

نمایید. تکرار مرتبه T تعداد به را ٣- ٨ گام های -٩

تحت ،Rs,k پارامتر بیزی برآورد الگوریتم، این بردن کار به با بنابراین

با: است برابر خطا، مربعات زیان تابع

R̂MC
s,k =

١
T

T∑
t=١

Rt(s,k). (١١)

اطمینان فاصله یک می توان ،[۴] شائو و چن ایده بردن کار به با همچنین

کرد. محاسبه Rs,k پارامتر برای HPD

مشترک α و θ با Rs,k پارامتر برآورد ٣

معلوم و

MLE برآورد ٣. ١

از نمونه یک {Y١, · · · , Yn} می کنیم فرض بخش، این در

یک {Xi١, · · · , Xik}, i = ١, · · · , n همچنین و TpW (γ٢, α, θ)

αپارامترهای بودن معلوم فرض با حال است. TpW (γ١, α, θ) از نمونه

مطابق می شود. محاسبه Rs,k پارامتر ماکسیمم درستنمایی برآورد ،θ و

با: می شوند برابر γ٢ و γ١ پارامترهای MLE برآورد ،٢. ١ بخش روند

γ̂١ = nk
( n∑

i=١

k∑
j=١

(xij − θ)αI(θ < xij)
)−١

,

γ̂٢ = nk
( n∑

i=١

(yi − θ)αI(θ < yi)
)−١

,

درستنمایی برآورد ،MLE برآوردگرهای پایایی خاصیت طبق لذا و

با: می شود برابر Rs,k ماکسیمم

R̂MLE
s,k =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)qγ̂٢

γ̂١(p+ q) + γ̂٢
. (١٢)

مجانبی اطمینان فاصله ٣. ٢

مشابه می آوریم. دست به را Rs,k مجانبی اطمینان فاصله بخش، این در

توزیع متغیره، چند مرکزی حد قضیه از استفاده با ابتدا ،٢. ٢ بخش

سپس و می کنیم حساب را (γ١, γ٢) یعنی نامعلوم، پارامترهای مجانبی

می دهیم. ارائه را Rs,k مجانبی توزیع دلتا، روش از استفاده با

پارامتر انتظار مورد فیشر اطلاع ماتریس پارامتری دو حالت در

می شود حاصل J(η) = −E(I(η)) به وسیله η = (η١, η٢) = (γ١, γ٢)

مشاهده شده فیشر اطلاع ماتریس I(η) = [Iij ] =

[
∂٢ℓ

∂ηi∂ηj

]
آن در که

درایه های هستیم، روبه رو آن با که مسئله ای است. در i, j = ١, ٢ و

می آید: دست به زیر روابط توسط مشاهده فیشر اطلاع متقارن ماتریس

I١١ =
nk

γ١
, I١٢ = I٢١ = ٠, I٢٢ =

n

γ٢
٢
,

متغیره، چند مرکزی حد قضیه ی از استفاده با حال

(γ̂١, γ̂٢) ∼ N٢
(
(γ١, γ٢), I

−١(γ١, γ٢)
)
,

از استفاده با می باشد. I(γ١, γ٢) ماتریس وارون I−١(γ١, γ٢) که

R̂MLE
s,k ∼ به صورت می تواند R̂MLE

s,k مجانبی توزیع دلتا، روش

که شود نتیجه N(Rs,k, B),

B = (
∂Rs,k

∂γ١
)٢ ١
I١١

+ (
∂Rs,k

∂γ٢
)٢ ١
I٢٢
,

بنابراین، شده اند؛ آورده ٢. ٢ بخش در ∂Rs,k

∂γ٢
و ∂Rs,k

∂γ١
مقادیر آن در که

زیر به صورت Rs,k برای ١)١٠٠ − η)٪ مجانبی اطمینان فاصله ی یک

می آید: دست به

(R̂MLE
s,k − z١− η

٢

√
B̂, R̂MLE

s,k + z١− η
٢

√
B̂), (١٣)

است. N(٠, ١) توزیع چندک ١٠٠η-امین ،zη آن در که

UMVUE برآورد ٣. ٣

فرض می شود. محاسبه Rs,k پارامتر UMVUE بخش، این در

همچنین و TpW (γ٢, α, θ) از نمونه یک {Y١, · · · , Yn} کنیم

است، TpW (γ١, α, θ) از نمونه یک {Xi١, · · · , Xik}, i = ١, · · · , n
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زیر به صورت مشاهدات مبنای بر γ٢ و γ١ درستنمایی تابع بنابراین،

است:

L(α, θ|γ١, γ٢) ∝ αn(k+١)γnk
١ γn

٢

×
n∏

i=١

e−γ٢(yi−θ)αI(θ < yi)

n∏
i=١

k∏
j=١

e−γ١(xij−θ)αI(θ < xij)

×
n∏

i=١

(yi − θ)α−١I(θ < yi)

×
n∏

i=١

k∏
j=١

(xij − θ)α−١I(θ < xij). (١۴)

θ و α پارامترهای وقتی که گرفت نتیجه می توان محاسبات کمی با

برای بخش این در که U(α, θ) و V (α, θ) آماره های هستند، معلوم

دو تعریف شده اند، (١٠) رابطه در و می دهیم نشان U و V با سادگی

طرف از هستند. γ٢ و γ١ ترتیب به پارامترهای برای کامل بسنده آماره

متغیر، تغییر روش کمک به دیگر،

Y ∗
i = (Yi − θ)α, i = ١, ..., n,

U =
n∑

i=١
Y ∗
i بنابراین است؛ γ−١

٢ میانگین با نمایی توزیع از نمونه ای

(یعنی است γ٢ مقیاس پارامتر و n شکل پارامتر با گاما توزیع دارای

:(U ∼ Γ(n, γ٢)

fU (u) =
γn

٢

Γ(n)
un−١e−γ٢u, u > ٠. (١۵)

چگالی تابع ،V =
n∑

i=١

k∑
j=١

X∗
ij و X∗

ij = (Xij − θ)α اگر .٣. ١ لم

با برابر U = u به شرط Y ∗
١ شرطی احتمال

fY ∗
١ |U=u = N(n− ١) (u−Ny)n−٢

un−١ ,

با برابر V = v به شرط X∗
١١ شرطی احتمال چگالی تابع و

fX∗
١١V =v =

K(nk − ١(v −Kx)nk−٢

vnk−١ ,

است.

مشابه دوم قسمت اثبات می کنیم، ثابت را اول قسمت تنها اثبات.

داریم: است. اول قسمت

fY ∗|U=u(y) =
fY ∗

١ ,U (y, u)

fU (u)
,

تابع fU (u) و U و Y ∗
١ توأم احتمال چگالی تابع ،fY ∗

١ ,U (y, u) آن در که

W آنگاه ،W =
n∑

i=٢
Y ∗
i کنیم فرض اگر حال است. U احتمال چگالی

می توان را U و Y ∗
١ احتمال چگالی تابع بنابراین، هستند؛ مستقل Y ∗

١ و

به متغیر تغییر روش از استفاده با Y ∗
١ و W توأم احتمال چگالی تابع از

می شود. حاصل (١۵) رابطه از استفاده با نتیجه حال، آورد. دست

،ψ(γ١, γ٢) =
γ٢

γ١(p+ q) + γ٢
پارامتر UMVUE مقدار .٣. ٢ قضیۀ

به صورت ،ψ̂U (γ١, γ٢) یعنی
١ −

n−١∑
ℓ=٠

(−١)ℓ
( v

u(p+ q)

)ℓ (
n−١
ℓ

)(
nk+ℓ−١

ℓ

) , v < u(p+ q),

nk−١∑
ℓ=٠

(−١)ℓ
(u(p+ q)

v

)ℓ (nk−١
ℓ

)(
n+ℓ−١

ℓ

) , v > u(p+ q),

هستند. γ١ و γ٢ برای کامل بسنده آماره های V و U آن در که است

نمایی توزیع دارای Y ∗
١ و X∗

١١ که دید می توان ساده محاسبات با اثبات.

بنابراین: هستند، γ−١
٢ و γ−١

١ میانگین با

ϕ(X∗
١١, Y

∗
١ ) =


١ X∗

١١ > (p+ q)Y ∗
١ ,

٠ X∗
١١ < (p+ q)Y ∗

١ ,

درنتیجه، است. ψ(γ١, γ٢) پارامتر نااریب برآوردگر

ψ̂U (γ١, γ٢) = E[ϕ(X∗
١١, Y

∗
١ )|U = u, V = v]

=

∫ ∫
A

fX١١∗|V =v(x)fY ∗
١ |U=u(y)dxdy,

آن در که

A = {(x, y) : ٠ < x < v, ٠ < y < u, x > (p+ q)y},

٣. ١ لم در تعریف شده مقدار با برابر fY ∗
١ |U=u(y) و fX∗

١١|V =v(x) و

،v < u(p+ q) برای است.

ψ̂U (γ١, γ٢) =
(n− ١) (nk − ١)
un−١ vnk−١

∫ v

٠

∫ x
p+q

٠
(u− y)n−٢

× (v − x)nk−٢dydx

= ١ − nk − ١
un−١vnk−١

∫ v

٠
(v − x)nk−٢

× (u− x

p+ q
)n−١dx, {Put : x

v
= t}

= ١ − (nk − ١)
∫ ١

٠
(١ − t)nk−١)٢ − vt

u(p+ q)
)n−١dt

= ١ − (nk − ١)
∫ ١

٠
(١ − t)nk−٢

×
n−١∑
ℓ=٠

(−١)ℓ
(
n− ١
ℓ

)
(

vt

u(p+ q)
)ℓdt

= ١ −
n−١∑
ℓ=٠

(−١)ℓ
( v

u(p+ q)

)ℓ (
n−١
ℓ

)(
nk+ℓ−١

ℓ

) .
داریم: ،v > u(p+ q) برای و مشابه به طور

ψ̂U (γ١, γ٢) =

nk−١∑
ℓ=٠

(−١)ℓ
(u(p+ q)

v

)ℓ (nk−١
ℓ

)(
n+ℓ−١

ℓ

)
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می دهیم، نشان R̃s,k با را آن که Rs,k پارامتر UMVUE بنابراین،

به صورت

R̂U
s,k =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)qψ̂U (γ١, γ٢), (١۶)

بود. خواهد

بیزی برآورد ۴ .٣

مربعات زیان تابع تحت Rs,k پارامتر بیزی استنباط بخش این در

هستند، مستقل گامای پیشین توزیع های دارای γ٢ و γ١ که زمانی خطا،

مشاهده شده، سانسور نمونه مبنای بر صورت، این در می شود. بررسی

توأم پسین چگالی تابع حال است. آمده (١۴) رابطه در درستنمایی تابع

می آید: دست به زیر به صورت

π(γ١, γ٢|data) = L(data|γ١, γ٢)π١(γ١)π٢(γ٢)

∝ γ
nk+a١−١
١ γ

n+a١−٢
٢ e−γ١(V +b١)−γ٢(U+b٢)

=

(
γ١(V + b١)

)nk+a١ (γ٢(U + b٢)
)n+a٢

γ١γ٢Γ(nk + a١) Γ(n+ a٢)
e−γ١(V +b١)−γ٢(U+b٢),

در که U(α, θ) و V (α, θ) هستند مقادیر همان U و V در که

تابع تحت Rs,k پارامتر بیزی برآورد حال بیان شده اند. (١٠) رابطه

می آید: دست به زیر انتگرال حل از خطا، مربعات زیان

R̂B
s,k =

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
Rs,kπ(γ١, γ٢|α, θ, data) dγ١ dγ٢

=

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q

×
∫ ∞

٠

∫ ∞

٠

γ٢

γ١(p+ q) + γ٢
π(γ١, γ٢|α, θ, data) dγ١ dγ٢.

را دقیق بیز برآورد ،[۵] نادار و کیزیلاسلان ایده بردن کار به با حال

نمود: محاسبه زیر به صورت می توان

R̂B
s,k =

k∑
p=s

k−p∑
q=٠

(
k

p

)(
k − p

q

)
(−١)q

×


E × ٢F١(w, n+ a٢ + ١;w + ١, z), |z| < ١,

F × ٢F١(w, nk + a١;w + ١, z

١ − z
), z < −١,

(١٧)

و w = nk + n+ a١ + a٢ آن در که

z = ١ − (U + b٢)(p+ q)

V + b١
, E =

(١ − z)n+a٢(n+ a٢)

w

F =
(n+ a٢)

(١ − z)nk+a١w
,

توسط که است هندسی فوق سری همان ٢F١(α, β; γ, z) نیز و است

زیر انتگرالی به صورت و می باشد قابل محاسبه نرم افزارها از بسیاری

است: دادن قابل نمایش

٢F١(α, β; γ, z) =
١

β(β, γ − β)

×
∫ ١

٠
tβ−١)١ − t)γ−β−١)١ − tz)−αdt.

شبیه سازی مطالعات ۴

برآوردگرهای عملکرد شبیه سازی مطالعه یک کمک به بخش، این در

مقایسه ها نقطه ای، برآوردگرهای مورد در می شوند. مقایسه باهم مختلف

است. انجام شده (MSE) خطا دوم توان میانگین میزان به وسیله

میانگین از بیزی و مجانبی اطمینان فواصل مقایسه برای همچنین،

مبنای بر شبیه سازی می کنیم. استفاده پوشش درصد و بازه ها طول

اساس بر نتایج تمامی و است انجام شده مختلف پارامترهای مقادیر

برآوردگرهای مقایسه برای بخش، این در به دست آمده اند. تکرار ١٠٠٠

،ηi = (γ١, γ٢, α, θ) پارامتر مجموعه سه UMVUE و بیز ،MLE

را η٣ = (٢, ٢, ٣, ٢) و η٢ = (٢, ٢, ٢, ٣)،η١ = (٢, ٢, ١, ٣) به صورت

مشترک شکل و مکان پارامترهای وقتی اول، حالت در به کاربرده ایم.

روش به بیز و لیندلی بیز ،MLE برآوردگرهای هستند، نامعلوم و

است. استفاده شده (١١) و (٩) ،(۶) ترتیب به روابط از MCMC

پیشین چگالی تابع دو بیز، برآوردگر¬های آوردن دست به برای همچنین،

به صورت را

aj = ٠, bj = ٠, j = ١, ٢, ٣, ۴ :١ پیشین

aj = ١, bj = ٢, j = ١, ٢, ٣, ۴ :٢ پیشین

،٢ پیشین و بخش آگاهی نا ،١ پیشین آن ها، بین در که می گیریم نظر در

پیشین های و مختلف پارامترهای مقادیر برای هستند. آگاهی بخش

برآوردگر¬های و MLE به مربوط MSE و اریبی مقادیر مختلف،

١ جدول در نتایج که می کنیم گزارش را تکرار ١٠٠٠ در Rs,k بیز

مبتنی مرتبط، اطمینان بازه های و بیز برآوردهای همچنین، ارائه شده اند.

به دست آمده اند. تکرار T = ١٠٠٠ بر

نشان پیشین دو اساس بر بیز برآوردگر دو مقایسه ،١ جدول از

از بهتری عملکرد ٢ پیشین بر مبتنی بیز برآوردگر¬های که می دهد

دارند. MSEها مقادیر در ،١ پیشین بر مبتنی بیز برآوردگر¬های

محاسبه شده بیز برآوردگرهای عملکرد که می شود ملاحظه علاوه براین

بهترند. لیندلی تقریب از به مراتب MCMC روش کمک به
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با Rs,k پارامتر MCMC بیز و لیندلی بیز ،MLE محاسبه در MSE مقادیر .١ جدول
مقاومت و تنش متغیرهای شکل و مکان پارامترهای که حالتی در ١٠٠٠ تکرار تعداد

هستند. نامعلوم و مشترک

٢ پیشین ١ پیشین
MCMC لیندلی MCMC لیندلی MLE (n, k, s) ηi

٠٫٠٠٧١ ٠٫٠١٢۵ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠١٣٢ ٠٫٠١۵٣ (١٠, ٣, ١)

٠٫٠٠۵١ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٠٩۵ (٢٠, ٣, ١) η١

٠٫٠٠۴٠ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٧٨ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠١٢٩ ٠٫٠١۴٧ (١٠, ٣, ١)

٠٫٠٠۵٢ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١٠٠ (٢٠, ٣, ١) η٢

٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠۵٧ ٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠٧٠ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠١١٨ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١٣٠ ٠٫٠١۶٨ (١٠, ٣, ١)

٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠٩٠ (٢٠, ٣, ١) η٣

٠٫٠٠۴٠ ٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٧۴ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠١١٢ ٠٫٠١٢۶ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٠٠۴٢ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠٨۴ (٢٠, ۴, ٢) η١

٠٫٠٠٣٠ ٠٫٠٠۵۴ ٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠٠۶١ ٠٫٠٠۶۴ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٠٠۵١ ٠٫٠١٠۵ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠١١٠ ٠٫٠١٢٠ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٠٠۴٢ ٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٨٠ (٢٠, ۴, ٢) η٢

٠٫٠٠٣٨ ٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠٠۵٧ ٠٫٠٠۶٠ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠١٣۵ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٨۶ (٢٠, ۴, ٢) η٣

٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠٠۵٢ ٠٫٠٠۵٢ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٠۶٩ (٣٠, ۴, ٢)

مجانبی توزیع اساس بر را Rs,k برای درصدی ٩۵ اطمینان بازه های

HPD اطمینان بازه های به علاوه، کردیم. محاسبه (٧) رابطه از MLE

همگرایی درصد و اطمینان بازه های طول میانگین محاسبه شده اند. نیز

است. شده گزارش ٢ جدول در اطمینان، بازه هر با مرتبط

که می دهد نشان HPD اطمینان بازه دو مقایسه ،٢ جدول از

بازه های از بهتری عملکرد ،٢ پیشین بر مبتنی HPD اطمینان بازه های

دارند. ١ پیشین بر مبتنی HPD اطمینان

مشترک، مقیاس و مکان پارامترهای که می گیریم نظر در را حالتی اکنون

و بیز ،UMVUE ،MLE برآوردگرهای مورد، این در هستند. معلوم

معادلات از استفاده با را Rs,k به مربوط مجانبی اطمینان فاصله نیز

قبلی اطلاع چون می آوریم. دست به (١٣) و (١٧) ،(١۶) ،(١٢)

به صورت بخش آگاهی نا پیشین از ندارد، وجود پارامتر این درباره

استفاده بیز برآوردهای محاسبه برای a١ = b١ = a٢ = b٢ = ٠

است. آمده ٣ جدول در تکرار ١٠٠٠ اساس بر ،MSE مقادیر می کنیم.

کمتری MSE مقدار دارای MLEها که می شود مشاهده ،٣ جدول از

هستند. UMVUEها به نسبت

شکل و مکان پارامترهای که حالتی در ١٠٠٠ تکرار تعداد با Rs,k پارامتر HPD و مجانبی اطمینان فواصل محاسبه در فاصله طول متوسط و همگرایی درصد مقادیر .٢ جدول
هستند. نامعلوم و مشترک مقاومت و تنش متغیرهای

٢ پیشین :HPD فاصله ١ پیشین :HPD فاصله مجانبی اطمینان فاصله
فاصله طول همگرایی درصد فاصله طول همگرایی درصد فاصله طول همگرایی درصد (n, k, s) ηi

٠٫٣٨٧٩ ٠٫٩٢۶ ٠٫۴٠٢۵ ٠٫٩٢١ ٠٫۴۵۵٣ ٠٫٩١۵ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٢١۵ ٠٫٩٣١ ٠٫٣۶۶۵ ٠٫٩٢۵ ٠٫۴٣٣۶ ٠٫٩٢٠ (٢٠, ٣, ١) η١

٠٫٢٩۴۵ ٠٫٩٣۶ ٠٫٣٣۵١ ٠٫٩٣٠ ٠٫۴٠٩٨ ٠٫٩٢۵ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٣٨٢۶ ٠٫٩٢۶ ٠٫۴٠١٢ ٠٫٩٢٠ ٠٫۴۵۵٠ ٠٫٩١٧ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٢٩٨ ٠٫٩٣٠ ٠٫٣۶١٩ ٠٫٩٢۶ ٠٫۴٣١۵ ٠٫٩٢٣ (٢٠, ٣, ١) η٢

٠٫٢٩٨۵ ٠٫٩٣۶ ٠٫٣٣٢٩ ٠٫٩٣١ ٠٫۴١٠٢ ٠٫٩٢۶ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٣٧٧۵ ٠٫٩٢٧ ٠٫۴٠۶٨ ٠٫٩٢٢ ٠٫۴۴٢٣ ٠٫٩١۵ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٢٨۵ ٠٫٩٣١ ٠٫٣۶٩۵ ٠٫٩٢۵ ٠٫۴٣۵٢ ٠٫٩٢١ (٢٠, ٣, ١) η٣

٠٫٢٩٩٠ ٠٫٩٣٧ ٠٫٣٣١٢ ٠٫٩٣١ ٠٫۴٠۵٧ ٠٫٩٢۶ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٣۴۵۴ ٠٫٩٣۵ ٠٫٣٧٧۴ ٠٫٩٢۶ ٠٫۴٢١٢ ٠٫٩٢٣ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٢٨۵٧ ٠٫٩۴٢ ٠٫٣٣۵٢ ٠٫٩٣١ ٠٫۴٠٢۵ ٠٫٩٢٩ (٢٠, ۴, ٢) η١

٠٫٢٣۴۵ ٠٫٩۵٣ ٠٫٣٠٢٣ ٠٫٩٣۵ ٠٫٣٨۵٣ ٠٫٩٣٣ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٣۴٩۶ ٠٫٩٣۶ ٠٫٣٧٩٨ ٠٫٩٢٧ ٠٫۴٢٢٢ ٠٫٩٢٢ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٢٧٩۵ ٠٫٩۴٠ ٠٫٣٣۴٧ ٠٫٩٣٠ ٠٫۴٠١٢ ٠٫٩٢٧ (٢٠, ۴, ٢) η٢

٠٫٢٣٣٢ ٠٫٩۵٢ ٠٫٣٠۵۴ ٠٫٩٣۶ ٠٫٣٧٧۵ ٠٫٩٣۴ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٣۴٨٧ ٠٫٩٣۵ ٠٫٣٧١۵ ٠٫٩٢۶ ٠٫۴٣۵٧ ٠٫٩٢۴ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٢٧٧٨ ٠٫٩۴٢ ٠٫٣۴٨٩ ٠٫٩٣١ ٠٫۴١۵٣ ٠٫٩٢٨ (٢٠, ۴, ٢) η٣

٠٫٢٢٩۵ ٠٫٩۵٠ ٠٫٢٩٨۵ ٠٫٩٣۵ ٠٫٣٨٩۵ ٠٫٩٣٣ (٣٠, ۴, ٢)
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درصد مقادیر و UMVUE و دقیق بیز ،MLE محاسبه در MSE مقادیر .٣ جدول
پارامتر HPD و مجانبی اطمینان فواصل محاسبه در فاصله طول متوسط و همگرایی
و تنش متغیرهای شکل و مکان پارامترهای که حالتی در ١٠٠٠ تکرار تعداد با Rs,k

هستند. معلوم و مشترک مقاومت

مجانبی اطمینان فاصله
فاصله طول همگرایی درصد بیز UMVUE MLE (n, k, s) ηi

٠٫۴٠٢٣ ٠٫٩٢۵ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠١١٠ ٠٫٠٠٩۵ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٧٧٧ ٠٫٩٣۶ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٠٧٣ (٢٠, ٣, ١) η١

٠٫٣١۴۴ ٠٫٩۴٠ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠۶٩ (٣٠, ٣, ١)

٠٫۴١۵٢ ٠٫٩٢۴ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠١١۵ ٠٫٠١٠٠ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٨۵۴ ٠٫٩٣۴ ٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠٠٩٩ ٠٫٠٠٧٠ (٢٠, ٣, ١) η٢

٠٫٣٢٠٠ ٠٫٩۴٢ ٠٫٠٠۴۵ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠۶٠ (٣٠, ٣, ١)

٠٫۴٠٩٨ ٠٫٩٢۴ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠١١۶ ٠٫٠٠٩٠ (١٠, ٣, ١)

٠٫٣٧۴۴ ٠٫٩٣۶ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٠٧٩ (٢٠, ٣, ١) η٣

٠٫٣١٩٨ ٠٫٩۴۴ ٠٫٠٠۴٠ ٠٫٠٠٨٧ ٠٫٠٠۶۵ (٣٠, ٣, ١)

٠٫٣۴٢۵ ٠٫٩۴٨ ٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠٠٩۵ ٠٫٠٠٨٣ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٣٠٢٣ ٠٫٩۵٢ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠۶٩ (٢٠, ۴, ٢) η١

٠٫٢۵۴٧ ٠٫٩۵۵ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠۴٩ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٣۴٠٠ ٠٫٩۴٠ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٠٨۵ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٣٠۵۴ ٠٫٩۵٠ ٠٫٠٠۴٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠۶٧ (٢٠, ۴, ٢) η٢

٠٫٢۵٩۵ ٠٫٩۵۶ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠۴٩ (٣٠, ۴, ٢)

٠٫٣۵۶٧ ٠٫٩۴٩ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠٠٨٠ (١٠, ۴, ٢)

٠٫٣١۴٢ ٠٫٩۵۶ ٠٫٠٠۴٣ ٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠۶٣ (٢٠, ۴, ٢) η٣

٠٫٢۶۵۵ ٠٫٩۵۵ ٠٠٠٣٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠۴۵ (٣٠, ۴, ٢)

n برای که می شود مشاهده ،٣ تا ١ جداول از کلی، نتیجه یک به عنوان

افزایش n وقتی ثابت، s و k برای یا یابد، افزایش k وقتی ثابت s و

برآوردگرهای مورد در می یابد. بهبود مختلف برآوردگرهای عملکرد یابد،

برآوردگرهای مورد در و MSE مقدار کاهش با بهبود این نقطه ای

همگرایی درصد افزایش و فاصله طول کاهش با بهبود این فاصله ای،

است. همراه

نتیجه گیری و بحث ۵

وایبول توزیع مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر برآورد مقاله، این در

است. شده مطالعه مختلف حالت دو در مسئله شد. بررسی پارامتری سه

مکان پارامتر دو دارای مقاومت و تنش متغیرهای وقتی اول حالت در

این همه و هستند غیرمشترک مقیاس پارامتر یک و مشترک شکل و

استفاده Rs,k برآورد برای مختلفی روش های نامعلوم اند، پارامترهای

به بسته فرم به نمی توان را Rs,k پارامتر به مربوط MLE چون شد.

گرفته کار به آن محاسبه برای رافسون نیوتن عددی روش آورد، دست

وجود عدم دلیل به نیز ،Rs,k پارامتر بیزی برآورد مورد در همچنین شد.

همچنین شد. استفاده MCMC و لیندلی تقریبی روش دو از بسته فرم

است. به دست آمده مجانبی اطمینان فاصله قسمت این در

پارامتر و معلوم مشترک شکل و مکان پارامترهای وقتی دوم، حالت در

ماکسیمم، درستنمایی برآوردهای است، نامعلوم غیرمشترک، مقیاس

فاصله یک و شد محاسبه Rs,k پارامتر دقیق بیز و UMVUE برآورد

شبیه سازی های درنهایت، آمد. دست به آن برای مجانبی اطمینان

گرفته کار به مختلف برآوردگر¬های عملکرد بررسی برای مونت کارلو

نتایج این آمد. دست به حالت دو هر در شبیه سازی نتایج شدند.

MSE برحسب عملکرد بهترین دارای بیز برآوردگرهای که می دهد نشان

دارند. قرار دوم جایگاه در درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای و هستند

چگالی توابع به متعلق بهتر عملکرد بیزی، برآوردگرهای بین در همچنین

از قبلی اطلاعات وجود صورت در لذا است. آگاهی بخش پیشین

شود. استفاده آن ها از نحو بهترین به که است بهتر پارامترها،

مراجع

فزاینده سانسور نمونه های تحت پارامتری دو رایلی توزیع در اطمینان قابلیت پارامتر بیزی استنباط .(١٣٩٨) ش. شعاعی، و ا؛ کهن سال، [١]

.٢٩۴ -٢٨۴ ،(۴)٩ ، کیفیت مدیریت و مهندسی مجله پیوندی.

[2] Ahmadi, K., Ghafouri, S. (2019). Reliability estimation in a multicomponent stress–strengthmodel under generalized

half-normal distribution based onprogressive type-II censoring. Journal of Statistical Computation and Simulation, 89,

2505-2548.

[3] Bhattacharyya G. K., Johnson R. A. (1974). Estimation of reliability in multicomponent stress-strength model. Journal

of the American Statistical Association, 69, 966-970.

[4] Chen, M. H., Shao, Q. M. (1999). Monte Carlo estimation of Bayesian Credible and HPD intervals. Journal of Compu-

tational and Graphical Statistics, 8(1), 69-92.



کهن سال١٢۴ و کرمی پارامتری سه وایبول توزیع در مؤلفه ای چند تنش-مقاومت پارامتر آماری استنباط

[5] Kizilaslan, F., Nadar, M. (2018). Estimation of reliability in a multicomponent stress-strength model based on a bivariate

Kumaraswamy distribution. Statistical Papers, 59(1), 307-340.

[6] Kohansal, A. (2019). On estimation of reliability in a multicomponent stress-strength model for a Kumaraswamy dis-

tribution based on progressively censored sample. Statistical Papers, 60(6), 2185-2224.

[7] Kohansal, A., Shoaee, S. (2021). Bayesian and classical estimation of reliability in a multicomponent stress-strength

model under adaptive hybrid progressive censored data. Statistical Papers, 62, 309-359.

[8] Lindley, D. V. (1980). Approximate Bayesian methods. Trabajos de Estadistica, 31(1), 281-288.



Vol. 28, No. 1, Spring and Summer 2023١۵١

Statistical Inference on Multi-Component Stress-Strength Parameter
in Three Parameter Weibull Distribution

Atefeh Karami1 and Akram Kohansal2

Abstract:

The statistical inference of the multi-component stress-strength parameter, Rs,k, is considered in the three-parameter Weibull

distribution. The problem is studied in two cases. In the first case, assuming that the stress and strength variables have com-

mon shape and location parameters but non-common scale parameters, and all these parameters are unknown, the maximum

likelihood estimation and the Bayesian estimation of the parameter Rs,k are investigated. In this case, as the Bayesian esti-

mation does not have a closed form, it is approximated by two methods: Lindley and MCMC. Also, asymptotic confidence

intervals have been obtained. In the second case, assuming that the stress and strength variables have known common shape

and location parameters but non-common and unknown scale parameters, the maximum likelihood estimation, the uniformly

minimum variance unbiased estimators, the exact Bayesian estimation of the parameter Rs,k, and the asymptotic confidence

interval are calculated. Finally, using Monte Carlo simulation, the performance of different estimators has been compared.

Keywords: Multi-component stress-strength parameter, Bayesian estimation, Lindley’s approximation, Three parameter

Weibull distribution.
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