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غیرزندگی بیمه ریسک مدل های از برخی ورشکستگی احتمال بر مروری

١۴٠٢/٠٢/١۶ دریافت: تاریخ

١۴٠٢/١٢/٢۵ پذیرش: تاریخ

٢ نظری زاده آناهیتا ، ١ گذار حق صمیمی حسین

چکیده:
که است ریسک با مواجهه روش های از یکی بیمه دارد. وجود پیش بینی شده نتیجه یک از انحراف امکان آن در که است شرایطی معنی به ریسک

می شوند. دسته بندی غیرزندگی و زندگی بیمه صورت دو به معمولا بیمه نامه ها می شود. بیمه گر به بیمه گذار از ریسک از بخشی یا تمام انتقال به منجر

غیرزندگی بیمه نامه صورت این غیر در زندگی بیمه نامه باشد، بیمه شده افراد یا فرد سلامت آن موضوع که بیمه نامه ای هر دسته بندی این اساس بر

مهندسی، اتومبیل، آتش سوزی، بیمه های می شوند. طبقه بندی غیرزندگی بیمه های جزء بیمه، صنعت در موجود بیمه های از بسیاری بود. خواهد

ورشکستگی، احتمال دارد: زیادی اهمیت ریسک مدل های در موضوع سه محاسبه و تبیین هستند. بیمه این مصداق های از انرژی و نفت باربری،

با است؛ به دست آمده غیرزندگی بیمه های زمینه در تاکنون که شناخته شده ای و اصلی نتایج مقاله این در ورشکستگی. مقدار و ورشکستگی زمان

فراهم علمی حوزه این در کاملی و مفید منبع بتواند مقاله این که امیدواریم می شود. آورده مختلف مثال های با همراه ورشکستگی، احتمال بر أکید ت

باشد. جدید مدل های ارائه نیز و شده آورده مدل های ارتقاء و رشد جهت محققین برای انگیزه ای همچنین کند.

ورشکستگی احتمال مرکب، پواسون فرایند ناهمگن، پواسون فرایند اسپاراندرسون، ریسک مدل کرامر-لاندبرگ، ریسک مدل کلیدی: واژه های

مقدمه ١

به صورت ریسک تصادفی فرایند یا بیمه شرکت سرمایه تصادفی فرایند

می شود: تعریف زیر

U(t) = u+ Ct− S(t) (١)

آن در که

اولیه، سرمایه U(٠) = u •

در دریافتی حق بیمه های مقدار نشان دهنده ی که ثابت عددی C •

زمان، واحد

است. کلی خسارت های فرایند S(t) •

پرداختی یا هزینه S(t) و شرکت درآمد یا دریافت مقدار Ct واقع در

است. t لحظه تا شرکت

ریسک فرایند :(١- ١) شکل

می دهد: نشان (١- ١) شکل و U(t) ضابطه که همان طور

در که است زمانی نقاط نمایانگر Y١, Y٢... تصادفی متغیرهای -

است. رخ داده خسارت آن ها

است. نداده رخ خسارتی هیچ Y٢ و Y١ فاصله -در

U(t) دهد، رخ خسارت یک T = Yk تصادفی یک لحظه در -اگر

می یابد. کاهش ام k خسارت مقدار به اندازه ی

یعنی خسارت ها مقدار کل T = Y٣ لحظه در ،(١- ١) شکل طبق -

U(Y٣) < ٠ نتیجه در است، شده بیشتر u+Ct مجموع از x١+x٢+x٣

می شود. گفته ورشکستگی حالت این به که

تعداد برای شمارشی فرایند یک {N(t) ⩾ ٠}t⩾٠ کنیم فرض
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N(t) تصادفی متغیر t > ٠ برای به طوری که باشد، خسارت ها

است. (٠, t] زمانی فاصله در رخ داده خسارت های تعداد نشان دهنده

و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای به صورت خسارت ها مقادیر

است. iام خسارت مقدار Xi که می شود مدل سازی {Xi}i≥٠ توزیع هم

داده نشان S(t) با که t زمان تا کل خسارت مقدار صورت این در

به صورت می شود

S(t) =

N(t)∑
i=١

Xi, (٢)

می باشد.

ریسک مدل های ٢

مرکب پواسون ریسک مدل ٢. ١

X١, X٢, ... و Λ نرخ با پواسون فرایند یک {N(t)}t⩾٠ اگر ،(٢) مدل در

µ میانگین و F (.) توزیع تابع با نامنفی توزیع از تصادفی نمونه یک

فرایند باشند، مستقل هم از پواسون فرایند و تصادفی نمونه همچنین و

مرکب پواسون مدل را (١) مدل و مرکب پواسون فرایند را S(t) تصادفی

گویند.

مرکب دوجمله ای ریسک مدل ٢. ٢

ریسک گسسته زمان مدل های از مرکب دوجمله ای ریسک مدل

دوره های به صورت (٠,∞) زمانی فاصله کنید فرض است. کلاسیک

هر در که باشد شده افراز چنان m = ١, ٢, ٣, ... ،(m − ١,m] زمانی

وقوع عدم و وقوع دهد. رخ خسارت یک حداکثر دوره ها این از یک

هر در خسارت وقوع احتمال و مستقل هم از زمانی دوره های در خسارت

N(m) اگر است. q = ١−p وقوع عدم احتمال و p برابر آن ها از یک

باشد، خسارت ها مقدار ,X١دنباله X٢, ... mو لحظه تا خسارت ها تعداد

S(m) =

N(m)∑
i=١

Xi m = ١, ٢, ٣, ...

دوجمله ای توزیع N(m) آن در که است m لحظه تا خسارت ها مجموع

دارد. (m, p) پارامتر های با

می کنیم فرض

هستند. مستقل {Xi}i≥١ دنباله و {N(m)}m≥٠ تصادفی فرایند •

هستند. توزیع هم و مستقل X١, X٢, ... تصادفی •دنباله

را (١) مدل و مرکب دوجمله ای فرایند را S(m) تصادفی فرایند

.[١٣] گویند مرکب دوجمله ای ریسک مدل

مرکب آمیخته پواسون ریسک مدل ٢. ٣

که است مرکب پواسون مدل نقطه ضعف یک این می دانید، که همان طور

معلوم اغلب نیز عمل در است. مثبت انحراف دارای همیشه توزیع

مثال برحسب نمی دهد. را کافی نوسان های اجازه مدل که می شود

نوسان های به دادن اجازه برای ساده راه یک .E(N(t)) = var(N(t))

کنید فرض باشد. تصادفی Λ پارامتر دهید اجازه که است این بیشتر

دهد: نشان را Λ توزیع تابع ،H(.)

P (N(t) = n) = E(P (N(t) = n|Λ)) = E(
Λtn

n!
e(−Λt))

=

∫ ∞

٠

(lt)n

n!
e(−lt)dH(l)

مدل را (١) مدل و مرکب آمیخته پواسون فرایند را S(t) تصادفی فرایند

گویند. مرکب آمیخته پواسون

شود. مراجعه ،[١٠] به ریسک مدل های بیشتر مطالعه برای

ورشکستگی احتمال ٣

تعریف زیر به صورت {R(t), t ≥ ٠} خسارت سرمایه فرایند (١) مدل در

می شود:

R(t) = S(t)− Ct.

دهیم قرار اگر همچنین

T = min{t, t ≥ ٠;U(t) ≤ ٠} = min{t, R(t) ≥ u},

ریسک سرمایه فرایند که است زمانی اولین یعنی ورشکستگی؛ زمان T

مقدار از بیشتر خسارت سرمایه فرایند که زمانی معادل به طور یا منفی

U(t) > ٠ ،t ≥ ٠ هر ازای به که می دهد نشان T = ∞ ) می شود. u

را R(t) مقدار بزرگ ترین نمی افتد.) اتفاق هرگز ورشکستگی یعنی،

یعنی، می دهیم؛ قرار M برابر

M = maxt≥٠R(t).

داریم بنابراین

M = maxt > ٠{
N(t)∑
k=١

(Xk − CTk)},

مثبت هم توزیع و مستقل متغيرهای از دنباله ای T١, T٢, ... آن در که

،i ≥ ٢ برای و خسارت اولین دادن رخ برای انتظار زمان T١ و هستند

احتمال است. ام i خسارت و iام − ١ خسارت بین زمانی فاصله Ti
می باشد: زیر به صورت u اولیه سرمایه با ورشکستگی

ψ(u) = P{T <∞} = P (M > u)
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١٠ مثلا متناهی ولی طولانی دوره ی یک در تنها بیمه گران اکثر عمل در

در ورشکستگی احتمال هستند. علاقه مند ورشکستی محاسبه به سال

می شود: تعریف زیر به صورت متناهی زمان

ψ(u, t) = P (T < t),

راجع ادامه در دهد. رخ ورشکستگی t زمان از قبل اینکه احتمال یعنی

کرد خواهیم بحث ،ψ(u) نامتناهی، افق یک در ورشکستگی به احتمال

ψ(u, t) برای بالا کران ψ(u) است. منعطف تر ریاضی لحاظ از که

سرمایه با ورشکستگی وقوع عدم احتمال ψ̄(u) = ١ − ψ(u) است.

می شود. شناخته نیز بقا احتمال عنوان با احتمال این است. u اولیه

١ احتمال با شرکت آنگاه E(X − CT ) > ٠ اگر که است بدیهی

شرکت پرداختی که معناست بدین رابطه این چون شد. خواهد ورشکسته

(حق بیمه) شرکت دریافتی از بیشتر متوسط، به طور خسارت) (اندازه

E(X − CT ) = ٠ حالت در که می شود داده نشان همچنین است.

محاسبه برای بنابراین .[٨] است یک برابر ورشکستگی احتمال نیز

می شود: فرض همواره ورشکستگی احتمال

E(X) < CE(T ),

مهمی معیار ورشکستگی احتمال می گویند. خالص سود شرط آن، به که

است. بیمه شرکت یک مالی ریسک بررسی جهت

ریسک مدل به ۴ بخش است: زیر به صورت مقاله ادامه بخش بندی

روش های آن زیر بخش های در می پردازد. کرامر-لاندبرگ کلاسیک

مدل ۵ بخش در است. آمده ورشکستگی احتمال محاسبه برای مختلف

ناهمگن، پواسون فرایند ریسک مدل ۶ بخش اسپاراندرسون، ریسک

کرامر- ریسک مدل ٨ بخش کاکس، فرایند ریسک مدل ٧ بخش

اسپاراندرسون ریسک شامل ٩ بخش و تصادفی حق بیمه های با لاندبرگ

احتمال مثال دو طی پایانی بخش در است. تصادفی حق بیمه های با

می شوند. مقایسه یکدیگر با و محاسبه مختلف مدل های در ورشکستگی

کرامر-لاندبرگ ریسک مدل ۴

ریسک (مدل کرامر-لاندبرگ مدل به عنوان که ریسک نظریه مبانی

( پواسون ریسک فرایند یا کلاسیک ریسک فرایند مرکب، پواسون

سال در ٣ لاندبرگ فیلیپ سوئدی بیم سنج توسط است، شناخته شده

یک معرفی لاندبرگ، اصلی مشارکت های از یکی شد. معرفی ١٩٠٣

باشد. همگن بیمه سهام سبد یک پویایی توصیف به قادر که بود ساده مدل

ورشکستگی احتمال تعیین آن، تعمیم ها و لاندبرگ مدل اصلی هدف

برسد، صفر زیر به بیمه گر سرمایه سطح اینکه احتمال یعنی بود؛ نهایی

٣٠ حدود لاندبرگ مدل شود. ورشکسته مالی نظر از شرکت نتیجه در

مشهور شناس احتمال و بیم سنج (١٩٣٠) ۴ کرامر هارالد توسط بعد سال

مدل این دلیل، همین به گرفت. قرار ریاضی دقیق موردبررسی سوئدی

به طور کرامر نامیدند. کلاسیک) ریسک (فرایند کرامر-لاندبرگ مدل را

نامیده نیز ورشکستگی نظریه که را جمعی ریسک نظریه گسترده  ای

ورودی های با S(t) خسارت کل مبلغ فرایند از استفاده با می شود،

کرامر-لاندبرگ مدل داد. گسترش پواسون توسط توزیع شده خسارت

به صورت

U(t) = u+ Ct−
N(t)∑
i=٠

Xi

• ،t زمان در بیمه شرکت دارایی U(t)• آن در که است ارائه شده

• همچنین است. بیمه حق نرخ C • اولیه، سرمایه یا دارایی U(٠) = u

با هم توزیع و مستقل نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xi}i≥١

می دهد. نشان را خسارت اندازه که FX(.) توزیع تابع با و µ میانگین

فرایند که است Λ شدت با همگن پواسون فرایند یک {N(t)}t≥٠ •

{Xi}i≥١ و {N(t)}t≥٠ • می دهد. نشان را t لحظه تا خسارت ها تعداد

داده نشان S(t) با معمولا (که ∑N(t)
i=٠ Xi واقع در هستند. مستقل

به وارده خسارت های کل که است مرکب پواسون فرایند یک می شود)

مدل در ورشکستگی احتمال می دهد. رانشان t لحظه تا بیمه شرکت

تبدیل دیفرانسیلی-انتگرالی، معادله به صورت کرامر-لاندبرگ ریسک

می شود. محاسبه کرامر-لاندبرگ تقریب و لاندبرگ کران های لاپلاس،

دیفرانسیلی-انتگرالی معادله ١ .۴

در می کنیم. مطالعه را ψ̄(u) = ١ − ψ(u) بقا، احتمال بخش این در

حداکثر روی به جز R+ روی همه جا در ψ̄ که داده شده نشان [٩] مرجع

این بر علاوه است. مشتق پذیر شمارا نامتناهی نقاط از مجموعه ای

می کند. صدق دیفرانسیلی-انتگرالی معادله در ψ̄ که می شود داده نشان

صدق زیر معادله در و است پیوسته R+ روی ψ̄(u) بقا تابع .١ .۴ قضیۀ

می کند:

Cψ̄′
+(u) = Λ(ψ̄(u)−

∫ u

٠
ψ̄(u− x)dFX(x)

و

Cψ̄′
−(u) = Λ(ψ̄(u)−

∫ u−

٠
ψ̄(u− x)dFX(x)

3Lundberg Filip
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تابع چپ و راست مشتق های ترتیب به ψ̄′
−(u) و ψ̄′

+(u) آن در که

است. خسارت اندازه توزیع تابع FX(.) و ψ̄(u)

کنید. مراجعه [٩] در ١۶٢ صفحه به برهان.

است، مشتق پذیر همه جا ψ̄(u) که است این ١ .۴ قضیه نتایج از

این اهمیت نیست. پیوسته FX(.) آن در که شمارا مجموعه در به جز

که است این در ∫نتیجه ∞

٠
ψ̄′(v)d(v) = ψ̄(u).

لبگ به اندازه نسبت ψ̄(u) که معناست بدان این اندازه  نظریه در

[١١] است. مطلق پیوسته

معادله کمک به کرامر-لاندبرگ مدل ورشکستگی احتمال .٢ .۴ مثال

میانگین با خسارت ها توزیع بودن نمایی فرض با دیفرانسیلی-انتگرالی

می باشد: زیر به صورت µ

ψ(u) =
Λ

Cµ
exp−(µ− Λ

C
)u. (٣)

قابل حل ١ .۴ قضیه دیفرانسیلی-انتگرالی معادله کلی حالت در

به بنابراین است؛ ψ̄(u) مشتق و انتگرال دارای هم زمان زیرا نیست؛

شود. حل باید عددی روش های کمک

لاپلاس تبدیلات ٢ .۴

می دهیم: قرار می کنیم. محاسبه را لاپلاس تبدیلات بخش، این در

L̂ψ(s) =

∫ ∞

٠
ψ(u)e−sudu,

L̂ψ̄(s) =

∫ ∞

٠

¯ψ(u)e−sudu.

علاوه هستند. متناهی s ≥ ٠ ازای به انتگرال دو هر که می کنیم توجه

داریم: این بر

L̂ψ(s) =

∫ ∞

٠
(١ − ¯ψ(u))e−sudu =

١
s
− L̂ψ̄(s).

زیر روابط از استفاده با L̂ψ̄(s) و L̂ψ(s) لاپلاس تبدیلات .٣ .۴ قضیۀ

می آیند: دست به

L̂ψ̄(s) =
C − Λµ

Cs− Λ(١ − L̂X(s))

و

L̂ψ(s) =
١
s
− C − Λµ

Cs− Λ(١ − L̂X(s))
,

است. خسارت اندازه X لاپلاس تبدیل L̂X(.) آن در که

کنید. مراجعه [٩] در ١۶۵ صفحه به برهان.

داریم ،٣ .۴ قضیه از استفاده با ،٢ .۴ مثال برای

L̂ψ̄(s) =
C − Λµ

Cs− Λ(١ − µ
µ+s

)

=
(C − Λµ)(µ+ s)

s(C(µ+ s)− Λ)

و

L̂ψ(s) =
١
s
− C − Λµ

Cs− Λ(١ − µ
µ+s

)

=
(C − Λµ)(µ+ s)

s(C(µ+ s)− Λ)

=
Λ

µC
(

١
µ− Λ

C
+ s

).

داریم: لاپلاس تبدیل وارون از استفاده با

ψ(u) =
Λ

µC
exp−(µ− Λ

C
u),

راحت تر انتگرالی معادله اگرچه است. (٣) در قبلی مقدار همان که

که است مشکل به طورکلی اما است، دیفرانسیلی-انتگرالی معادله از

منجر انتگرالی معادله بااین وجود شود. حل بسته شکل به صورت

می شود. پیچش نامتناهی سری های شکل در ψ(u) برای فرمولی به

به صورت F sX داریم. FX از F sX یکپارچه دمی توزیع به نیاز دراین ارتباط

می شود: داده زیر

F sX(x) =
١
µ

∫ x

٠
FX(y)dy,

.FX(.) = ١ − FX(.) آن در که

است. ψ(u) محاسبه برای دیگری روش ۵ پولاسزک-خنچین قضیه

u ≥ ٠ هر برای .۴ .۴ قضیۀ

ψ(u) = (١ − Λµ

C
)

∞∑
n=١

(
Λµ

C
)n(F sX)∗n(u),

است. F sX(.) تابع n مرتبه از پیچش تابع (F sX)∗n(.) آن در که

کنید. مراجعه [٩] در ١۶٧ صفحه به برهان.
5 formula Pollaczek–Khinchin
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لاندبرگ کران های ٣ .۴

N(t) و می باشد t لحظه تا خسارت ها مجموع S(t) =
∑N(t)
i=١ Xi

فرایند است. Λ پارامتر با پواسون توزیع دارای

R(t) = S(t)− Ct

،[٩] مرجع ١٧٠ صفحه در که است انتقال یافته پواسون فرایند

است. استفاده شده

پواسون توزیع دارای t ≥ ٠ زمان در R(t) خسارت مقدار ازآنجاکه

−Ct روی آن انتقال و (Λt, FX(.)) مشخصه های با انتقال یافته مرکب

است زیر برابر آن گشتاور مولد تابع است،

MR(t)(s) = E(esR(t)) = et(Λ(MX (s)−١)−Cs).

دوم و اول مرتبه مشتق و موجود صفر همسایگی یک در MX(s) اگر

تابع آنگاه باشد، داشته

θ(s) = (Λ(MX(s)− ١)− Cs),

و دارد دوم و اول مشتق و موجود صفر همسایگی یک در

θ′(s) = ΛM ′
X(s)− C,

θ′′(s) = ΛMX(s)٢ = ΛE(X٢esX) > ٠,

در θ′(s) برای همچنین است. محدب تابع یک θ(s) می دهد نشان که

داریم: s = ٠

θ′(٠) = ΛM ′
X(٠)− C = Λµ− C < ٠.

دوم ریشه است ممکن این بر علاوه .θ(٠) = ٠ می شود دیده به آسانی

صفر مخالف ریشه یک اگر باشد. داشته وجود نیز θ(s) = ٠ معادله

صورت در معادله جواب و است مثبت و یکتا آنگاه باشد، داشته وجود

جزییات برای می شود. نامیده لاندبرگ توان یا تعدیل ضریب وجود

شود. مراجعه [٩] به بیشتر

می کند. بیان را تعدیل ضریب وجودی شرط زیر، لم

اگر به طوری که باشد، موجود s∞ ∈ R
∪
{∞} کنیم فرض .۵ .۴ لم

جواب یک آنگاه lims→s∞ MX(s) = ∞ و MX(s) < ٠ ، s < s∞

دارد. وجود θ(s) = ٠ معادله برای یکتا مثبت

کنید. مراجعه [٩] در ١٧٠ صفحه به برهان.

کران های می دهد اجازه که است مهم به این علت تعدیل ضریب وجود

باشد. یکنواخت ψ(u) تابع برای نمایی پایینی و بالایی

آنگاه باشد. موجود تعدیل، ضریب γ کنیم فرض .۶ .۴ قضیۀ

a−e
−γu ≤ ψ(u) ≤ a+e

−γu,

به طوری که

a+ = supx∈[٠,x٠)

eγx
∫∞
x
FX(y)dy∫∞

x
eγyFX(y)dy

,

a− = infx∈[٠,x٠)

eγx
∫∞
x
FX(y)dy∫∞

x
eγyFX(y)dy

.

.x٠ = sup{x;FX(x) < ١} آن در که

کنید. مراجعه [٩] در ١٧١ صفحه به برهان.

برای لاندبرگ دوطرفه کران های به ریسک نظریه در ۴ .۶ قضیه نتایج

است. معروف ψ(u) ورشکستگی تابع

کرامر-لاندبرگ تقریب ۴ .۴

کردیم. پیدا ψ(u) تابع برای را پایینی و بالایی کران های ٣ .۴ بخش در

است این سؤال هستیم. ψ(u)eγu مجانبی رفتارهای به علاقه مند حال

می کند. نوسان کران دو بین یا است حد یک به همگرا ψ(u)eγu آیا که

در آن مقدار است. موجود limu→∞ ψ(u)eγu که داد نشان می توان

است. داده شده زیر قضیه

اگر باشد. موجود تعدیل، ضریب γ > ٠ کنیم فرض .٧ .۴ قضیۀ

آنگاه ،M ′
X(γ) <∞

lim
u→∞

ψ(u)eγu =
C − Λµ

µM ′
X(γ)− C

.

آنگاه ،M ′
X(γ) = ∞ اگر و

lim
u→∞

ψ(u)eγu = ٠,

گشتاور، مولد تابع MX(.) ،E(X) = µ خسارت، اندازه X آن در که

است. بیمه حق نرخ C و خسارت ورود نرخ Λ

کنید. مراجعه [٩] در ١٧٢ صفحه به برهان.

(تجدید) اندرسون اسپار ریسک مدل ۵

مدل، این در است. کلاسیک مدل از تعمیمی اندرسون اسپار مدل

همانند می کند. پیروی تجدید فرایند یک از خسارت ها ورود فرایند

از و  ١≤i{Xi}  دنباله ای حق بیمه نرخ C کنید فرض کلاسیک مدل

خسارت های نشان دهنده مثبت، و هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای

دلخواه تجدید فرایند خسارت ها، ورود فرایند باشد. شرکت به وارده

دنباله که است T١, T٢, ... ورودی ها بین و σ١, σ٢, ... ورودی های با
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نشان دهنده مثبت، و هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای T١, T٢, ...

داریم است. متوالی خسارت های بین زمان

σ١ = T١,

σ٢ = T١ + T٢,

...

σn =

n∑
i=١

Tn,

N(t) = max{n :

n∑
i=١

Ti ≤ t}.

، S(t) ،U(t) مانند مفاهیم و نمادها همه کلاسیک، مدل مشابه به طور

می شود. تعریف نیز اینجا در ورشکستگی، زمان و ورشکستگی احتمال

اندرسون اسپار مدل در ورشکستگی احتمال بعدی، قضیه به کارگیری با

آورد. دست به خاص حالت در می توان را

) θ پارامتر با نمایی توزیع دارای خسارت اندازه X اگر .١ .۵ قضیۀ

E(X−CT ) < ٠ یعنی خالص؛ سود شرط با آنگاه باشد (E(X) = ١
θ

داریم

ψ(u) = (١ − γ

θ
)e−γu, (۴)

معادله مثبت ریشه γ آن در که

MX−CT (s) = ١ (۵)

است.

کنید. مراجعه [٩] در ٢۵١ صفحه به برهان.

θ = ١ پارامتر با نمایی توزیع خسارت اندازه کنید فرض .٢ .۵ مثال

T ∼ Erlang(٢, ١) متوالی خسارت دو بین زمان توزیع و C = ٢ و

داریم ،١ .۵ قضیه از استفاده با صورت این در باشد،

ψ(u) = (١ −
√

٣
٢

)e−
√

٣
٢ u.

ناهمگن پواسون فرایند ریسک مدل ۶

پواسون فرایند یک N = {Nt}t≥٠ تصادفی فرايند .١ .۶ تعریف

هرگاه است، ناهمگن

تابع پ) باشد. مستقل نمو دارای فرایند ب) N(٠) = ٠ الف)

پیوسته راست سمت از و نزولی غیر

µ : [٠,∞) → [٠,∞),

,N(s؛ t] ،s < t هر برای و µ(٠) = ٠ به طوری که باشد داشته وجود

میانگین تابع را µ باشد. (µ(t)−µ(s)) پارامتر با پواسون توزیع دارای

با فرایند مسیرهای ت) .µ(t) =
∫ t

٠ Λ(s)ds آن در که گویند فرایند

خاصیت این به باشند. حد دارای چپ از و پیوسته راست از ١ احتمال

گویند. ۶ کادلگ

تابع با ناهمگن پواسون تصادفی فرایند یک شدت تابع را Λ(.) تابع

هرگاه گویند µ(.) میانگین

µ(t) =

∫ t

٠
Λ(s)ds

و

µ(t)− µ(s) =

∫ t

s

Λ(s)ds.

که است ناهمگن پواسون فرایند از خاص حالت همگن پواسون فرایند

زمان ورشکستگی احتمال معرفی در مدل این .µ(t) = Λt آن در

حالت این در است. داده شده ٧ والترا انتگرالی معادله به صورت متناهی

مفهوم معرفی با ناهمگن، پواسون فرایند به همگن پواسون فرایند کلاس

وابسته زمان ورود نرخ اجازه حالت این می شود. داده بسط همگنی عدم

به وابسته خسارت ورود زمان های که موقعیتی مثال برای می دهد. را

نمو {Nt}t≥٠ متناظر خسارت شمارش فرایند است. سال از زمانی

کلاسیک، ریسک مدل همانند ندارد. مانا نموهای اما دارد مستقل

توزیع تابع با مستقل و هم توزیع خسارت ها شدت که می کنیم فرض

می باشند. µ متناهی میانگین با و زمان از مستقل که هستند FX تجمعی

پواسون مدل برای [τ, τ + t) زمانی بازه روی ریسک سرمایه فرایند

می باشد: زیر به صورت مرکب ناهمگن مرکب

U [τ, τ + t) = u+ Ct−
N [τ,τ+t)∑
i=٠

Xi,

آن در که

،[τ, τ+t) زمانی بازه در بیمه شرکت سرمایه یا دارایی U [τ, τ+t)•

درآمد میزان Ct • بیمه، حق نرخ C• اولیه، سرمایه U(٠) = u •

دنباله ای {Xi}i≥١ • است. t زمان تا بیمه گر توسط دریافتی بیمه حق

که FX توزیع تابع با هم توزیع و مستقل نامنفی تصادفی متغیرهای از

خسارت، شمارش فرایند N [τ, τ+t)• می دهد. نشان را خسارت اندازه
6Cadlag
7Volterra
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تصادفی دنباله و N [τ, τ + t)• است. Λ شدت تابع با ناهمگن پواسون

می دهیم قرار هستند. مستقل {Xi}i≥١

Tτ (u) = inf{t ≥ ٠;U [τ, τ + t) < ٠},

اولیه زمان در u اولیه مقدار با دارایی فرایند برای ورشکستگی زمان که

می دهد. نشان را τ

تعریف زیر به صورت t + τ زمان از قبل ورشکستگی احتمال

می شود:

ψ[τ, τ + t)(u) = P (Tτ (u) ≤ t)

= P (U [τ, τ + s)(u) < ٠ ; ٠ < s ≤ t).

برابر τ اولیه زمان و u اولیه مقدار با نهایی ورشکستگی احتمال

ψ(τ, u) = lim
t→∞

ψ[τ, τ + t)(u)

و u اولیه مقدار به وابسته نه تنها احتمال این که می شود ملاحظه است.

است. وابسته نیز τ اولیه زمان به بلکه است t دوره متناهی زمان

ولترا انتگرالی معادله ١ .۶

اولیه سرمایه از شروع با ،t زمان تا ورشکستگی احتمال .٢ .۶ قضیۀ

می کند: صدق زیر معادله در τ اولیه زمان و u

ψ[τ, τ+t)(u) =

∫ t

٠
Λ(τ+v)exp−µ(τ+t)−µ(τ)(١−FX(u+Cv))dv

+

∫ t

٠
Λ(τ + v)exp−µ(τ+t)−µ(τ)

∗
∫ u+Cv

٠
ψ[τ + v, τ + t)(u+ Cv − y)dFX(y)dv.

کنید. مراجعه [١٢] در ٢٢ صفحه به برهان.

نشانیده گسسته ریسک مدل ٢ .۶

نمایی خسارت اندازه حالت در حتی فوق انتگرالی معادله تحلیلی حل

تناوب دوره با متناوب Λ شدت تابع که خاصی حالت است. دشوار

دوطرفه کران کلاسیک، مورد همانند می گیریم. نظر در را است ١

نشانیده گسسته ریسک مدل برای را ψ[٠,t)،ورشکستگی احتمال برای

صفر اولیه زمان با U[٠,t)(u) دارایی فرایند آورد. دست به می توان

می شود: داده نمایش زیر به صورت

U[٠,t)(u) = u+ Ct−
N(t)∑
i=١

Xi

= u+ C[t] + C(t− [t])−
[t]∑
k=١

M(k)∑
i=١

Xk
i −

N(t−[t])∑
i=١

X
[t]+١
i

= u+

[t]∑
k=١

(C −
M(k)∑
i=١

Xk
i ) + C(t− [t])−

N(t−[t])∑
i=١

X
[t]+١
i

متغیرهای از مستقل دنباله های {Xk
i }i≥٠ • t− [t] ∈ [٠, ١) • آن در که

تابع با k = ١, ٢, ٣, ... برای k دوره در مستقل و هم توزیع تصادفی

هستند. مشترک خسارت اندازه توزیع

با ترتیب به مستقل، پواسون متغیرهای N(t− [t]) و M(k) •

از مستقل N(t− [t]) و M(k) • هستند. µ(t − [t]) و µ(١) پارامتر

می دهیم قرار هستند. Xk
i

Uk = C −
M(k)∑
i=١

Xk
i , k = ١, ٢, ...,

U٠ = u.

امین k طول در خسارت ها مجموع k = ١, ٢, ... برای ∑M(k)
i=١ Xk

i

بنابراین، می کند؛ پیروی µ(١) پارامتر با مرکب پواسون از که است دوره

مولد تابع با هم توزیع و مستقل {Uk}k≥٠ تصادفی متغیرهای دنباله

هستند. زیر مشترک گشتاور

MU (r) = erC−µ(١)(MX (r)−١).

زمان دارایی فرایند یا {(k, Sk(u)); k ≥ ٠} تصادفی زدن قدم حال،

به صورت که می گیریم نظر در را گسسته

Sk(u) = U٠ + U١ + U٢ + ...+ Uk,

می دهیم قرار می شود. تعریف

T̃ (u) = inf{k ≥ ٠;Sk(u) < ٠}

(زمان صفر زمان در u اولیه مقدار با منفی مقدار از عبور زمان اولین

می دهیم قرار گسسته). زمان ریسک مدل در ورشکستگی

ψ̃(u, k) = P (T̃ (u) ≤ k)

اولیه سرمایه با ورشکستگی زمان بودن متناهی احتمال نشان دهنده که

مقدار یک به گام k طی در متناظر تصادفی برداری گام یعنی است؛ u

برسد. منفی

هستند؛ مرتبط هم با t صحیح اعداد در St(u) و U[٠,t) ازآنجایی که

یعنی

U[٠,t) = S[t](u), t ≥ ٠,
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نزدیک برای نشانیده گسسته ریسک مدل ورشکستگی زمان از می توان

فرایند با اصلی پیوسته زمان ریسک مدل ورشکستگی زمان به شدن

کرد. استفاده ناهمگن پواسون فرایند دوره ای خسارت های شمارش

است: آمده زیر قضیه در اساسی نتیجه یک

تصادفی به طور پیوسته زمان ریسک مدل ورشکستگی زمان .٣ .۶ قضیۀ

است، نشانیده گسسته مدل برای ورشکستگی به مربوط زمان معادل

باشند: برقرار زیر نامساوی های که حالتی در

P{(T̃ (u > [t] + ١))} ≤ P{T٠(u) > t} ≤ {T̃ (u) > [t]},

برقرار زیر نامساوی ψ[٠,t)(u) ورشکستگی احتمال برای به عبارت دیگر،

است:

ψ̃(u, [t]) ≤ ψ[٠,t)(u) ≤ ψ̃(u, [t] + ١).

کنید. مراجعه [١٢] در ٢۶ صفحه به برهان.

است داده شده نشان ٣ .۶ قضیه در اخیر نامساوی در که همان طور

توسط ،ψ[٠,t) متناهی زمان ورشکستگی احتمال برای دوطرفه کران یک

ریسک مدل برای متناظر متوالی متناهی زمان ورشکستگی احتمال

متناهی زمان ورشکستگی احتمال این، بر می شود. علاوه داده نشانیده،

می کند: صدق زیر بازگشتی معادله در ψ̃(u, k)

ψ̃(u, k+١) = ١−FU (u+C)+

∫ u+C

٠
ψ̃(u+C−y, k)dFU (y),

مرزی شرط تحت

ψ̃(u, ٠) = ٠, u ≥ ٠

می توان همچنین می باشد. Uk مشترک تجمعی توزیع تابع FU که

ورشکستگی احتمال برای پایین کران یک که [١٢] داد نشان

ψ٠(u) = lim
t→∞

ψ[٠,t)(u),

برابر

ψ٠(u) ≥
e−γ̃u

E(e
−γ̃S

T̃ (u) |T̃ (u) < ∞)
,

است: زیر معادله مثبت ریشه γ̃ آن در که می باشد

µ(١)(MX(r)− ١)− Cr = ٠.

کاکس فرایند ریسک مدل ٧

می شود. منجر عمیقی و خوب بسیار نتایج به کرامر-لاندبرگ مدل

است. مدل قوی نسبتاً مفروضات دلیل به نتایج این قدرت بااین حال،

ثابت مستلزم ناگزیر خسارت ها، پواسون جریان همگنی مثال، برای

نسبتاً وضعیت این عملی، ازنقطه نظر درعین حال، است. پرتفوی بودن

کردن محدود یا تشدید امکان باید همیشه زیرا می رسد نظر به غیرواقعی

که می رسیم ضرورت این به بنابراین، بگیریم. نظر در را بیمه تجارت

طرف از بگیریم. نظر در را حق بیمه نرخ نوسانات و پرتفوی نوسانات

به عنوان مثال، کنیم. فرض نیز را خسارت ها شدت نوسانات باید دیگر

خسارت شدت فصلی تغییرات آتش سوزی، بیمه یا خودرو بیمه در

ضروری ریسک نوسانات مطالعه بنابراین، می شود؛ مشاهده به وضوح

کاکس مدل ریسک، نوسانات محاسبه برای مناسب مدل یک است.

پواسون فرایند تعمیم کاکس فرایند است. صفر غیر میانگین با مرکب

مقدار به t هرلحظه در شدت تابع اینکه بر علاوه يعنی است؛ ناهمگن

تابع و شدت تابع به عبارت دیگر است؛ نیز تصادفی دارد، بستگی t

شدت تابع میانگین، تابع به است. تصادفی فرایند یک آن میانگین

یک {Λ(t)}t≥٠ کنید فرض مشخص به طور می شود. گفته نیز تجمعی

قرار همچنین است. انتگرال پذیر مسیرهای با نامنفی تصادفی فرایند

دهید

µ(a, b] =

∫ b

a

Λ(s)ds

و

µ(t) =

∫ t

٠
Λ(s)ds.

با کاکس فرایند یک N = {N(t)}t≥٠ شمارشی فرایند .٧. ١ تعریف

µ = {µ(t)}t≥٠ تجمعی شدت فرایند و Λ = {Λ(t)}t≥٠ شدت فرایند

و k١, k٢, ..., kn نامنفی و دلخواه صحیح مقادیر برای هرگاه است،

a١ < b١ ≤ a٢ ≤ b٢ ≤ ... ≤ an < bn,

باشیم داشته

P (

n∩
i=١

{N(ai, bi] = ki}) = E(

n∏
i=١

(
∫ bi
ai

Λ(s)ds)ki

ki!
e−

∫ bi
ai

Λ(s)ds).

دارد. µ(t) پارامتر با پواسون توزیع N(t)|µ(t) ،t هر برای بنابراین

نقطه ای فرایند در (٠, t] فاصله در نقاط تعداد µ(t) کلی حالت در

اگر است. وابسته t به و است تصادفی خود که است N = {Nt}t≥٠

بستگی t به و باشد تصادفی متغیر یک شدت تابع کاکس فرایند در

برای اگر بنابراین گویند؛ آمیخته پواسون فرایند را فرایند باشد، نداشته

،Λ(s) = X باشیم داشته s ≥ ٠ هر برای و X مثل تصادفی متغیر یک

.µ(t) = tX صورت این در



١۴١٣٣- ٨ ص ،۵۵ پیاپی شماره ،١۴٠٢ تابستان و بهار یک، شماره ،٢٨ صفر سال آماری، ١۴١اندیشه

آمیخته پواسون فرایند یک N = {Nt}t≥٠ کنید فرض .٧. ٢ مثال

در دارد. (α, β) پارامتر با گاما توزیع شدت، تابع ،Λ آن در که باشد

آورد: دست به می توان زیر به صورت را N(t) توزیع صورت این

P (N(t) = k) =

∫ ∞

٠
P (N(t) = k|Λ = x)fΛ(x)dx

=

∫ ∞

٠

e−xt(tx)k

k!

١
Γ(α)βα

xα−١e
− x
β dx

=
tkΓ(k + α)

Γ(α)βαk!(t+ ١
β
)k+α

∗
∫ ∞

٠

(t+ ١
β
)k+α

Γ(k + α)
xk+α−١e

−x(t+ ١
β
)
dx

=
Γ(k + α)(βt)k

k!Γ(α)(١ + βt)k+α

=

(
k + α− ١

k

)
(

βt

١ + βt
)k(١ − βt

١ + βt
)α.

است. (α, βt
١+βt ) پارامتر با منفی دوجمله ای توزیع N(t) بنابراین

تعمیم را کلاسیک ریسک فرایند کاکس فرایند از استفاده با حال

برای µ(t) و استاندارد پواسون فرایند {N١(t)}t≥٠ کنیم فرض می  دهیم.

می دهیم قرار باشد. N١(t) از مستقل تصادفی اندازه یک t ≥ ٠

N(t) = N١(µ(t)), t ≥ ٠.

.[١٢،٩] است µ(t) تجمعی شدت تابع با کاکس فرایند {N(t)}t≥٠

تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xj}j≥٠ کنید فرض همچنین

است. {N(t)}t≥٠ فرایند از مستقل که باشد هم توزیع و مستقل

می گیریم نظر در را زیر ریسک فرایند

U(t) = u+ Ct−
N(t)∑
j=١

Xj . (۶)

بیمه پرداخت های شدت تصادفی حتی و غیرثابت ویژگی (۶) مدل

فرایند مجانبی رفتارهای می گیرد. نظر در بیمه حق ثابت نرخ تحت را

است. آمده [٢] در (۶) مدل ریسک

ریسک، نوسانات احتمال فرض با که می شود معلوم درعین حال،

مثال است. غیرمنطقی نسبتاً بیمه حق نرخ ماندن ثابت عملی نظر از

از زیر تعمیم به طبیعی به طور بنابراین، است. آمده [٧،۵] در قانع کننده

می رسیم. کلاسیک ریسک فرایند

اندازه گیری یک با که باشد کاکس فرایند t ≥ ٠ ،N(t) کنید فرض

می دهیم: قرار می شود، کنترل µ(t) تصادفی

U(t) = u+ Cµ(t)−
N(t)∑
j=١

Xj .

هم توزیع تصادفی متغیرهای از مستقل {µ(t)} و {N(t)} فرایندهای که

کاکس ریسک فرایند یک فوق، فرایند هستند. X١, X٢, ... مستقل و

توسط و ایجادشده {Xj}j≥٠ دنباله توسط که می شود نامیده تعمیم یافته

می شود. کنترل µ(t) فرایند

آمده تعمیم یافته کاکس ریسک فرایند مجانبی ویژگی های [٢] در

است.

حق با کرامر-لاندبرگ ریسک مدل ٨

تصادفی بیمه های

انتگرالی معادله به صورت آن بقا احتمال و معرفی [٣] مقاله در مدل این

ورود اینکه بر علاوه که می شود بررسی حالتی مدل این در است. داده شده

یک از نیز بیمه ها حق ورود فرایند است، پواسون فرایند یک خسارت ها

می گیریم: نظر در را زیر سرمایه مدل می کند. پیروی پواسون فرایند

U(t) = u+

N١(t)∑
i=١

Xi −
N٢(t)∑
i=١

Yi, (٧)

آن در که

هم توزیع و مستقل نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xi} •

می دهد. نشان را بیمه ها حق اندازه که FX توزیع تابع و µ١ میانگین با

فرایند که است Λ١ شدت با همگن پواسون فرایند یک N١(t) •

است. حق بیمه ها تعداد

هستند. مستقل {Xi}i≥١ و {N١(t)}t≥٠ •

فرایند یک می شود) داده نشان S١(t) با معمولا) ∑N١(t)
i=٠ Xi•

t لحظه تا بیمه شرکت به وارده حق بیمه های کل که است مرکب پواسون

می دهد. رانشان

هم توزیع و مستقل نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Yi} •

می دهد. نشان را خسارت ها اندازه که GY توزیع تابع و µ٢ میانگین با

فرایند که است Λ٢ شدت با همگن پواسون فرایند یک N٢(t) •

است. خسارت ها تعداد

هستند. مستقل {Yi} و {N٢(t)}t≥٠ •

فرایند یک می شود) داده نشان S٢(t)با معمولا) ∑N٢(t)
i=٠ Yi•

لحظه تا بیمه شرکت به وارده خسارت های کل که است مرکب پواسون

می دهد. رانشان t



زاده١۴٢ نظری و حق گزار صمیمی بیمه ریسک مدل های در نتایجی بر مروری

می کند: صدق زیر انتگرالی معادله در (٧) مدل در بقا تابع .٨. ١ قضیۀ

(Λ١ + Λ٢)ψ̄(u) = Λ١

∫ u

٠
ψ̄(u− x)dF (x)

+ Λ٢

∫ ∞

٠
ψ̄(u+ y)dG(y).

کنید. مراجعه [٣] در ٢ صفحه به برهان.

بیمه های حق با کرامر-لاندبرگ مدل در می کنیم فرض .٨. ٢ مثال

از خسارت ها و ١
b

میانگین با نمایی توزیع از بیمه ها حق تصادفی،

توجه با ورشکستگی احتمال می کنند. پیروی ١
a

میانگین با نمایی توزیع

می باشد: زیر به صورت ٨. ١ قضیه به

ψ(u) =
(a+ b)Λ٢

(Λ١ + Λ٢)a
exp(

Λ٢b− Λ١a

Λ١ + Λ٢
)u. (٨)

کنید. مراجعه [٣] در ٣ صفحه به حل.

حق با اسپاراندرسون ریسک مدل ٩

تصادفی بیمه  های

با کلاسیک مدل تعمیم تصادفی حق بیمه های با اندرسون اسپار مدل

و خسارت ها ورود فرایند مدل، این در است. تصادفی حق بیمه های

تجدید فرایند یک از پواسون، فرایند به جای بیمه ها حق ورود فرایند

از {Yi}  دنباله ای کنید فرض کلاسیک مدل همانند می کند. پیروی

خسارت های نشان دهنده مثبت، و هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای

تصادفی متغیرهای از و  ١≤i{Xi}  دنباله ای باشد شرکت به وارده

شرکت به وارده بیمه های حق نشان دهنده مثبت، و هم توزیع و مستقل

دلخواه تجدید فرایند بیمه ها، حق ورود و خسارت ها ورود فرایند باشد.

می باشد.

عددی مثال ١٠

کلاسیک، ریسک مدل های در ورشکستگی احتمال مقایسه برای

حق بیمه های با کلاسیک کاکس، ناهمگن، پواسون اسپاراندرسون،

آورده زیر مثال های تصادفی حق بیمه های با اسپاراندرسون و تصادفی

گردند. مقایسه هم با نتایج تا می شود

پواسون اسپاراندرسون، کلاسیک، ریسک مدل های .١٠. ١ مثال

با اسپاراندرسون و تصادفی حق بیمه های با کلاسیک ناهمگن،

مدل در الف) می گیریم. نظر در زیر به صورت را تصادفی حق بیمه های

نمایی توزیع دارای متوالی خسارت دو بین زمان توزیع کلاسیک، ریسک

µ = ١ میانگین با نمایی توزیع دارای خسارت اندازه θ = ١
٢ پارامتر با

ریسک مدل در است. C = ٢ بیمه حق نرخ و u اولیه سرمایه و است

داریم: (٣) به بنا کلاسیک

ψ١(u) =
Λ

Cµ
exp−(µ− Λ

C
)u.

u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر دادن قرار و مثال مفروضات به بنا

شکل در اولیه، سرمایه ،u برحسب ورشکستگی، احتمال ،ψ١ نمودار

است. شده رسم (١٠- ١- ١)

به نسبت کرامر-لاندبرگ ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ١- ١) شکل

پارامتر با نمایی خسارت اندازه با u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه

.C = ٢،Λ = ٢ و ١

دارای متوالی خسارت دو بین زمان توزیع اندرسون، اسپار مدل در ب)

نمایی آمیخته توزیع

F (x) = ١ − ١
٣
(exp(−x) + exp(−٢x) + exp(−٣x)), (٩)

میانگین با نمایی توزیع دارای خسارت اندازه و θ = ١٨
١١ پارامتر با

داریم: (۵) معادله به بنا اندرسون، اسپار مدل برای باشد. µ = ١

MX−CT (s) = E(es(X−CT )) = E(esX)E(e−CsT )

=
١

١ − s

١
٣
(

١
١ + Cs

+
٢

٢ + Cs
+

٣
٣ + Cs

) = ١.

نتیجه در

١
١ + Cs

+
٢

٢ + Cs
+

٣
٣ + Cs

= ١)٣ − s),

به صورت سوم درجه معادله یک حاصل، کردن، ساده از پس که

ax٣ + bx٢ + cx+ d = ٠,
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است: زیر ضرایب با

a = −٣C٣,

b = ٣C٣ − ١٨C٢,

c = ١٢C٢ − ٣٣C,

d = ١١C − ١٨.

از تابعی γ می نامیم. γ را آن که دارد مثبت ریشه یک معادله این

(۴) معادله به بنا می دهیم. نشان γ = g(C) با را آن و است C

ψ٢(u) = (١ − g(C)

θ
)e−g(C)u.

است برقرار خالص سود شرط صورت این در C = ٢ می دهیم قرار

E(X − CT ) = ١ − ١١)٢
١٨

) < ٠.

مقادیر ازای به ψ٢ نمودار فوق توضیحات و مثال مفروضات به بنا حال

است. شده رسم (١٠- ١- ٢) شکل در u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢

به نسبت اسپاراندرسون ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ١- ٢) شکل

و (٩) ورودی بین توزیع با و u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه

.C = ٢ و ١ پارامتر با نمایی خسارت اندازه

را سال یک ورشکستگی احتمال ناهمگن، پواسون ریسک مدل در ج)

و u اولیه سرمایه از تابعی به عنوان نشانیده گسسته ریسک مدل برای

خسارت ها اندازه و بتا توزیع با خسارت شدت نرخ با τ اولیه زمان

ریسک مدل در حال می گیریم. نظر در µ = ١ میانگین با نمایی به طور

می گیریم نظر در بتا توزیع با را شدت تابع ناهمگن پواسون

Λ(t) = Λ٠(t− [t])(p−١)(١ − (t− [t]))q−١.

می باشد: زیر به صورت تجمعی شدت تابع

µ(t) =

∫ t

٠
Λ(v)dv =

∫ t

٠
Λ٠v

(p−١)(١ − v)q−١

= Λ٠{[t]B(p, q) +B(p, q, t− [t])},

آن در که

B(p, q) =

∫ ١

٠
v(p−١)(١ − v)q−١dv =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

و است p, q > ٠ در بتا تابع

B(p, q, t) =

∫ t

٠
v(p−١)(١ − v)q−١dv, t ∈ [٠, ١).

S١(u) < ٠ اگر می افتد اتفاق ورشکستگی دوره، سال اولین در

پارامتر با پواسون تصادفی متغیر M١ که ∑M١
i=٠ Xi > u + C یعنی

پارامتر با نمایی توزیع دارای خسارت ها می باشد. µ(١) = Λ٠B(p, q)

مجموع که حقیقت این و احتمال کلی قانون به بنا می باشد. θ = ١

دارند ارلانگ توزیع مستقل، نمایی تصادفی متغیر های

ψ[٠,t)(u) =

∞∑
n=١

µ(١)n

n!
e−µ(١)

n−١∑
k=٠

١
θ
(u+ C)k

k!
e−

١
θ
(u+C).

و E(X١) = θ = ١ و p = q = ٢ و Λ٠ = ۵٠ گرفتن نظر در با

در u برحسب ψ٣ نمودار ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر و C = ١٠

است. داده شده نشان (١٠- ١- ٣) شکل

پواسون ریسک مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ١- ٣) شکل

اندازه و ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت ناهمگن

B(٢, ٢) بتا توزیع با خسارت شدت نرخ و پارامتر١ با نمایی خسارت

. C = و١٠

زمان توزیع تصادفی، بیمه های حق با کلاسیک ریسک مدل در چ)

توزیع ، θ١ = ١
٢ پارامتر با نمایی توزیع دارای متوالی خسارت دو بین

خسارت اندازه ، θ٢ = ١
١٠ پارامتر با نمایی متوالی، بیمه حق دو بین زمان
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توزیع دارای بیمه حق اندازه و a = ١٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای

با کرامر-لاندبرگ ریسک مدل در می باشد. b = ١٠٠ پارامتر با نمایی

داریم: (۶) معادله به بنا تصادفی، بیمه های حق

ψ۴(u) =
(a+ b)Λ٢

(Λ١ + Λ٢)a
exp(

Λ٢b− Λ١a

Λ١ + Λ٢
)u.

u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر دادن قرار و مثال مفروضات به توجه با

است. شده رسم (۴ -١٠- ١) شکل در u برحسب ψ۴ نمودار

با کرامر-لاندبرگ مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(۴ -١٠- ١) شکل

،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت تصادفی بیمه های حق

توزیع و پارامتر١٠٠ با نمایی حق بیمه ها توزیع ،Λ٢ = ١٠ ،Λ١ = ٢

پارامتر١٠.  با نمایی خسارت ها

دو بین زمان توزیع تصادفی، بیمه های حق با اسپاراندرسون مدل در د)

زیر توزیعی تابع با آمیخته نمایی متوالی، بیمه حق دو و متوالی خسارت

است.

F (x) = ١ − ١
٣
(exp(−x) + exp(−٢x) + exp(−٣x)).

و a = ١٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای خسارت اندازه دیگر، طرف از

می باشد. b = ١٠٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای بیمه حق اندازه

مفروضات با تصادفی، بیمه های حق با اندرسون اسپار مدل در

برحسب ψ۵ نمودار u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر دادن قرار و مثال

است. شده رسم (۵ -١٠- ١) شکل در u

با اندرسون اسپار مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(۵ -١٠- ١) شکل

،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت تصادفی بیمه های حق

حق بیمه ها توزیع ،(٩) حق بیمه  ها و خسارت ها ورودی بین توزیع با

پارامتر١٠.  با نمایی خسارت ها توزیع و پارامتر١٠٠ با نمایی

انواع ورشکستگی احتمال مقایسه نمودار :(۶ -١٠- ١) شکل

ریسک مدل های

ریسک مدل های انواع در ورشکستگی احتمال مقایسه .١٠- ١ جدول

u ٠ ٢ ۴ ۶ ٨ ١٠ ١٢

ψ١(u) ٠٫٨٨ ٠٫۶۵ ٠٫۵۴ ٠٫٢٧ ٠٫٢۵ ٠٫١ ٠٫٠۶

ψ٢(u) ٠٫٧٩ ٠٫۴٩ ٠٫٣٢ ٠٫٢٩ ٠٫١١ ٠٫٠۶ ٠٫٠١

ψ٣(u) ٠٫٣ ٠٫١٧ ٠٫٠٩ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠۴

ψ۴(u) ١ ٠٫٠٧ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

ψ۵(u) ١ ٠٫١٧ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
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پواسون اسپاراندرسون، کلاسیک، ریسک مدل های .٨. ٢ مثال

با اسپاراندرسون مدل و تصادفی حق بیمه های با کلاسیک ناهمگن،

می گیریم. نظر در زیر به صورت را تصادفی حق بیمه های

متوالی خسارت دو بین زمان توزیع کلاسیک، ریسک مدل در الف)

توزیع دارای خسارت اندازه θ = ١ پارامتر با نمایی توزیع دارای

و u اولیه سرمایه و σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامترهای با لگ نرمال

به بنا کرامر-لاندبرگ ریسک مدل در باشد. C = ٢ حق بیمه نرخ

هستند لگ نرمال توزیع دارای خسارت ها اندازه مفروضات،

X ∼ Lognormal(m,σ٢),

fX(x) =
١

xσ
√

٢π
exp(− (ln(x)−m)٢

٢σ٢ ).

ورشکستگی احتمال نمودار u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر ازای به

است. شده رسم (١٠- ٢- ١) شکل در u اولیه سرمایه برحسب ،ψ١

به نسبت کرامر-لاندبرگ ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ٢- ١) شکل

با لگ نرمال خسارت اندازه با u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, اولیه١٢ سرمایه

.C = ٢، σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامتر های

متوالی خسارت دو بین زمان توزیع اسپاراندرسون، مدل در اگر ب)

باشد. زیر توزیع تابع با آمیخته نمایی

F (x) = ١ − ١
٣
(exp(−x) + exp(−٢x) + exp(−٣x)),

با لگ نرمال توزیع دارای خسارت اندازه و θ = ١٨
١١ پارامتر آن در که

C = ٢ حق بیمه نرخ و u اولیه سرمایه و σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامترهای

است.

-١٠) شکل در ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر ازای به ψ٢ نمودار

است. شده رسم (٢- ٢ 

به نسبت اسپاراندرسون ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ٢- ٢) شکل

با (٩) ورودی بین توزیع با و u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, اولیه١٢ سرمایه

.C = ٢، σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامتر های با لگ نرمال خسارت اندازه

یک طول در ورشکستگی احتمال ناهمگن، پواسون ریسک مدل در ج)

دارایی از تابعی به عنوان نشانیده گسسته ریسک مدل برای را سال

که می شود فرض همچنین، می گیریم. نظر در τ اولیه زمان و u اولیه

لگ نرمال توزیع از خسارت ها اندازه و بتا توزیع از خسارت شدت نرخ

بنابراین می کنند. پیروی σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ میانگین با

Λ(t) = Λ٠(t− [t])(p−١)(١ − (t− [t]))q−١,

S١(u) < ٠ اگر می افتد اتفاق ورشکستگی دوره، سال اولین در

پارامتر با پواسون تصادفی متغیر M١ که ∑M١
i=٠ Xi > u + C یعنی

با لگ نرمال توزیع دارای خسارت ها می باشد. µ(١) = Λ٠B(p, q)

کل احتمال قانون به بنا می باشد. m = ٠٫٢۵ و σ = ١ پارامتر

ψ[٠,t)(u) =

∞∑
n=١

µ(١)n

n!
e−µ(١)P (X١ +X٢ + ...+Xn > u+C).

شکل لگ نرمال تصادفی متغیرهای مجموع توزیع اینکه به توجه با

ندارد. وجود به سادگی فرمول این تحلیل محاسبه امکان ندارد، بسته ای

متغیرهای مجموع توزیع تجربی تقریب از کمیت این محاسبه برای لذا

توزیع از بار ١٠٠٠ منظور این برای شد. گرفته کمک لگ نرمال تصادفی

احتمال مقدار تجربی برآورد و انتخاب n اندازه با نمونه های لگ نرمال

شد. محاسبه آن اساس بر P (X١ + X٢ + ... + Xn > u + C)

خروجی و گردید محاسبه مختلف nهای برای احتمال تجربی مقدار

و p = q = ٢ و Λ٠ = ۵٠ آمد. دست به تقریبی به صورت حاصل

نظر در ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ مقادیر و C = ١٠ و E(X١) = ٠٫٢۵

است. شده رسم (١٠- ٢- ٣) شکل در u برحسب ψ٣ نمودار می گیریم.
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پواسون ریسک مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(١٠- ٢- ٣) شکل

اندازه با و ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت ناهمگن

شدت نرخ و σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامتر های با لگ نرمال خسارت

.C = و١٠ B(٢, ٢) بتا توزیع با خسارت

بین زمان توزیع تصادفی، حق بیمه های با کلاسیک ریسک مدل در چ)

دو بین زمان توزیع ،θ١ = ١ پارامتر با نمایی متوالی، خسارت دو

و حق بیمه اندازه و θ٢ = ١
٣٠ پارامتر با نمایی متوالی، نمایی حق بیمه

و m = ٠٫٢۵ پارامترهای با لگ نرمال توزیع دارای خسارت اندازه

با کلاسیک ریسک مدل ورشکستگی احتمال نمودار می باشد. σ = ١

رسم (۴ -١٠- ٢) شکل u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ تصادفی، حق بیمه های

است. شده

با کرامر-لاندبرگ مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(۴ -١٠- ٢) شکل

،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت تصادفی حق بیمه های

با لگ نرمال خسارت ها توزیع و حق بیمه ها توزیع ،Λ٢ = ٣٠ ،Λ١ = ١

.σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامتر های

دو بین زمان توزیع تصادفی، حق بیمه های با اسپار اندرسون مدل در د)

است. زیر شکل به آمیخته نمایی متوالی، حق بیمه دو و متوالی خسارت

F (x) = ١ − ١
٣
(exp(−x) + exp(−٢x) + exp(−٣x)).

پارامترهای با لگ نرمال دارای خسارت اندازه و حق بیمه اندازه

مدل ورشکستگی احتمال نمودار می باشد. σ = ١ و m = ٠٫٢۵

u = مقادیر ازای به تصادفی، حق بیمه های با اسپار اندرسون ریسک

است. شده رسم (۵ -١٠- ٢) شکل در ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢

با اسپاراندرسون مدل ورشکستگی احتمال نمودار :(۵ -١٠- ٢) شکل

با ،u = ٠, ٢, ۴, ۶, ٨, ١٠, ١٢ اولیه سرمایه به نسبت تصادفی حق بیمه های

توزیع و حق بیمه ها توزیع ،(٩) حق بیمه  ها و خسارت ها ورودی بین توزیع

σ = ١ ،m = ٠٫٢۵ پارامتر های با لگ نرمال خسارت ها

نتیجه گیری و بحث ١١

غیرزندگی بیمه ریسک مختلف مدل های در ورشکستگی احتمال بررسی

این در است. حوزه این متصدیان و محققین موردعلاقه مباحث از

پواسون اندرسون، اسپار کلاسیک، مثل مشهور، مدل های از برخی مقاله

با اسپاراندرسون و تصادفی بیمه های حق با کلاسیک کاکس، ناهمگن،

حالت های در مثال هایی با و معرفی شده به اختصار تصادفی بیمه های حق

مثال ها است. محاسبه شده ورشکستگی احتمال آن ها برای خاص،

کرامر-لاندبرگ کلاسیک مدل در ورشکستگی احتمال که می دهند نشان

حق  بیمه های با کرامر-لاندبرگ مدل در و بیشتر مدل ها سایر به نسبت

پیروی نمایی توزیع از خسارت ها مقدار وقتی که است، کمتر تصادفی

می کنند.
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مدل های انواع ورشکستگی احتمال مقایسه (١٠- ٢- ۶):نمودار شکل

ریسک

ریسک مدل های انواع در ورشکستگی احتمال مقایسه ١٠- ٢ جدول

u ٠ ٢ ۴ ۶ ٨ ١٠ ١٢

ψ١(u) ٠٫٨٣ ٠٫۶٣ ٠٫۵١ ٠٫۴۵ ٠٫٣١ ٠٫٢۴ ٠٫٢٠

ψ٢(u) ٠٫٩٧ ٠٫٨٩ ٠٫٨٧ ٠٫٨۴ ٠٫۶٩ ٠٫۶٨ ٠٫۶۴

ψ٣(u) ٠٫٧٧ ٠٫۶٨ ٠٫۵٨ ٠٫۴٧ ٠٫۴١ ٠٫٣٢ ٠٫٢۶

ψ۴(u) ٫٣۴ ٫٢٠ ٠٫١ ٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٠٣ ٠٫٠١

ψ۵(u) ٠٫٨٨ ٠٫٨۵ ٠٫٧۶ ٠٫۶١ ٠٫۵٣ ٠٫۴۴ ٠٫٣٨
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An Review of The Probability of Ruin of Some Non-Life Insurance Risk Models

Hossien Samimi Haghgozar1 and Anahita Nazarizadeh2

Abstract:

isk refers to conditions in which there is a possibility of deviation from a predicted result. Insurance is one method of

managing risk exposure, involving the transfer of all or part of the risk from the insured to the insurer. Insurance policies are

typically classified into two types: life insurance and non-life insurance. Based on this classification, any insurance policy

whose subject is the health of the insured person or persons is considered a life insurance policy; otherwise, it is categorized

as a non-life insurance policy. Many insurance products within the industry fall under non-life insurance. Examples of these

include fire, automobile, engineering, freight, oil, and energy insurance. Explanation and calculation of three issues in risk

models are crucial: the ruin probability, the time of ruin, and the amount of ruin. This article presents the main and well-

known results achieved thus far in the field of non-life insurance, with an emphasis on the possibility of ruin, accompanied

by various examples. We hope that this article can serve as a useful and comprehensive resource in this scientific field.

Furthermore, we hope it will inspire researchers to enhance and refine existing models, as well as develop new ones.

Keywords: Cramer-Landberg Risk Model, Sparre Anderson Risk Model, Nonhomogeneous Poisson Process, Compound

Poisson Process, Ruin Probability.
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