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پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

٢ روزگار روح اله محمودی١، امیررضا سید

١۴٠١/٠٧/٢۴ دریافت: تاریخ

١۴٠٢/٠٢/٢٢ پذیرش: تاریخ

چکیده:
حاصل برآوردهای در زیادی خطاهای و می گیرند قرار تأثیر تحت به شدت پرت داده های با مواجه در رگرسیونی برآوردیابی روش های از بسیاری

یک چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر توسعه یافته اند. توانمند برآوردگرهایی مشکل این حل برای اخیر، سال های در می     دهد. رخ آن ها از

هستند پرت داده تعدادی شامل داده ها که موقعیت هایی با مواجه در روش، این که است چگالی تابع دو بین فاصله حداقل مبنای بر برآورد روش

رگرسیون مدل  پارامترهای برآورد برای را چگالی توان واگرایی حداقل توانمند برآوردگر روش پژوهش، این در می دهد. ارائه توانمند برآوردگرهایی

طریق از را پیشنهادی برآوردگرهای عملکرد همچنین کند. تولید کارایی در نقصان کمترین با توانمند برآورد گرهای می تواند که می کنیم ارائه پواسون

داد. خواهیم قرار موردبررسی واقعی مثال ارائه

تعمیم یافته. خطی ،مدل  پواسون رگرسیون پرت، داده توانمندی، همسان ساز، پارامتر چگالی، توان واگرایی حداقل برآوردگر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

رگرسیونی تحلیل های و است داده ها توضیح و تفسیر ریاضی علم آمار

حداقل روش است. آمار علم در کاربردی ابزارهای مهم ترین از یکی

که است رگرسیون برآوردگرهای محبوب ترین از یکی (LS) ٣ مربعات

تاریخی بحث های از برخی (برای شد معرفی لژاندر و گاوس آثار در

کنید). مراجعه (١٩٨۶) استیگلر و (١٩٨١) استیگلر ،(١٩٧٢) پلاکت به

مجموع رساندن حداقل به با برازش بهینه سازی به مربوط که LS روش

است. پذیرفته شده آن محاسبه سهولت دلیل به است، باقیمانده مربعات

در هم و وابسته متغیرهای در هم پرت، مشاهدات وجود اما

زیادی تأثیر LS برآوردگرهای روی بر می تواند توضیحی، متغیرهای

داده های مورد در مقالات از وسیعی حجم گذشته قرن یک در باشد. داشته

است. ارائه شده کلاسیک آماری روش های برای آن ها خطرات و ۴ پرت

توانمند روش های مانند آماری جدید تکنیک های مشکل، این حل برای

برابر در حساسیت عدم معنای به ۵ توانمندی واقع در توسعه یافته اند.

کارهای در توانمند روش های است. واقعی مدل از انحرافات برخی

توانمندی مورد در رسمی تر نظریه های و (١٩۶٠) توکی و باکس پیرسون،

یافتند. توسعه ١٩٧٠ دهه در

نقاط شناسایی توانمند روش های هدف رگرسیون، مدل های در

داده هاست. برای برازش بهترین توصیف نهایت در و ۶ بانفوذ نقاط پرت،

مربعات حداقل پرکاربردِ روش برای جایگزین گزینه های اولین از یکی

پیشنهاد (١٨٨٧) ادوورس توسط توانمند، برآوردگر یک به عنوان ، (LS)

نوآوری شد. نامیده (LAD) ٧ مطلق انحراف حداقل برآوردگر که شد

و [١٢] (Huber(١٩٧٣)Huber(١٩٨٣)) ٨ هوبر M برآوردگرِ بعدی

بالا، بانفوذ نقاط تأثیر کردن محدود به منظور سپس بود. [١٣]

[١۴] (١٩٧۵) مالوز برآوردگرهای نام به تعمیم یافته M نوع برآوردگرهای
٩ مربع میانه حداقل روش (١٩٨۴) روسیو زمینه این در شد. پیشنهاد

کرد. پیشنهاد را (LMS)
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روزگار١٢٢ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

در تعمیم یافته خطی مدل  پارامترهای برآورد توانمند روش های

این در است. گرفته قرار پژوهشگران از برخی موردتوجه اخیر سال های

شبه-درستنمایی برآورد توانمند روش (٢٠٠١) رانچتی و کانتونی مورد

برآورد توانمند روش [١١] (٢٠٠٩) حسینیان و (HQ − LE) ١٠ هوبر

پارامترهای برآورد برای را (WMLE) ١١ وزنی درستنمایی ماکسیمم

در ازاین روش [٨] ایسایا و دوریو داده اند. ارائه تعمیم یافته خطی مدل 

حالت های از یکی کردند. استفاده خطی رگرسیون  مدل توانمند برآورد

در است. پواسون رگرسیون مدل تعمیم یافته خطی مدل های خاص

[١] (٢٠٢٠) صابر و ابونازل ، [١٠] (٢٠١٠) شن و هال زمینه این

و چن ، [٣] (٢٠٢١) همکاران و امین ، [٢] (٢٠٢٢) داوود و ابونازل ،

روش های از کردند سعی [١٧] (٢٠٠۵) تسو شان و [٧] (٢٠١٨) همکاران

کنند؛ استفاده پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برآورد برای توانمندی

برآورد در بهینه معیار تنها توانمندی که است این اهمیت حائز نکته اما

توانمندی عین در که است مناسب برآوردگری بلکه نمی باشد پارامترها

مبتنی روش با داریم سعی مقاله این در باشد. داشته نیز مناسبی کارایی

درعین حال و توانمند برآوردگرهایی چگالی، توان واگرایی حداقل بر

فواصل خانواده  کنیم. ارائه پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برای کارا

اولین برای است معروف چگالی توان واگرایی نام به که چگالی بر مبتنی

آشنایی برای شد. معرفی ١٩٩٨ سال در [۴] همکاران و باسو توسط بار

باسو کارهای به می توان چگالی بر مبتنی فواصل خانواده این با بیشتر

پارامتر به خانواده این کرد. مراجعه [۵] بران و [١۵] سیمپسون ، [۴]
١٢ کارایی بین تعادل پارامتر این که است وابسته α نامنفی و همسان ساز

مدلی مزیت و اهمیت لذا می کند. برقرار خانواده این در را توانمندی و

در اشاره شده توانمند مدل های به نسبت می شود معرفی مقاله این در که

است. توانمندی عین در مناسب کارایی بالا،

چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر روش از جامعی تعریف ادامه در

پارامترهای برآورد در ازاین روش سپس می دهیم، ارائه ١٣ (MDPDE)

روش این که می دهیم نشان و می کنیم استفاده ١۴ پواسون رگرسیون مدل

سپس است. کارایی و توانمندی جمله از مناسبی خصوصیات دارای

با پواسون رگرسیون مدل  در را پیشنهادی MDPDEهای عملکرد

نشان و کرد خواهیم بررسی واقعی داده مجموعه یک روی بر آن اعمال

پرت مشاهدات مقابل در ازاین روش حاصل برآوردهای که داد خواهیم

و نمودار چندین دارند. قبولی قابل کارایی و بوده توانمند نفوذ، دارای و

است. ارائه شده مفاهیم بهتر درک و فهم برای نیز جدول

قضایا و فرضیات تعاریف، ٢

خطی توضیحی متغیر و پاسخ متغیر بین ارتباط که می آید پیش مواردی

که است ممکن یا و نمی باشند پیوسته پاسخ متغیرهای یا و نیست

تعمیم یافته خطی مدل مواقعی چنین در نباشد. نرمال پاسخ متغیر توزیع

باشد. راهگشا مهم بسیار و کلی ابزار یک به عنوان می تواند ١۵ (GLM)

توزیعی هر با پاسخ متغیرهای تا می دهد اجازه آزمایشگر به GLM

متغیرهای از خطی ترکیب هر با را نمایی توزیع های خانواده میان از

کند. مدل سازی توضیحی

تعمیمی پیداست آن ها اسم از که همان طور تعمیم یافته خطی مدل های

پاسخ متغیر که مواقعی در خطی مدل های می باشند. خطی مدل های از

بود: خواهند زیر فرم به باشند، نرمال توزیع به نزدیک یا پیوسته (Yiها)

E(Yi) = µi = xT
i β ; Yi ∼ N(µi, σ

٢) (١)

مستقل Yi تصادفی متغیرهای آن در که بالا فرم به خطی مدل های

متغیرهای هستند. پیوسته داده های تحلیل های اکثر اساس هستند،

انتظار مورد مقادیر است ممکن مختلف، موضوعات برای Yi تصادفی

ماتریس i-ام ردیف نشان دهنده xT
i بردار باشد. داشته متفاوتی µi

است. X طرح

می دهد امکان ما به رایانه ای نرم افزار و آماری تئوری در پیشرفت ها

در خطی مدل های برای توسعه یافته روش های مشابه روش هایی از

کنیم: استفاده زیر کلی تر موقعیت های

حتی و باشند نرمال توزیع از غیر توزیعی دارای پاسخ متغیرهای -١

باشند. گروه بندی پیوسته، به جای است ممکن

در ساده خطی فرم به توضیحی متغیرهای و پاسخ متغیر بین رابطه -٢

نباشد. ١

مدل های با باشد نمایی خانواده جزء (Yi) پاسخ متغیر که مواقعی در

مستقیم رابطه توضیحی و پاسخ متغیر بین که داریم سروکار غیرخطی

میانگین روی g مانند پیوندی تابع اعمال از پس بلکه ندارد. وجود خطی

می آید: دست به زیر به صورت خطی رابطه پاسخ، متغیر

g(µi) = xT
i β
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است. ساده ریاضی تابع یک که می  شود نامیده پیوند تابع ،g تابع

تعمیم یافته خطی مدل های ٢. ١

(١٩٧٢) ودربورن و نلدر توسط آماری روش های از بسیاری وحدت

این شد. داده نشان تعمیم یافته خطی مدل یک ایده از استفاده با

Y١, . . . , YN مستقل تصادفی متغیرهای از مجموعه ای اساس بر مدل

است. نمایی توزیع های خانواده عضو ها Yi از هرکدام که تعریف شده

است: زیر به صورت مدل ویژگی های

بستگی θi پارامتر به تنها و بوده کانونی فرم به ها Yi از هرکدام ١-توزیع

دارد،بنابراین

f(yi; θi) = exp[yibi(θi) + ci(θi) + di(yi)].

از توأم احتمال چگالی تابع و بوده یکسان ها Yi تمام ٢-توزیع

است زیر به صورت Y١, . . . , YN

f(y١, . . . , yN ; θ١, . . . , θN ) =

N∏
i=١

exp[yib(θi) + c(θi) + d(yi)]

= exp

[
N∑
i=١

yib(θi) +

N∑
i=١

c(θi) +

N∑
i=١

d(yi)

]
(٢)

یک برای است. θi از تابعی µi ،به طوری که E(Yi) = µi کنید فرض

دارد وجود زیر مانند µi از تبدیلی تعمیم یافته خطی مدل

g(µi) = xT
i β.

داریم: i = ١, . . . , N برای رابطه این در

است. پذیر دیفرانسیل و یکنوا تابع یک g پیوند تابع الف.

است. توضیحی متغیرهای از p× ١ بردار یک xi بردار ب.

ماتریس از ام i ردیف xT
i بردار پارامترهاست. از p × ١ بردار β ج.

است. X طرح

دارند. نمایی خانواده از یکسانی توزیع Y١, . . . , YN پاسخ متغیرهای د.

گوناگون چگالی های انتخاب با (GLM) تعمیم یافته خطی مدل های در

مدل های ، g گوناگونِ پیوندهای تابع و f به جای نمایی خانواده از

نرمال چگالی f اگر به عنوان مثال . می آید دست به متفاوتی رگرسیون

مدل به تعمیم یافته خطی مدل ، شوند انتخاب همانی پیوند تابع g و

پواسون چگالی f اگر یا و می یابد تنزل معمولی نرمال خطی رگرسیون

حالت ، شوند انتخاب g(µ) = log(µ) لگاریتمی پیوند تابع g و

شمارش پذیر داده های مدل سازی در که می آید دست به پواسون رگرسیون

١۶ لجیت پیوند تابع و دوجمله ای چگالی f اگر می  شود. استفاده

g(µ) = Φ−١(µ) ١٧ پروبیت پیوند تابع یا g(µ) = log(µ/(١ − µ))

و لجستیک رگرسیون مدل های ترتیب به ترتیب به آنگاه شوند انتخاب

دو پاسخ متغیرهای مدل سازی برای به طوری که می کنند تولید را پروبیت

می شوند. استفاده دویی

رگرسیون تعمیم یافته خطی مدل های از پرکاربرد بسیار حالت یک

روش می دهیم. قرار موردبررسی مفصل به طور را آن که می باشد پواسون

روش تعمیم یافته خطی رگرسیون  مدل پارامترهای برآورد در معمول

می باشد؛ (LS) مربعات حداقل روش و (MLE) ماکسیمم درستنمایی

حساس داده ها مجموعه در پرت داده وجود به کلاسیک روش های این اما

پرت داده های تأثیر تحت روش ها این توسط ارائه شده برآوردهای و بوده

می گوییم اصطلاح در که می گیرند فاصله خود صحیح مقدار از به شدت

بسیار توانمند روش های ارائه بنابراین نیستند؛ توانمند روش ها این

توان واگرایی حداقل برآوردگر روش از مقاله این در دارد. ضرورت

به طور تعمیم یافته خطی مدل  پارامترهای برآورد در (MDPDE) چگالی

می کنیم. استفاده خاص به طور پواسون رگرسیون مدل و عام

چگالی توان واگرایی اندازه ٢. ٢

نظر مورد پارامتر برآورد فاصله، حداقل اساس بر استنباط در به طورکلی

و داده ها بین فاصله از مناسب اندازه یک کردن مینیمم به وسیله را خود

می آوریم. دست به (پیشنهادشده) شده فرض پارامتری مدل

اگر ([٩] باسو و گوش و [۴] همکاران) و (باسو .٢. ١ تعریف

واقعی چگالی تابع از n حجم به تصادفی نمونه ای X١, X٢, . . . , Xn

تابع با را چگالی تابع این بخواهیم و باشد ناشناخته g که باشد g

بین ١٨ (DPD) چگالی توان واگرایی اندازه آنگاه کنیم، برآورد fچگالی

به صورت می شود داده نشان dα(g, f) نماد با که f و g توزیع تابع دو

می شود. تعریف زیر

:α > ٠ حالت برای

dα(g, f) =

∫
{f ١+α(x;θ)− (

١ + α

α
)fα(x;θ)g(x)

+
١
α
g١+α(x)}d(x) (٣)

:α = ٠ حالت برای و

d٠(g, f) = lim
α→٠

dα(g, f) =

∫
g(x) log(

g(x)

fθ(x)
)d(x) (۴)

16 Logit link function
17 Probit link function
18Density Power Divergence



روزگار١٢۴ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

پارامتر به وابسته (که است مدل توزیع f و داده ها توزیع g ، عمل در

α همسان ساز پارامتر همان به تنها (تابع) اندازه این است). مجهول

عبارت این که معنا بدین است. اندازه یک dα(g, f) تابع دارد. بستگی

باشد. f ≡ g که می شود صفر زمانی و است منفی غیر همواره

همچنین کنیم. برآورد را θ پارامتری بردار بخواهیم که کنید فرض

کنید فرض

{fθ : θ ∈ Θ ⊆ Rp}

باشد g چگالی تابع با متناظر توزیع تابع G و توابع از پارامتری خانواده

اگر حال است. یکسان تکیه گاه با توزیع ها تمام کلاس G که g ∈ G و

پارامتری بردار چگالی توان واگرایی برآوردگر همان یا نظر مورد برآوردگر

داشت: خواهیم آنگاه دهیم، نشان Tα(G) به وسیله را θ

dα(g, fTα(G)) = min
θ⊆Θ

dα(g, fθ)

از آنگاه باشد، ما صحیح چگالی تابع g اگر که است این رابطه این مفهوم

توان واگرایی حداقل برآوردگر توسط ،θ به مربوط پارامتری فضای بین

چگالی تابع بین فاصله که می کنیم انتخاب را عددی بردار آن چگالی

واگرایی حداقل برآوردگر توسط شده برآورد چگالی تابع و (g) صحیح

باشد. داشته را فاصله کمترین (fTα(G)) چگالی توان

برای چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر ٢. ٣
هم توزیع و مستقل مشاهدات

زمانی چگالی، توان واگرایی حداقل برآورد محاسبه به زیر قضیه های در

می پردازیم. کنیم استفاده هم توزیع و مستقل نمونه یک از که

{fθ : چگالی توابع خانواده ( [٩] (٢٠١٣) باسو و (گوش .٢. ٢ قضیۀ

X١, . . . , Xn کنیم فرض اگر همچنین و بگیریم نظر در را θ ∈ Θ}

قبل در که صورتی به dα(g, f) و باشد G توزیع از تصادفی نمونه یک

باسو و گوش روش از استفاده با صورت این در باشد. داده ایم توضیح

از θ پارامتری بردار چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر [٩] (٢٠١٣)

می شود: حاصل زیر عبارت کردن مینیمم

Hα(θ) =
∫
f ١+α
θ (x)d(x)− (١ + ١

α
) ١

n

∑n
i=١ f

α
θ (Xi)

= ١
n

∑n
i=١ Vn,θ(Xi)

. Vn,θ(X) =
∫
f ١+α
θ (x)d(x)− (١ + ١

α
)fα

θ (X) به طوری که

آنگاه uθ(x) = ∂
∂θ

log fθ(x) اگر ( [٩] باسو و (گوش .٢. ٣ قضیۀ

توان واگرایی حداقل برآورد می توانیم مدل، مشتق پذیری شرایط تحت

رابطه از را هم توزیع و مستقل نمونه یک برای θ پارامتری بردار چگالی

کنیم: محاسبه زیر

١
n

n∑
i=١

uθ(Xi)f
α
θ (Xi) −

∫
uθ(xi)f

١+α
θ (x)d(x) = ٠.

مدل یک حقیقت در آمده، ٢. ٣ قضیه در که برآوردیابی معادله .۴ .٢ تذکر

تمامی برای که صورت این به است، درستنمایی حداکثر معادله از وزنی

به و مدل به نسبت پایین تری وزن پرت مشاهدات به معادله این α > ٠

اختصاص بالاتری وزن باشند نزدیک تر مفروض مدل به که مشاهداتی

تمام به معادله این باشد، α = ٠ که حالتی در مقابل در می دهد.

می شناسیم پرت داده به عنوان را آن ها که مشاهداتی حتی مشاهدات،

به نزدیک α انتخاب با بنابراین می دهد؛ اختصاص یک برابر وزنی

این که بگیریم یک به نزدیک را مشاهدات تمامی وزن می توانیم صفر،

حداقل روش با مقایسه در برآوردگر مجانبی کارایی بهبود باعث کار

توانمندی باشد، نزدیک تر یک به α چه هر دیگر طرف از می شود. فاصله

نکته های می کند. پیدا افزایش پرت داده های با مواجه در برآوردگر این

توسط برآوردگر توانمندی و کارایی بین توازن برقراری به دقیقاً گفته شده

دارد. اشاره α همسان ساز پارامتر

برای چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر ۴ .٢
غیرهم توزیع و مستقل مشاهدات

مستقل هم از اگرچه ما مشاهدات که می شویم رو به رو مواردی با گاهی

دارند. متفاوتی توزیع های ولی هستند

باشند Y١, . . . , Yn به صورت ما مشاهده شده داده های که کنید فرض

باشد؛ Yi ∼ gi ، i = ١, . . . , n هر برای اما بوده مستقل هم از که

به صورت جداگانه چگالی توابع به متعلق ، Yi نقاط از یک هر یعنی

i = و fi مدل از gi هر پیش بینی برای بنابراین است؛ g١, . . . , gn

Fi,θ = fi(.;θ) | θ ∈ Θ, i = چگالی توابع خانواده به متعلق ١, . . . , n

توزیع های است ممکن اگرچه توابع این می کنیم. استفاده ١, ٢, . . . , n

مشترک θ پارامتری بردار در آن ها همگی ولی باشند داشته متفاوتی

به از استفاده با θ پارامتری بردار کردن برآورد ما اصلی هدف هستند.

گرفته شده نظر در مدل و داده ها بین چگالی توان اختلاف رساندن حداقل

است.
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غیرهم توزیع و مستقل مشاهدات وقتی باسو روش ١ .۴ .٢

باشند

متفاوت نقطه هر برای gi واقعی توزیع و fi مدل چگالی حالت این در

داده ها بین اختلاف باید ما نظر مورد پارامتر برآورد برای بنابراین است،

کنیم سعی سپس و کرده محاسبه نقطه هر برای جداگانه به طور را مدل و

فاصله اگر به عبارت دیگر کنیم. مینیمم را فواصل این تمامی میانگین

دهیم نشان dα(gi, fi(y;θ)) با را fi مدل و gi واقعی چگالی بین

داریم:

dα(gi, fi(y;θ)) =

∫
{f ١+α

i (y;θ)−(١+ ١
α
)fα

i (y;θ)gi+
١
α
g١+α
i

سازی مینیمم فرایند در و بوده θ پارامتر از مستقل سومی عبارت که

در است، ناشناخته gi واقعی چگالی موارد بیشتر در چون ندارد. تأثیری

را dα(ĝi, fi(.;θ)) اگر می کنیم. استفاده آن برآورد از خود محاسبات

می توانیم کنیم، تعریف fi مدل چگالی و ĝi اُمین i بین فاصله به عنوان

به با i = ١, . . . , n ازای به بالا فواصل تمام رساندن حداقل به برای

رساندن حداقل

١
n

n∑
i=١

dα(ĝi, fi(.;θ)),θ ∈ Θ

معمولا داده ها واقعی چگالی کردن برآورد برای اما برسیم؛ خود هدف به

احتمال نقطه هر به تجربی چگالی در می کنیم. استفاده تجربی چگالی از

واقعی چگالی تابع هر از حالت این در چون و می شود داده اختصاص ١
n

ممکن تخمین بهترین بنابراین داریم دسترس در Yi نقطه یک تنها ، gi
داریم: و است Yi نقطه در شده تباهیده توزیع gi چگالی

dα(ĝi, fi(.;θ)) =
∫
fi(y;θ)

١+αdy

−(١ + ١
α
)fi(Yi;θ)

α + K (۵)

برآورد برای بنابراین است؛ θ پارامتر از مستقل و ثابت یک K که

باسو روش به چگالی توان واگرایی حداقل روش از θ پارامتر کردن

حداقل به را زیر هدف تابع باید غیرهم توزیع و مستقل مشاهدات برای

برسانیم.

Hn(θ) = ١
n

∑n
i=١ {

∫
fi(y;θ)

١+αdy − (١ + ١
α
)fi(Yi;θ)

α}

= ١
n

∑n
i=١ Vi(Yi;θ) (۶)

است. Vi(Yi,θ) =
∫
f ١+α
i (y;θ)dy−(١+ ١

α
)fi(Yi;θ)

α به طوری که

و مستقل تصادفی نمونه یک Y١, . . . , Yn کنیم فرض اگر .۵ .٢ نتیجه

تحت آنگاه ، i = ١, . . . , n و Yi ∼ gi به طوری که باشد غیرهم توزیع

پارامتر چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر مدل، مشتق پذیری شرایط

کرد: محاسبه زیر عبارت از می توان باسو روش به را θ

n∑
i=١

{fi(Yi;θ)
αui(Yi;θ) −

∫
fi(y;θ)

١+αui(y;θ)dy} = ٠ (٧)

ui(y;θ) =
∂
∂θ

log fi(y;θ) که زمانی

θ پارامتر برآورد آوردن دست به برای بنابراین α → ٠ اگر .۶ .٢ تذکر

تابع است کافی باشند غیرهم توزیع و مستقل مشاهدات که حالتی در

کنیم: مینیمم را زیر هدف

١
n

n∑
i=١

{− ln(fi(Yi;θ))}.

ماکسیمم برآوردگر همان به دست آمده عبارت که می کنید ملاحظه

توان واگرایی حداقل برآوردگر می گیریم نتیجه بنابراین است؛ درستنمایی

درستنمایی ماکسیمم برآوردگر با معادل باشد α = ٠ که زمانی چگالی

ماکسیمم برآوردگر از ساده تعمیم یک ٧ برآوردی معادله بنابراین است؛

می باشد. درستنمایی

چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر به طورکلی .٢. ٧ تذکر

،آن غیرهمگن ولی مستقل مشاهدات برای Tα(G١, . . . , Gn)

کند صدق زیر عبارت در که است برآوردگری

١
n

n∑
i=١

dα(gi(.), fi(.;Tα(G١, . . . , Gn)))

= min
θ∈Θ

١
n

n∑
i=١

dα(gi(.), fi(.;θ)) (٨)

در θ پارامتر از مقداری آن چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر یعنی

و gi بین فواصل تمام میانگین آن ازای به که است Θ پارامتری فضای

شود. حداقل ها fi

برای چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر ۵ .٢
تعمیم یافته خطی مدل های

تعمیم یافته: خطی مدل تعریف ١ .۵ .٢

تبعیت تعمیم یافته خطی مدل از Y١, . . . , Yn مستقل متغیر n گوییم

به صورت تعمیم یافته نمایی فرم از متغیرها این چگالی تابع هرگاه می کند

کند پیروی زیر

f(yi; θi, ϕ) = exp

{
yiθi−b(θi)

a(ϕ)
+ c(yi, ϕ)

}
(٩)

مستقل متغیرهای به وابسته مکان) (پارامتر θi کانونی پارامتر وقتی که

میانگین همچنین باشد. مزاحم پارامتر به عنوان نیز ϕi و باشد Xi



روزگار١٢۶ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

g به طوری که g(µi) = ηi = xT
i β با باشد برابر µi یعنی Yi متغیرهای

مجموعه ای ما پس باشد. مشتق پذیر و یکنوا تابع یک و پیوند تابع

برای yi که داریم y١, . . . , yn هم توزیع غیر و مستقل مشاهدات از

چگالی دارای i = ١, . . . , n

fi( . ; (β, ϕ)) = f(yi ; θi , ϕ) (١٠)

بنابراین است؛ θ = (β, ϕ) پارامتری بردار برآورد ما هدف است.

در است کافی باسو روش از استفاده با و بالا مشاهدات اساس بر

پارامترهای θ بردارِ به جای و ١٠ چگالی تابع f به جای ۶ شماره رابطه

برآوردگر ، هم توزیع غیر و مستقل مشاهدات برای تا داده قرار را (β, ϕ)

غیر و مستقل مشاهدات برای ازاین رو آوریم. دست به را MDPDE

به مربوط (MDPDE) چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر ، هم توزیع

عبارت سازیِ مینیمم با (β, ϕ) پارامترهای برای تعمیم یافته خطی مدل

می آید: دست به زیر

Hn(β, ϕ) =
١
n

n∑
i=١

Vi(Yi; (β, ϕ)) (١١)

به طوری که

Vi(Yi; (β, ϕ)) =

∫
fi

١+α(y; (β, ϕ))dy − (١ +
١
α
)fi

α(Yi; (β, ϕ)).

و β پارامترهای هم زمان به طور پیشنهادی، DPD حداقل برآورد در

پارامتر دو هر به توجه با Hn(β, ϕ) رساندن حداقل به با فقط را ϕ

می کنیم. برآورد توانمند به صورت

مدل، مشتق پذیری شرایط تحت ۵ .٢ نتیجه به توجه با .٢. ٨ نتیجه

حداقل برآوردگر ، θ بردارِ به جای (β, ϕ) پارامترهای جایگذاری با

از می توان باسو روش به را ϕ و β پارامترهای چگالی توان واگرایی

آورد: دست به زیر عبارت های حل
n∑

i=١

∇Vi(Yi; (β, ϕ)) = ٠, (١٢)

یا
n∑

i=١

[∫
ui(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy

− ui(Yi; (β, ϕ))fi(Yi; (β, ϕ))
α] = ٠ (١٣)

ui(y; (β, ϕ)) = ∇ log fi(y; (β, ϕ)) به طوری که

می دهد. نشان (β, ϕ) به توجه با را مشتق ∇ که بدانیم است لازم

برای زنجیره ای قانون از استفاده با را ∇ϕ و ∇β جزئی مشتقات

می کنیم: محاسبه زیر به صورت مشتق گیری

∇β log(fi(yi; (β, ϕ))) =
(yi − µi)

V ar(Yi)g
′(µi)

xi = K١i(yi; (β, ϕ))xi,

(١۴)

∇ϕ log(fi(yi; (β, ϕ))) = − (yiθi − b(θi))

a٢(ϕ)
a′(ϕ) +

∂

∂ϕ
c(yi, ϕ)

= K٢i(yi; (β, ϕ))

(١۵)

جایگذاری با بنابراین هستند؛ نشانگر توابع K٢i و K١i به طوری که

می شوند: زیر به صورت برآوردی معادلات ١٣ رابطه ی در ١۵ و ١۴ روابط
n∑

i=١

xi

[∫
K١i(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy

− K١i(yi; (β, ϕ))fi(yi; (β, ϕ))
α] = ٠ (١۶)

n∑
i=١

[∫
K٢i(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy

− K٢i(yi; (β, ϕ))fi(yi; (β, ϕ))
α] = ٠ (١٧)

کافی کنیم، برآورد ϕ گرفتن نظر در ثابت با را β پارامتر که بخواهیم اگر

حالتی برای به علاوه شود. گرفته نظر در ١۶ برآوردی معادله فقط تا است

داریم: یعنی بود، خواهد صفر برابر ١۶ رابطه اول قسمت باشد α = ٠ ∫که
(y − µi)

V ar(y)g′(µi)
xifi(y; (β, ϕ))

١+αdy

=
xi

V ar(y)g′(µi)

[∫
(y − µi)fi(y; (β, ϕ))

١+αdy

]
=

xi

V ar(y)g′(µi)

[∫
yfi(y; (β, ϕ))dy − µi

∫
fi(y; (β, ϕ))dy

]
=

xi

V ar(y)g′(µi)
(E(Y )− µi)

=
xi

V ar(y)g′(µi)
(µi − µi) = ٠ (١٨)

ساده زیر به صورت ( ϕ گرفتن نادیده (با β برای برآوردی معادلات و

می  شود:
n∑

i=١

(Yi − µi)

V ar(Yi)g′(µi)
xi = ٠ (١٩)

با معادل باشد α = ٠ که زمانی چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر

یک ١٣ برآوردی معادله بنابراین است؛ درستنمایی ماکسیمم برآوردگر

اگر همچنین می باشد. درستنمایی ماکسیمم برآوردگر از ساده تعمیم

مکانی پارامتر از که باشد
∫
f(y; (θi, ϕ))

١+αdy به صورت f چگالی

داریم: آنگاه ، نرمال توزیع چگالی مانند است، مستقل θi∫
(yi − µi)

V ar(yi)g′(µi)
xifi(yi; (β, ϕ))

١+αdy = ٠
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می  شود: ساده زیر به صورت ١۶ برآوردی معادله بنابراین و
n∑

i=١

(Yi − µi)

V ar(Yi)g′(µi)
xifi(Yi; (β, ϕ))

α = ٠. (٢٠)

حداقل برآوردگر مجانبی ویژگی های ۶ .٢
چگالی توان واگرایی

مجانبی ویژگی های برخی دارای چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر

در که است مجانبی توانمندی و مجانبی کارایی مجانبی، توزیع مانند

حداقل برآوردگر مجانبی توأم توزیع ابتدا در می کنیم. اشاره آن ها به ادامه

معادلات حل با که (β, ϕ) پارامترهای (β̂, ϕ̂) چگالی توان واگرایی

می کنیم فرض آورد. خواهیم دست به را به دست آمده ١٧ و ١۶ برآوردی

(βg, ϕg) پارامترهای با مدل چگالی به نیز داده ها مولد واقعی توزیع که

تعریف را زیر عبارات j, k = ١, ٢ و i = ١, . . . , n برای دارد. تعلق

می کنیم:

γji = γ١+α
ji (β, ϕ) =

∫
Kji(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy,

γjki = γ١+α
jki (β, ϕ) =

∫
Kji(y; (β, ϕ))Kki(y; (β, ϕ))

fi(y; (β, ϕ))
١+αdy

به طوری که:

N ١+α
i (β, ϕ) =

∫
ui(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy =

γ١ixi

γ٢i

 ,

M ١+α
i (β, ϕ) =

∫
ui(y; (β, ϕ))ui(y; (β, ϕ))

T fi(y; (β, ϕ))
١+αdy

=

γ١١ixix
T
i γ١٢ixi

γ١٢ix
T
i γ٢٢i

 .

و Γ
(α)
j ماتریس های XT = [x١, . . . , xn] و k = ١, ٢ برای اکنون

می کنیم: تعریف زیر به صورت را Ωn و Ψn مقادیر همچنین و Γ
(α)
jk

Γ
(α)
j = Diag(γji)i=١,...,n , Γ

(α)
jk = Diag(γjki)i=١,...,n .

Ψn(β, ϕ) =
١
n

n∑
i=١

M ١+α
i (β, ϕ) (٢١)

Ωn(β, ϕ) =
١
n

n∑
i=١

[
M ٢+١α

i (β, ϕ)−N ١+α
i (β, ϕ)(N ١+α

i (β, ϕ))T
]

(٢٢)

غیر و مستقل تصادفی نمونه یک Y١, . . . , Yn کنیم فرض اگر .٢. ٩ لم

توجه ،با آنگاه i = ١, . . . , n و Yi ∼ gi به طوری که باشد هم توزیع

Ωn و Ψn مقادیر غیرهمگن و مستقل نمونه این ،برای بالا تعاریف به

می آید: دست به زیر به صورت

Ψn(β, ϕ) =
١
n

n∑
i=١

Mi
١+α(β, ϕ)

=
١
n

XTΓ١١
(α)X XTΓ١٢

(α)١

١TΓ١٢
(α)X ١TΓ٢٢

(α)١

 ; (٢٣)

Ωn(β, ϕ) =
١

n

n∑
i=١

[
Mi

٢+١α
(β, ϕ) − Ni

١+α
(β, ϕ)(Ni

١+α
(β, ϕ))

T
]

=
١
n

(
XT [Γ١١

(٢α) − (Γ١
(α))T Γ١

(α)]X XT [Γ١٢
(٢α) − Γ١

(α)Γ٢
(α)]١

١T [Γ١٢
(٢α) − Γ١

(α)Γ٢
(α)]X ١T [Γ٢٢

(٢α) − (Γ٢
(α))T Γ٢

(α)]١

)
.

(٢۴)

١T = به صورت و ١ عناصر با بعدی n بردار یک ١ اینجا در که

است. [١, . . . , ١]

با ها Ni
١+α و ها Mi

١+α جایگذاری با Ωn و Ψn مقادیر اثبات.

دست به ساده جبری محاسبات انجام و آن ها متناظر تعاریف و روابط

می آیند.

گوش در که ٧گانه مفروضات از استفاده با و بالا مقدمات به توجه با

حداقل برآوردگر مجانبی خواص به زیر در ارائه شده، [٩] (٢٠١٣) باسو

می پردازیم. غیرهمگن و مستقل مشاهدات برای چگالی توان واگرایی

توان واگرایی حداقل برآوردگر مجانبی خواص ١ .۶ .٢

غیرهم توزیع و مستقل مشاهدات برای چگالی

گفته شده، ٧ تا ١ فرض های تحت ( [٩] باسو و (گوش .٢. ١٠ قضیۀ

است: برقرار زیر نتایج

برآوردگر معادله ریشه های از θ̂n = (β̂n, ϕ̂n) سازگار دنباله یک (١

دارد. وجود (١٧ و ١۶ (روابط چگالی توان واگرایی حداقل

نرمال توزیع ، Ω− ١
٢

n Ψn[
√
n((β̂n, ϕ̂n)−(βg, ϕg))] مجانبی توزیع (٢

واریانس-کواریانس ماتریس و صفر میانگین (بردار) با بعدی (p+ ١)

به طوری که است. بعدی p+١ همانی ماتریس همان Ip+١ می باشد، Ip+١

است. Ωn = Ωn(β
g, ϕg) و Ψn = Ψn(β

g, ϕg)

ماتریس معکوس که می گیریم نتیجه چنین فوق قضیه از

واگرایی حداقل برآوردگرهای مجانبی کارایی از برآوردی Ψ−١
n ΩnΨ

−١
n

این اگرچه می دهد. ارائه را (β̂n, ϕ̂n) ها MDPDE چگالی توان

برآورد اما ، دارد داده شده xi متغیرهای و n نمونه به اندازه ،بستگی



روزگار١٢٨ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

علاوه می دهد. نشان n بزرگِ مقادیرِ برای مجانبی کارایی از معقولی

صفر به طورکلی ϕ̂n و β̂n برآوردگرهای مجانبی کواریانس ، این بر

تعمیم یافته خطی مدل های همه برای برآوردگرها این بنابراین و نیست

نیستند. مستقل مجانباً (GLMها)

برآورد در MDPDE روش اجرای ٣

برای پواسون رگرسیون مدل  ضرایب

شمارش پذیر داده های

برای خاصی توانمند روش هیچ قدیمی، آماری متون و تحقیقات در

این در بااین حال، ندارد. وجود پواسون رگرسیون پارامترهای برآورد

برآورد برای چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر توانمند روش  از بخش

روی بر بنابراین کرد؛ خواهیم استفاده پواسون رگرسیون مدل  ضرایب

متغیرهای مشاهده شده مقادیر آن در که می کنیم تمرکز پواسون رگرسیون

ابزار مفیدترین هستند. منفی غیر صحیح اعداد از مجموعه ای پاسخ

که است پواسون رگرسیون مدل شمارش پذیر، داده های برای رگرسیون

به طور پاسخ متغیرهای توضیحی، متغیرهای مقادیر به توجه با ، آن در

مقادیر به بسته توزیع این اما می کنند پیروی پواسون توزیع از مستقل

داشته متفاوتی میانگین پارامترهای است ممکن توضیحی متغیر متناظر

باشد.

نمونه مشاهدات (x١, y١), . . . , (xn, yn) کنید فرض دقیق تر، به طور

در تعمیم یافته خطی مدل یک یعنی باشد؛ پواسون رگرسیون مدل از

ها Xi و پواسون توزیع با پاسخ متغیرهای ها Yi که می گیریم نظر

مقادیر که کنید فرض همچنین هستند. توضیحی مستقل متغیرهای

پواسون، رگرسیون مدل در پس است. ثابت xi توضیحی متغیر

پواسون توزیع دارای و بوده مستقل Yi شمارش پذیر پاسخ متغیرهای

و µi = e(x
T
i β) پارامتر با

µi = E(Yi|xi) = e(x
T
i β)

از هرکدام با متناظر واریانس و میانگین و µi > ٠ به طوری که هستند.

پس است. µi مقدار با برابر و یکسان ها Yi

µi = E(Yi|xi) = e(x
T
i β) , V ar(Yi|xi) = e(x

T
i β)

، i = ١, . . . , n و i هر ازای به تعمیم یافته خطی مدل این در بنابراین

غیرهم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ها Yi یعنی .Yi ∼ PO(µi)

می باشند: زیر احتمال چگالی تابع با و

f(yi;µi) =
µyi
i e−µi

yi!
, yi = ٠, ١, ٢, ٣, . . . (٢۵)

حالت (و نمایی توزیع های خانواده فرم به می توان را چگالی تابع این

نوشت: زیر به صورت کانونی) فرم یعنی آن خاص

f(yi;µi) = exp {yi log(µi)− µi − log(yi!)} (٢۶)

تابع کانونی فرم µi = e(x
T
i β) = eηi و ηi = xT

i β نمادگذاری با

بود: خواهد زیر به صورت چگالی

f(yi; ηi) = exp {yi log(eηi)− eηi − log(yi!)}

= exp {yiηi − eηi − log(yi!)} (٢٧)

GLM از خاص مورد یک واقع در پواسون رگرسیون که می کنیم ملاحظه

b(θi) = eθi = eηi ، θi = ηi = xT
i β و ϕ = ١ معلوم شکل پارامتر با

است. a(ϕ) = ١ و c(yi) = − log(yi!) ،

مثبت حقیقی اعداد دامنه با صعودی یکنوای تابع یک g کنید فرض

تابع است، µi = e(x
T
i β) = eηi میانگین اینجا در ازآنجایی که باشد.

پارامترهای لذا می کنیم. انتخاب ” log ” طبیعی لگاریتم تابع را g پیوند

می شوند: مدل وارد زیر رابطه طریق از β ما رگرسیونی مدل

g(µi) = log(µi) = xT
i β = ηi

iاُمین به مربوط مستقل متغیرهای بردار xT
i = (xi١, . . . , xip) می دانیم

در هستند. رگرسیونی ضرایب بردار β = (β١, . . . , βp)
T و مشاهده

غیرهم توزیع و مستقل داده ها که حالتی در که دادیم نشان قبلی بخش

برآورد می توانیم باشد ثابت و معلوم ϕ پارامتر مقدار که حالتی و هستند

به زیر عبارت کردن مینیمم به وسیله را β چگالی توان واگرایی حداقل

آوریم: دست

n∑
i=١

xi

[ ∫
K١i(y;β)fi(y;β)

١+αdy − K١i(yi;β)fi(yi;β)
α

]
= ٠

(٢٨)

ازای به که است β پارامتری بردار از مقدار آن کردن پیدا ما هدف یعنی

برای واقعی چگالی های و پیشنهادشده مدل چگالی های بین فاصله آن

حداقل برآوردگر محاسبه نحوه زیر قضیه در شود. حداقل نقاط تمام

ارائه تعمیم یافته خطی رگرسیون مدل به مربوط چگالی توان واگرایی

می شود:

i = و (xi, yi) به صورت تصادفی نمونه یک کنیم فرض .٣. ١ قضیۀ

تابع اعمال از پس تعمیم یافته خطی رگرسیون مدل اگر داریم، ١, . . . , n
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به صورت را لگاریتمی پیوند

g(µi) = log(µi) = xi
Tβ, i = ١, . . . , n

پواسون توزیع دارای yi شمارش پذیر پاسخ متغیرهای که بگیریم نظر در

مربوط مستقل متغیرهای بردار xT
i و هستند µi = e(x

T
i β) پارامتر با

استفاده با آنگاه باشند. رگرسیونی ضرایب بردار β و مشاهده iاُمین به

توان واگرایی حداقل برآوردگر پواسون، توزیع شکل و بالا نمادگذاری از

α ≥ ٠ برای j = ١, . . . , p ، βj رگرسیونی ضرایب به مربوط چگالی

می آید: دست به زیر معادله کردن حل از
n∑

i=١

[
γ١i(β)− (yi − e(x

T
i β))fi(y;β)

α
]
xi = ٠ , j = ١, ..., p

(٢٩)

میانگین با پواسون توزیع احتمال چگالی تابع fi(y;β) به طوری که

و است µi = e(x
T
i β)

γ١i = γ١+α
١i (β) =

∫
K١i(y;β)fi(y;β)

١+αdy

است. آمده ١ پیوست در بالا قضیه اثبات

معادله به بالا برآوردی معادله ، α = ٠ برای خاص، به طور .٣. ٢ نتیجه

ساده زیر رابطه توسط ارائه شده MLE درستنمایی ماکسیمم برآوردی

می  شود.
n∑

i=١

(yi − e(xi
Tβ))xi = ٠ (٣٠)

γ١١i و γ١i برای ساده شده ای شکل هیچ ، α > ٠ برای بااین حال،

عددی به صورت را کمیت ها این که داریم نیاز ما بنابراین ندارد، وجود

ضرایب بردار مؤلفه های برحسب را ۴۴ برآوردی معادله سپس و محاسبه

کنیم. حل عددی به صورت β رگرسیونی

MDPDE برآوردگر مجانبی ویژگی های ٣. ١
رگرسیون مدل  پارامترهای به مربوط

پواسون

مدل تحت β پارامترهای برای MDPDE برآوردگر مجانبی ویژگی های

بررسی برای می کند. پیروی ١٠٫٢ قضیه از مستقیماً پواسون رگرسیون

می کنیم. بیان را زیر قضیه ابتدا برآوردگرها مجانبی خواص

خانواده زیرمجموعه داده ها مولد واقعی توزیع که کنیم فرض .٣. ٣ قضیۀ

تصادفی نمونه یک و gi(y) = fi(y;θ) به طوری که باشد توزیع ها مدل

داریم، i = ١, . . . , n و (xi, yi) به صورت غیرهم توزیع و مستقل

پیوند تابع اعمال از پس تعمیم یافته خطی رگرسیون مدل همچنین

به صورت را لگاریتمی

g(µi) = log(µi) = xi
Tβ, i = ١, . . . , n

توزیع دارای ، Yi ∼ PO(e(x
T
i β)) پاسخ متغیرهای که می گیریم نظر در

مستقل متغیرهای بردار xT
i و هستند µi = e(x

T
i β) پارامتر با پواسون

آنگاه باشند. رگرسیونی ضرایب بردار β و مشاهده iاُمین به مربوط

می آید: دست به زیر به صورت Ωn و Ψn ،M ١+α
i ،N ١+α

i مقادیر

N ١+α
i (β) =

∞∑
y=٠

(y − e(x
T
i β))xifi(y;β)

١+α = γ١ixi (٣١)

M ١+α
i (β) =

∞∑
y=٠

(y − e(x
T
i β))٢(xix

T
i )fi(y;β)

١+α

= γ١١i(xix
T
i ) (٣٢)

Ψn(β) =
١
n

(
XTΓ

(α)
١١ X

)
(٣٣)

Ωn(β) =
١
n

(
XT [Γ

(٢α)
١١ − (Γ

(α)
١ )٢]X

)
(٣۴)

میانگین با پواسون توزیع احتمال چگالی تابع fi(y;β) به طوری که

است. µi = e(x
T
i β)

در می توان پواسون تصادفی متغیر بودن گسسته به توجه با ∑اثبات. علامت از
∫

علامت به جای قبلی، بخش نمادگذاری های و تعاریف

سپس کرد. استفاده پواسون تصادفی متغیر مقادیر تمام روی جمع و

ui(y;β) تعریف و پواسون چگالی تابع فرم از استفاده با می توان

نهایت در و K١i(y;β) مقدار ١۴ رابطه با مطابق K١i(y;β) برحسب

آورد. دست به را M ١+α
i و N ١+α

i مقادیر ۴٠ رابطه از γ١i مقدار

آن ها متناظر تعاریف و روابط با ها N ١+α
i و ها M ١+α

i جایگذاری با

می آیند. دست به Ωn و Ψn مقادیر جبری ساده محاسبات انجام و

است به گونه ای xi روی شرایط که است این قابل توجه نکته .۴ .٣ تذکر

طیفی همچنین هستند. کران دار بزرگ نمونه های در باقیمانده مقادیر که

نقطه از دور ، (XTX) فراهم شده ی مجموع ماتریس باقیمانده های از

هستند. کران دار صفر
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مربوط MDPDE برآوردگر مجانبی توزیع  ٣. ٢
پواسون رگرسیون مدل  پارامترهای به

در که پواسون رگرسیون مدل به مربوط تنظیمات تحت .۵ .٣ قضیۀ

و گوش ٧ تا ١ فرض های تحت همچنین و شد مطرح بخش این ابتدای

می افتد: اتفاق زیر نتایج (٢٠١٣) باسو

برآوردی معادله ریشه های از β̂n = β̂
(α)

n به عنوان سازگاری بازه (١

دارد. وجود α همسان ساز پارامتر برای ٢٩ رابطه در DPD حداقل

(XT [Γ
(٢α)
١١ (βg)− (Γ

(α)
١ )٢(βg)]X)

−١
٢ (٢

(XTΓ
(α)
١١ (βg)X)(β̂n − βg)

ماتریس و صفر میانگین بردار با بعدی p نرمال مجانبی توزیع دارای

می باشد. Ip واریانس-کوواریانس

و می دهیم نشان ١٩ AV با به اختصار را βg برآوردگر مجانبی واریانس

می  شود اندازه گیری زیر به صورت

AVα(β
g) = (XTΓ

(α)
١١ (βg)X)−١(XT [Γ

(٢α)
١١ (βg)

− (Γ
(α)
١ )٢(βg)]X)(XTΓ

(α)
١١ (βg)X)−١ (٣۵)

،یعنی β برای MDPDE مختلف برآوردگرهای مجانبی کارایی

اندازه گیری فوق مجانبی واریانس اساس بر می توان ،را β̂n = β̂
(α)

n

به طور را برآوردگرها این مجانبی واریانس می توان به طوری که کرد.

یعنی: کرد، برآورد β̂n با βg جایگزینی با مداوم

ÂV α = AVα(β̂n)

چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر که است این دیگر قابل توجه نکته

اگر بنابراین است؛ درستنمایی ماکزیمم برآوردگر همان α = ٠ حالت در

دهیم، قرار صفر برابر را α مقدار مجانبی واریانس به مربوط عبارات در

می آید. دست به AV٠ یعنی MLE برآوردگر مجانبی واریانس آنگاه

MDPDE برآوردگر مجانبی نسبی  کارایی ٣. ٣
رگرسیون مدل  پارامترهای به مربوط

پواسون

می دهیم نشان ٢٠ ARE با به اختصار را برآوردگر مجانبی نسبی کارایی

چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر مجانبی کارایی ARE اینجا در که

برآوردگر که (می دانیم می آید دست به MLE برآوردگر کارایی به نسبت

است)؛ (en(Tn) = ١) کارایی میزان حداکثر دارای درستنمایی ماکزیمم

iاُم مؤلفه از مختلف MDPDEهای نسبی کارایی از برآوردی بنابراین،

آن MLE برآوردگر کارایی به توجه با β = (β١, ..., βp) پارامتری بردار

می  شود. ارائه زیر به صورت ( OLS (برآوردگر

R̂Ei,α =
ÂV

i

٠

ÂV
i

α

× ١٠٠

است واضح است. ÂV ماتریس قطریِ مؤلفه i-مین واقع در ÂV
i که

متغیرهای انتخاب و n نمونه حجم به نسبی، کارایی از بالا برآورد که

xi اگر که داد نشان می توان اما دارد؛ بستگی xi داده شده توضیحی

این نشان دهنده β̂n برآورد گر سازگاری آنگاه شود انتخاب مناسب ها

به مجانبی نسبی کارایی از سازگاری برآوردگر بالا اندازه گیری که است

باشد. محدود باید XTX به عنوان مثال، می دهد. ما

همان α = ٠ ازای به چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر .۶ .٣ تذکر

یعنی کارایی میزان بالاترین دارای که است ماکزیمم درستنمایی برآوردگر

واگرایی حداقل برآوردگر کارایی از α میزان افزایش با است. ١ مقدار

برآوردگر این توانمندی میزان هم زمان و می شود کاسته چگالی توان

دادن دست از که می  شود مشخص شبیه سازی انجام با می یابد. افزایش

بنابراین است؛ ناچیز کاملا کوچک مثبت α با MDPDE برای کارایی

حتی است. کم بسیار ،α کوچک مقادیر ازای به ARE کاهش میزان

باشد، کوچک نسبتاً ها xi اگر ،٠٫۵ به نزدیک بزرگ مثبت α برای

باشیم. داشته بالایی بسیار کارایی می توانیم

روش به واقعی داده های مدل سازی ۴

پواسون رگرسیون مدل  در MDPDE

رگرسیون مدل  در را پیشنهادی MDPDEهای عملکرد بخش، این در

خواهیم بررسی واقعی داده مجموعه یک روی بر آن اعمال با و پواسون

مقابل در روش این از حاصل برآوردهای که داد خواهیم نشان و کرد

دارند. قبولی قابل کارایی و بوده توانمند نفوذ، دارای و پرت مشاهدات
19Asymptotic Variance
20Asymptotic Relative Efficiency
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روش به صرع داده های مدل سازی ١ .۴
پواسون رگرسیون مدل  در MDPDE

تال از صرعی بیمار ۵٩ شامل داده مجموعه یک مثال این در .١ .۴ مثال

داده ها می گیریم. نظر در را (۵ بخش ،٢ (جدول [١۶] (١٩٩٠) ویل و

(١٩٨۵) همکاران و لپیک توسط انجام شده بالینی آزمایی کار یک از

با صرع به مبتلا بیماران آزمایی کار آن در به طوری که آمد. دست به

انتساب با (تسکین دهنده)» «دارونما با یا «پروگابید» صرع ضد داروی

بیماران از نیمی تقریباً واقع در گرفتند. قرار درمان تحت تصادفی

«دارونما از استفاده با و شدند انتخاب تصادفی به صورت بیمار) ٢٨)

٣١) بیماران از دیگر نیمی و گرفتند قرار درمان تحت (تسکین دهنده)»

گرفتند. قرا درمان تحت «پروگابید» صرع ضد داروی از استفاده با بیمار)

دوره چهار طول در ذکرشده صرع حملات کل تعداد مثال این در

نظر در Yi پاسخ متغیر به عنوان و می کنیم جمع باهم را بیمار هر برای

متغیر، این از حاصل مشاهدات پراکندگی نحوه به توجه با که می گیریم

بنابراین می کند؛ پیروی پواسون توزیع از Yi پاسخ متغیر که گفت می توان

مناسب توضیحی متغیرهای از مجموعه ای با را صرع داده های مجموعه

٢٠٠٩ (حسینیان می کنیم مدل سازی پواسون رگرسیون مدل طریق از

از: عبارت اند رابطه این در گرفته شده نظر در توضیحی متغیرهای .( [١١]

مضرب در سازی تصادفی از قبل هشت هفته ای پایه تشنج نرخ ) ٢١ پایه

) ٢٣ کمکی درمان و سال) ١٠ از مضربی در بیمار سن ) ٢٢ سن ،(۴

بین تعامل که کنید توجه کنترل-درمان). گروه برای باینری شاخص یک

پایه، تعداد به بسته زیرا است، مهم مثال این در پایه تشنج نرخ و درمان

مقایسه در درمان گروه برای را پایین تری یا بالاتر تشنج نرخ تعامل این

صرع صورتی در تنها دارو این واقع، در می دهد. نشان دارونما گروه با

کافی به اندازه بحرانی آستانه به توجه با پایه تعداد که می دهد کاهش را

شدند تجزیه وتحلیل [١١] (٢٠٠٩) حسینیان توسط داده ها این شود. زیاد

پیشنهادشده توانمند روش های با را ٢۴ درستنمایی ماکسیمم برآوردگر که

و مقاله همان در ( ٢۵ وزنی درستنمایی ماکسیمم او(برآوردگر خود توسط

نتایج به توجه با کرد. مقایسه [۶] (٢٠٠١) رانچتی و کانتونی روش های

آن ها p مقادیر و پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برآورد به مربوط

ارائه شده کانتونی و حسینیان توسط که صرع داده های مجموعه برای

روش های از استفاده با که گفت می توان است آمده ۴ -۶ جدول در و

٣٧ مدل در β٣ و β٢ ، β١ پارامترهای MLE و (حسینیان) WMLE

و حسینیان) (مانند توانمند روش های در تفاوت و چالش اما می مانند

خیر؟ یا می ماند مدل در نیز β۴ پارامتر آیا که است این روی بر MLE

متقابل اثر پرت، مشاهدات دلیل به که است باور این بر حسینیان

درستنمایی ماکسیمم برآوردگر اساس بر پایه تشنج نرخ و درمان بین

متقابل اثر (ضریب β۴ برای p-مقدار اندازه چون یعنی است؛ ناچیز

فرض پس است بزرگ نسبتاً MLE برآوردگر اساس بر ( Trt : Base

درحالی که نمی ماند. مدل در β۴ و نمی  شود رد ٣۶ فرض آزمون در H٠

اندازه (WMLE) حسینیان توانمندِ پیشنهادی برآوردگرهای اساس بر

فرض آزمون در H٠ فرض پس است کوچک خیلی β۴ برای p-مقدار

در β۴ پارامتر یعنی Trt : Base متقابل اثر ضریب لذا و می  شود رد ٣۶

می دهد نشان معنی دار را تعامل این حسینیان بنابراین می ماند؛ مدل

نگه مدل در را متقابل متغیر خودشان پیشنهادی روش از استفاده با و

می دارد.

داده برازش داده ها به توانمندی مدل چنانچه می گیریم نتیجه پس

بخش این در لذا شود. معنی دار β۴ پارامتر که داریم انتظار شود،

برای را توانمند چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگرهای از مقاله،

که دهیم نشان می کنیم سعی و می کنیم اعمال صرع داده های مجموعه

با که هستند توانمند کافی به اندازه نیز ما پیشنهادی برآوردگرهای آیا

متمایز Trt : Base متقابل اثر برای درستنمایی ماکسیمم برآوردگر

آیا می کند؟ عمل MLE روش از بهتر MDPDE روش آیا شوند؟

مدل در را Trt : Base متقابل اثر (WMLE)حسینیان روش مانند

می دارد؟ نگه

به عنوان می توان را فوق موردعلاقه سؤال پاسخ، کردن پیدا برای

کرد: فرمول بندی زیر فرضیه های برای آزمونی

 H٠ : β۴ = ٠

H١ : β۴ ̸= ٠
(٣۶)

به طوری که می گیریم نظر در را پواسون رگرسیون مدل داده ها برای

شاخص و (Age) سن لگاریتم ، (Base) پایه ای تشنج نرخ لگاریتم

هر در تشنج کل تعداد لگاریتم و مستقل متغیر به عنوان (Trt) باینری

متغیر به عنوان (Yi) سازی تصادفی از پس متوالی بالینی معاینه چهار
21Base
22Age
23Trt
24MLE
25WMLE



روزگار١٣٢ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

است. گرفته شده نظر در وابسته

مستقل متغیرهای =



X١ = Trt

X٢ = Base

X٣ = Age

X۴ = Trt×Base

و

وابسته متغیر = Yi

لذا می کنیم. انتخاب ” log ” طبیعی لگاریتم تابع را g پیوند تابع

مدل وارد زیر رابطه طریق از β پواسون رگرسیونی مدل پارامترهای

می شوند:

g(µi) = log(µi) = xT
i β = ηi

خواهد زیر به صورت صرع داده های برای پواسون رگرسیون مدل بنابراین

بود:

log(µ̂) = log(E(Ŷ )) = xT
i β̂ = β̂٠ + β̂١X١ + β̂٢X٢

+ β̂٣X٣ + β̂۴X۴ (٣٧)

خطاهای ، ٣٧ پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برآورد به مربوط نتایج

از استفاده با صرع داده های مجموعه برای آن ها p مقادیر و استاندارد

درستنمایی ماکسیمم برآورد روش و درستنمایی ماکسیمم برآورد روش

چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر اساس بر و ١ جدول در وزنی

ملاحظه ٢ جدول در است. ارائه شده ٢ جدول در متفاوت αهای با

برای چگالی توان واگرایی حداقل توانمندِ برآوردگر اساس بر می کنیم

کوچک خیلی β۴ برای p-مقدار اندازه α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ، α = ٠٫٣

اثر ضریب لذا و می  شود رد ٣۶ فرض آزمون در H٠ فرض پس است

روش بنابراین می ماند؛ مدل در β۴ پارامتر یعنی Trt : Base متقابل

روش از استفاده و می دهد نشان معنی دار را تعامل این MDPDE

می دارد. نگه مدل در را متقابل متغیر ما توانمند پیشنهادی

α ≥ به مربوط MDPDE برآوردگرهای که است واضح نتیجه:

به توجه با هستند. متفاوت کاملا درستنمایی ماکسیمم برآوردگر با ٠٫٣

توان واگرایی حداقل برآورد روش می گردد ملاحظه به دست آمده نتایج

α ≥ ٠٫٣ برای زیرا می باشد توانمند روش یک α ≥ ٠٫٣ برای چگالی

MDPDE برآوردگرهای برای بنابراین است. شده معنادار β۴ ضریب

واقع، در است. قابل توجه نیز پواسون رگرسیون مدل تحت متقابل اثر

در گرفته شده نظر در توانمند برآوردگرهای به شبیه کاملا برآوردگرها این

دارای دادیم، توضیح قبلا که همان طور اما هستند، (٢٠٠٩) حسینیان

ملاحظه ٢ ١و جداول در که همان طور زیرا هستند برتری مجانبی خواص

روش از شده برآورد ضرایب استاندارد انحراف به توجه با می کنید

روشی MDPDE روش α = ٠٫١ با ،MDPDE روش و حسینیان

می باشد. کاراتر

پیوست

پیشنهادی مدل ،چگالی مشاهدات از نقطه هر ازای به :١ پیوست

داریم: و است fi ≡ PO(µi) به صورت

fi ∼ PO(µi) =⇒ f(yi;µi) =
µyi
i e−µi

yi!
, yi = ٠, ١, ٢, ٣, . . .

(٣٨)

به صورت را γji مقدار j, k = ١, ٢ و i = ١, . . . , n برای ٢ بخش در

کردیم: تعریف زیر عبارت

γji = γ١+α
ji (β, ϕ) =

∫
Kji(y; (β, ϕ))fi(y; (β, ϕ))

١+αdy

(٣٩)

پس می گذاریم. کنار رابطه در را آن است ثابت و معلوم ϕ پارامتر چون

بود: خواهد زیر عبارت به صورت γ١i مقدار j = ١ برای

γ١i = γ١+α
١i (β) =

∫
K١i(y;β)fi(y;β)

١+αdy (۴٠)

می کنیم: استفاده زیر به صورت ٢٨ رابطه از قضیه اثبات جهت اکنون

n∑
i=١

xi

[ ∫
K١i(y;β)fi(y;β)

١+αdy − K١i(yi;β)fi(yi;β)
α

]
= ٠

است، ۴٠ رابطه با برابر فوق عبارت اول قسمت که می کنیم ملاحظه

داریم: فوق رابطه در γ١i مقدار جایگذاری با بنابراین

n∑
i=١

xi [ γ١i(β)− K١i(yi;β)fi(yi;β)
α] = ٠ (۴١)

می  شود: تعریف زیر به صورت K١i مقدار ١۴ رابطه به توجه با

K١i(yi;β) =
(yi − µi)

V ar(Yi)g
′(µi)

(۴٢)

طرفی از

g(µi) = log(µi) =⇒ g′(µi) =
١
µi

, V ar(Yi) = µi

می کنیم جایگذاری ۴٢ رابطه در را واریانس و میانگین مقادیر حال

K١i(yi;β) =
(yi − µi)

µi.
١
µi

= (yi − µi) = (yi − e(x
T
i β)) (۴٣)



١٣۵ -١٢١ ص ،۵۴ پیاپی شماره ،١۴٠١ زمستان و پاییز صفر، شماره صفر، سال آماری، ١٣٣اندیشه

Int. Age Base Trt Base:Trt

MLE ١٫٩٧ ٠٫٢۴ ٠٫٠٨۵ −٠٫٢۶ ٠٫٠٠٨

st.err ٠٫١٣ ٠٫٠۴ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٧٧ ٠٫٠٠۴

p-value ٢e− ١۶ ٣٫٧e− ٩ ٢e− ١۶ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٨٨

WMLE ٢٫١٣ ٠٫٠۴۴ ٠٫١٢٨ −٠٫۴٧ ٠٫٠۵۴

st.err ٠٫١٩٨ ٠٫٠۵٧ ٠٫٠١۴ ٠٫١۶ ٠٫٠٢١

p-value ١٫١e− ٢٧ ۴٫۴e− ٠١ ٩٫٢e− ٢١ ٢٫۶e− ٠٣ ١e− ٠٢

روش و (MLE) درستنمایی ماکسیمم روش از صرع داده های مجموعه برای پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برآورد :١ جدول

آن ها. p مقادیر و استاندارد خطاهای با (WMLE) وزنی درستنمایی ماکسیمم

می  شود: اثبات قضیه ۴١ رابطه در K١i(yi;β) جایگذاری با نهایت در

n∑
i=١

[
γ١i(β)− (yi − e(x

T
i β))fi(y;β)

α
]
xi = ٠ (۴۴)

دست به دنبال به که است برآوردهایی مقادیر همان ۴۴ معادله ریشه های

مدل در به کاررفته مستقل متغیرهای تعداد به بسته بودیم. آن ها آوردن

آن ها ریشه های آوردن دست به و معادله این کردن حل با (p) رگرسیون

می آید. دست به β پارامتری بردار برآورد
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روزگار١٣۴ روح اله و محمودی سیدامیررضا پواسون رگرسیون مدل در توانمند برآوردهای

α = ٠ α = ٠٫١ α = ٠٫٣ α = ٠٫۵ α = ٠٫٧ α = ١

Intercept

Estimate ١٫٩۶٨٠ ١٫٩۵٧٨ ١٫۶٣٨٩ ١٫٧٣۵٣ ١٫۶٧٧١ ١٫٨١۶٩

SE(×100) ١٣٫۵٩٢٩ ١۵٫٢۵٠٩ ١٢٫۶٨۶٩ ١٣٫٧٠٨١ ١۴٫٩١٨۵ ١٧٫٠٠۴٣

p-value < ٢e− ١۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠

Trt

Estimate −٠٫٢۵۵٣ −٠٫٢۶۵۵ −٠٫٢٢٨۶ −٠٫٣٠٨٩ −٠٫٢۴٨١ −٠٫٨٨٩۴

SE(×100) ٧٫۶۵٢۵ ٨٫۶٨١٢ ٧٫٩١٣٩ ٨٫۴۵۶۶ ٩٫١١١١ ١٠٫١٧٨٧

p-value ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠٢٧

Base

Estimate ٠٫٠٨۵۴ ٠٫٠۵۴٧ ٠٫٠٨۵٠ ٠٫١۵٢۴ ٠٫٠٨۵۶ ٠٫١۵۴٩

SE(×100) ٠٫٣۶۶۶ ٠٫۴١٠١ ٠٫٢٧٧٨ ٠٫٣٠۵۵ ٠٫٣٣۵٩ ٠٫٣٩۵٩

p-value < ٢e− ١۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠

Age

Estimate ٠٫٢۴٣۵ ٠٫٢٠۵۶ ٠٫٢۴٢٢ ٠٫١٣٨۶ ٠٫٢٣۶۴ ٠٫١٠۴۴

SE(×100) ۴٫١٢٩٧ ۴٫٧٢۴٢ ٣٫٩٣٧۴ ۴٫٢۴١۶ ۴٫۶١٣٨ ۵٫٢١١٩

p-value ٣٫٧٢e− ٠٩ ٠٫٠١٧٧ ٠٫٣٠۴۵ ٠٫٣٩٧٢ ٠٫۶٠١٧ ٠٫٢٨٧٨

Trt×Base

Estimate ٠٫٠٠٧۵ −٠٫١٠٧۶ −٠٫٠۶٧٩ −٠٫٠۶٨٩ −٠٫٠۶٨۵ ٠٫٠۶۴٠

SE(×100) ٠٫۴۴٠٩ ٠٫۴٨٩٣ ٠٫٣٢٣٠ ٠٫٣۵٣٧ ٠٫٣٨٨٨ ٠٫۴۶٠٠

p-value ٠٫٠٨٧۵ ٠٫٠٣٢٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٣٧٣

با صرع داده های مجموعه برای آن ها p مقادیر و مجانبی استاندارد خطاهای ، پواسون رگرسیون مدل پارامترهای برآورد :٢ جدول

متفاوت. های α با چگالی توان واگرایی حداقل برآوردگر از استفاده
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Robust estimations in Poisson regression model

Amirreza Mahmoodi1 and Roohollah Roozegar2

Abstract:

Many regression estimation techniques are strongly affected by outlier data and many errors occur in their estimation. In

the recent years, robust methods have been developed to solve this issue. The minimum density power divergence estimator

is an estimation method based on the minimum distance between two density functions, which provides a robust estimate in

situations where the data contain a number of outliers. In this research, we present the robust estimation method of minimum

density power divergence to estimate the parameters of the Poisson regression model, which can produce robust estimators

with the least loss in efficiency. Also, we will investigate the performance of the proposed estimators by providing a real

example.

Keywords: Generalized linear model, Minimum density power divergence estimator, Outlier data, Poisson Regression,

Robustness, Tuning parameter .
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