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چکیده:
فرض یک می باشد. تصادفی خطای عبارت روی بر مشخصی توزیع فرض به نیاز رگرسیونی مدل پارامتر های مورد در آماری استنباط برای

با گاهی آماری پژوهش های در بااین حال، کند. پیروی نرمال توزیع یک از تصادفی خطای عبارت که است این خطی رگرسیون مدل در اساسی

کرد. استفاده آن ها تحلیل برای نرمال توزیع فرض از نمی توان دیگر و می دهند، ارائه را مدی دو و چولگی آن ها توزیع که می شویم مواجه داده هایی

فزاینده ای نحو به پارامترها تعداد مدل ها این گونه در اما است. نرمال چوله مدل های از آمیخته ای به کارگیری مسئله این حل برای مرسوم رویکرد یک

در هستند. شناساناپذیری مانند مسائلی درگیر خود آمیخته مدل های بعلاوه می نماید. دشوار را داده ها به مدل ها برازش خود این که می یابد افزایش

تاکنون کنند. لحاظ بندی مدل در را داده ها بودن مدی دو و چولگی بتوانند که است، منعطفی توزیع های از استفاده مناسب یک راه حل حالت این

ساخت برای ازاین روش ها مقاله این در ایجادشده اند. نامتقارن مدی دو توزیع های چوله نرمال، توزیع توسعه مبنای بر که ارائه شده مختلفی روش های

با و استفاده شده چوله نرمال توزیع دو از آمیخته ای و چوله نرمال توزیع بر مبتنی رگرسیون مدل های به نسبت منعطف رگرسیونی مدل معرفی و

داده های مجموعه به مربوط کاربردی مثال یک در آن ها کاربست نحوه سپس می گیرد. قرار موردبررسی آن ها عملکرد شبیه سازی مثال به کارگیری

می شود. داده نشان اسب دوانی

رگرسیون. آمیخته، توزیع های تقارن، مدی، دو توزیع های چولگی ، کلیدی: واژه های

مقدمه ١

در مشاهدات توزیع بودن نرمال پایه بر رگرسیون تحلیل سنتی نظریه

می شود فرض صورت این در است، بناشده کمکی متغیر مختلف سطوح

می کند. پیروی نرمال توزیع از مدل تصادفی خطای عبارت که

نماد با که نرمال باقیمانده های با خطی رگرسیون مدل یک .١. ١ تعریف

به صورت می شود، داده نمایش N − LR

Yi = x⊤
i β + ϵi, i = ١, · · · , n (١)

xi = (١, xi١, · · · , xip)
⊤ پاسخ، متغیر Yi آن در که می شود، تعریف

β = (β◦, β١, · · · , βp)
⊤ ،(p+١)×١ بعد با مستقل متغیر مقادیر بردار

در .ϵi iid∼ N(٠, σ٢) تصادفی خطای و رگرسیونی ضرایب بردار

Yi|xi
iid∼ پاسخ متغیر نرمال، توزیع خواص به توجه با صورت این

به صورت آن چگالی تابع که N(x⊤
i β, σ

٢)

fYi(yi|xi, θ) = ϕ

(
yi − x⊤

i β

σ

)
; y ∈ R (٢)

پارامترهای بردار θ = (β⊤, σ) و استاندارد چگالی تابع ϕ آن در که

است. مدل

انحراف مشاهدات کاربردها از بسیاری در که است حالی در این

نرمال فرض پایه بر مدل سازی و دارند نرمال توزیع از زیادی

این می شود. منجر مدل پارامترهای از غیرمنطقی برآوردهای به

بودن نرمال که نمود، مرتفع داده ها تبدیل با می توان را خصوصیات

این مشکلات از برخی بااین حال می دهد. نتیجه را مشاهدات تقریبی
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بدهند. دست

بعضاً و است زمان بر مناسب تبدیل کردن پیدا وقت ها گاهی •

نشود. یافت نماید، نرمال را داده ها که تبدیلی است ممکن

که است، مناسب نظری مدل یک ارائه به نیاز عملی، دیدگاه از ازاین رو

توزیع های با نرمال توزیع کردن جایگزین کند. جلوگیری داده ها تبدیل از

باشند، داشته نیز را نامتقارن داده های بندی مدل قابلیت که مناسب تری

محققین از بسیاری توجه مورد اخیر سال های در که است راهکاری

برای را اساسی نتیجه یک [۴] آزالینی راستا، این در است. قرارگرفته

می کند. ارائه چوله- متقارن مدل های توسعه

G و باشد صفر حول متقارن چگالی تابع یک f◦ کنید فرض .١. ٢ لم

است. صفر حول متقارن آن چگالی تابع G′ به طوری که توزیع تابع یک

صورت: این در

fZ(z | α) = ٢f◦(z)G(αz) −∞ < z < ∞ (٣)

Z ∼ Sf◦(α) نماد از است. چگالی تابع یک α ∈ R هر برای

استفاده است، (٣) چگالی دارای Z که واقعیت این دادن نشان برای

شد. خواهد

نامتقارن توزیع های از گسترده ای طیف می توان ١. ٢ لم از استفاده با

است. چوله نرمال توزیع آن ها مشهورترین جمله از که کرد. تولید

به صورت آن چگالی تابع باشد، Z ∼ SN(α) اگر .١. ٣ تعریف

f(z | α) = ٢ϕ(z)Φ(αz) z ∈ R (۴)

توزیع تابع و چگالی تابع ترتیب به Φ و ϕ آن در که می باشد،

ازای به است، چولگی کنترل پارامتر α می باشند. استاندارد نرمال

می شود. تبدیل استاندارد نرمال چگالی به و متقارن توزیع α = ٠

α پارامتر مختلف مقادیر ازای به (۴) چگالی تابع است ذکر به لازم

توزیع ها از خانواده این بودن شناساپذیر نشان دهنده که می کند، تغییر

α١ ̸= α٢ به طوری که α١, α٢ ∈ R ازای به دقیق تر، بیان به است.

متغیره یک چوله نرمال توزیع می باشد. f(z | α١) ̸= f(z | α٢) آنگاه

ساخت روش یک [١٠] هنز شد. ارائه [۴] آزالینی توسط بار نخستین

گشتاورهای سپس کرد، معرفی چوله نرمال توزیع با تصادفی متغیرهای

دارد، که خوبی ویژگی های علی رغم توزیع این آورد. دست به را آن

خاص، به طور است. مواجه مشکلاتی با α شکل پارامتر تخمین در

احتمال با درستنمایی ماکسیمم برآوردگر متوسط، نمونه حجم های برای

امتیاز تابع یک از [١۶] کنید). مشاهده را [١۵]) است نامتناهی مثبت،

استفاده شکل پارامتر برآورد برای درستنمایی معادله به عنوان اصلاح شده

اصلاح شده درستنمایی ماکسیمم برآوردگر که می دهد نشان و می کند

است. متناهی همیشه

آن گشتاور مولد تابع آنگاه باشد، Z ∼ SN(α) اگر .۴ .١ تعریف

به صورت

MZ(t) = ٢ exp{ t
٢

٢
}Φ( α√

١ + α٢
t), (۵)

است.

دوم و اول گشتاور های به سادگی گشتاور مولد تابع از استفاده با

به صورت

E(Z) =
∂

∂t
MZ(t)|t=٠ ⇒ E(Z) =

√
٢
π
λ,

E(Z٢) =
∂

∂t٢ MZ(t)|t=٠ = ١ ⇒ V ar(Z) = ١ − ٢
π
λ٢,

صعودی تابعی E(Z) است. λ =
α√

١ + α
آن در که می آیند، دست به

ضرایب [۴] آزالینی است. |λ| از نزولی تابعی V ar(Z) و است λ از

به صورت ترتیب به را چوله نرمال تصادفی متغیر کشیدگی و چولگی

√
β١ =

١
٢
(۴ − π)(

E٢(Z)

V ar(Z)
)

٣
٢ ,

β٢ = ٢(π − ٣)( E٢(Z)

V ar(Z)
)٢,

مقدار که داد نشان [۴] آزالینی اساس این بر نمود. محاسبه

و (−٠/٩٩۵, ٠/٩٩۵) بازۀ در کشیدگی ضریب و چولگی ضریب

و مکان پارامتر های کردن اضافه می کند. تغییر ( −٠٫٨۶٩, ٠٫٨۶٩)

با و می کند بیشتر را آن انعطاف پذیری چوله نرمال، توزیع به مقیاس

تبدیل داشت. توزیع روی بیشتری کنترل می توان پارامترها مقدار تغییر

تصادفی متغیر می گیریم. نظر در را σ > ٠ و µ ∈ R با ،X = µ+σZ

چگالی تابع با چوله نرمال توزیع دارای X

fX(x) =
٢
σ
ϕ(

x− µ

σ
)Φ(α(

x− µ

σ
)), (۶)

می شود. معرفی SN توزیع این بر مبتنی رگرسیون مدل ادامه در

که چوله نرمال باقیمانده های  با خطی رگرسیون مدل یک .۵ .١ تعریف

به صورت می شود، داده نمایش SN − LR نماد با

Yi = x⊤
i β + ϵi, i = ١, · · · , n (٧)

xi = (١, xi١, · · · , xip)
⊤ پاسخ، متغیر Yi آن در که می شود، تعریف

β = (β◦, β١, · · · , βp)
⊤ ،(p+١)×١ بعد با مستقل متغیر مقادیر بردار

در .ϵi iid∼ SN(٠, σ, α) تصادفی خطای و رگرسیونی ضرایب بردار
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Yi|xi
iid∼ پاسخ متغیر ،SN توزیع خواص به توجه با صورت این

به صورت آن چگالی تابع که SN(x⊤
i β, σ, α)

fYi(yi|xi, θ) =
٢
σ
ϕ

(
yi − x⊤

i β

σ

)
Φ

(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
; y ∈ R

(٨)

پارامترهای بردار θ = (β⊤, σ, α) و استاندارد چگالی تابع ϕ آن در که

به صورت Yi واریانس و ریاضی امید است. مدل

E(Yi|xi) = x⊤
i β + cα

V ar(Yi|xi) = σ + (١ − c٢)α٢

c می باشد. =
√

٢/π آن در که

قرارگرفته موردمطالعه مختلفی افراد توسط رگرسیونی مدل این

،[٣] همکاران و آرلانو-واله مطالعات به می توان جمله از که است،

از که کرد، اشاره [۶] همکاران و کانچو و [١١] همکاران و لاچوس

اهمیت کرده اند. استفاده رگرسیونی مدل برازش برای چوله نرمال توزیع

استنباط مباحث از بسیاری در آن گرفتن قرار مبنا و چوله نرمال توزیع

داشتن علی رغم توزیع این که است دلیل این به مدل سازی و آماری

نرمال توزیع به زیادی شباهت نامتقارن، مشاهدات بندی مدل قابلیت

در عضو یک به عنوان بلکه حدی، توزیع یک به عنوان نه را آن و داشته

مدی تک چوله نرمال توزیع  بر مبتنی رگرسیون مدل که کنید توجه بردارد.

توزیع های با برازش نیازمند که دارند وجود داده هایی عمل در اما است،

برخوردار لازم کارایی از مدل این صورت این در هستند، دومدی نامتقارن

سال بهمن ماه در کشور دمای حداقل داده های به عنوان مثال  نیست.

شکل  بگیرید. نظر در را هواشناسی ایستگاه ٣٨١ در جمع آوری شده ١٣٩۶

به را هوا دمای حداقل هیستوگرام و ایستگاه ها جغرافیایی موقعیت ١

راست به چوله داده ها توزیع می دهد نشان هیستوگرام  می گذارد. نمایش

ارتفاع متغیر از می توان که است ذکر به لازم است. مدی دو و بوده

این رگرسیونی تحلیل در کمکی متغیر به عنوان دریا سطح از ایستگاه ها

چگونه که است این می شود مطرح که سؤالی اکنون نمود. استفاده داده ها

این ادامه نمود؟ بندی مدل را داده ها در موجود دومدی و چولگی می توان

رگرسیون مدل ،٢ بخش در است. شده سازمان دهی زیر به صورت مقاله

ادامه در می گردد. مطالعه نرمال چوله توزیع دو از برآمیخته ای مبتنی

برخی سپس می گردد، معرفی مدی دو نامتقارن توزیع های ،٣ بخش در

،۴ بخش در می گیرند. قرار موردمطالعه آن ها ویژگی های و خواص از

معرفی  چوله نرمال توزیع  مدی دو توسعه های بر مبتنی رگرسیون مدل

توسعه یافته، رگرسیونی مدل های کاربست نحوه ،۵ بخش در می شود.

داده های مجموعه تحلیل همچنین و شبیه سازی مطالعات از استفاده با

بحث به ،۶ بخش در همچنین می شود. داده نشان (horses) اسب دوانی

شد. خواهد پرداخته نتیجه گیری و

از برآمیخته ای مبتنی رگرسیونی مدل ٢

چوله نرمال توزیع دو

می توان مدی دو و چولگی مدل سازی به منظور که راهکارهایی از یکی

ادامه در که است، متناهی آمیخته مدل های به کارگیری نمود استفاده

یعنی متناهی، آمیخته توزیع های است. پرداخته شده آن ها معرفی به

مؤلفه های با توزیع چند از موزون مجموع به صورت که توزیع هایی

توزیع معمولا دارند. قرار توجه مورد بسیار می شود، نوشته ساده تر

جذابیت های دلیل به نیز و موردبررسی داده های نوع به توجه با مؤلفه ها

محدود پارامتری چگالی های تابع از خاصی کلاس های به محاسباتی

از موزونی آمیخته اساس بر متناهی آمیخته مدل به طورکلی می شوند.

به صورت دلخواه چگالی های تابع

f(y|θ,η) =
K∑

k=١

ηkfk(y|θk), (٩)

تعداد K مشاهدات، بردار y = (y١, . . . , yn)
′ آن در که می شود تعریف

به طوری که هستند، مؤلفه ها آمیزنده٣ وزن های ηkها و مؤلفه ها

∀k : ηk ≥ ٠,
∑
k

ηk = ١.

و آمیزنده وزن های بردار η = (η١, . . . , ηK)′ ،(٩) رابطه در

نمایش را چگالی ها تابع نامعلوم پارامترهای بردار θ = (θ′
١, . . . ,θ

′
K)′

θk پارامترهای با kام مؤلفه چگالی تابع fk(y|θk) همچنین می دهند.

در اما است، گرفته شده نظر در ثابت مؤلفه ها تعداد (٩) رابطه در است.

آمیزنده وزن های همراه به بایستی و است نامعلوم مؤلفه ها تعداد عمل

موجود روی داده های از مؤلفه ها، چگالی تابع در موجود پارامترهای و

آمیخته ای متناهی، آمیخته مدل از بهتر درک برای شوند. برآورد و تعیین

است. داده شده نمایش ٢ شکل در نرمال توزیع های از

3 Mixing Weights
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وزن های با نرمال توزیع دو از آمیخته چگالی تابع نمودار .٢ شکل

.٠٫٧ و ٠٫٣

متفاوت گروه های که زمانی برای آمیخته، مدل های پرکاربردترین از یکی

است چوله نرمال ها از آمیخته ای مدل باشند، چولگی دارای داده ها از

است. نرمال ها از آمیخته ای مدل به نسبت مناسب تری جایگزین که

که می کنند، معرفی چوله- متقارن مدل یک [٢] همکاران و آرلانو-واله

است. چوله نرمال توزیع های از آمیخته ای

از آمیخته ای مؤلفه ای، دو چوله نرمال متناهی آمیخته مدل .٢. ١ تعریف

به صورت متغیره یک چوله نرمال توزیع ٢

(١٠)

f(y|θ١,θ٢, η) = ηfSN (y;µ١, σ
٢
١ , α١)+(١−η)fSN (y;µ٢, σ

٢
٢ , α٢)

آن در که است

fSN (y;µk, σ
٢
k, αk) =

٢
σk

ϕ(
y − µk

σk
)Φ(αk(

y − µk

σk
)) k = ١, ٢

µk آن در که θk = (µk, σk, αk) پارامترهای با kام گروه چگالی تابع

گروه به مربوط چولگی پارامتر αk و مقیاس پارامتر σk مکان، پارامتر

Y ∼ Mix.SN(µ١, µ٢, σ١, σ٢ نماد با توزیع این هستند، kام

آمیخته ای پیرامون بیشتر مطالعه برای داده می شود. نمایش , α١, α٢, η)

[١] بهرامی و [١٢] همکاران و لین به چوله تی و چوله نرمال توزیع های از

کنید. مراجعه

زیرجوامعی از و دارد ناهمگن ساختاری جامعه هنگامی که طرفی، از

خانوارهای درآمد داده های است،(به عنوان مثال، تشکیل شده چوله

متناهی آمیخته ای می توان ،([١] بهرامی توسط تحلیل شده ایران روستایی

استفاده تصادفی خطای مدل سازی به منظور را چوله نرمال توزیع های از

از برآمیخته ای مبتنی رگرسیونی مدل از می توان حالت، این در نمود.

استفاده سنتی مدل جایگزین به عنوان تصادفی خطای برای چوله نرمال ها

کرد.

توزیع دارای مدل تصادفی خطای کنید، فرض .٢. ٢ تعریف

ϵi
iid∼ نماد با که باشد چوله نرمال توزیع دو از آمیخته ای

این در می شود، داده نمایش Mix.SN(٠, ٠, σ١, σ٢, α١, α٢, η١, η٢)

چوله نرمال توزیع از مؤلفه ای دو آمیخته توزیع دارای پاسخ متغیر صورت

به صورت

Yi|xi ∼
٢∑

j=١

ηjfSN (yi|θj(xi)) i = ١ · · ·n (١١)

رابطه در می شود. داده نمایش Mix.SN − LR نماد با که است،

xi = µj(xi) = x⊤
i βj ،θj(xi) = (µj(xi), σ

٢
j , αj) بردار (١١)

ضرایب بردار βj = (βj◦, βj١, · · · , βjp)
⊤ و (١, xi١, · · · , xip)

⊤

را آمیختگی ضرایب بردار η = (η١, η٢) و jام جامعه زیر رگرسیونی

می دهد. نشان

مشکلات و پارامترها زیاد بعد دلیل به شد بیان که همان طور اما

چالش برانگیز آن ها از استفاده مدل ها این گونه مبتلابه شناساناپذیری

جدی مشکلات [١٣] همکاران و مارین و [١۴] پیل و مک لاچان است.

اینجا در که سؤالی حال می دهند. ارائه مدل هایی چنین برآورد مورد در را

کنیم معرفی منعطفی رگرسیون مدل چگونه که است این می شود مطرح

مبتلابه مشکلات از هم و کند کنترل را بودن مدی دو و چولگی هم که

نبرد؟ رنج آمیخته مدل های

مدی دو و چولگی که زمانی رگرسیونی تحلیل برای دیگر حل یک راه

توزیع  مدی دو توسعه های از استفاده دارد، وجود هم زمان به طور

می شوند. معرفی ٣ بخش در که است چوله نرمال

مدی دو نامتقارن توزیع های معرفی ٣

بررسی مدی، دو حالت به چوله نرمال توزیع از توسعه هایی این بخش، در
انعطاف پذیر۴ چوله نرمال توزیع های از جدیدی خانواده جمله از می شود.

داده های که شد، معرفی [٧] الال-اٌلیویرو توسط که چوله نرمال ـ آلفا  بانام

کردند. معرفی زیر به صورت می دهد. پوشش را مدی دو و مدی تک

چگالی تابع دارای Z تصادفی متغیر اگر .٣. ١ تعریف

f(z;α) =
١ + (١ − αz)٢

٢ + α٢ ϕ(z) z ∈ R (١٢)

با آلفا-چوله نرمال تصادفی متغیر را Z صورت این در ،α ∈ R آن در که

مدل در می دهند. نشان Z ∼ ASN(α) به صورت و نامیده α پارامتر

توزیع مد و چولگی کنترل برای پارامتر یک از تنها چون ASN(α)

نمی رسد. نظر به کارآمد چندان می شود، استفاده
4Skew-Flexible-Normal Distributions
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و تعمیم به منجر ،[٧] الال-اٌلیویرو توسط معرفی شده توزیع های رده

آن ها به ادامه در که شد، دیگری محققان توسط توزیع ها سایر بسط

توزیع مدی دو توسعه های معرفی و ساخت در می شود. پرداخته

می کند. ایفا اساسی نقش ٣. ٢ فرع چوله نرمال،

چنان Wو G
′ ،f◦ آنکه فرض با ([۵] کاپتانو و آزالینی ) .٣. ٢ نتیجه

تصادفی متغیر های Y ∼ f◦ ، X ∼ G
′ و شد بیان ١. ٢ لم در که باشد

به صورت که ،Z تصادفی متغیر آنگاه باشند، مستقل

Z =


Y X ≤ W (Y )

−Y X > W (Y )

است. (٣) چگالی تابع دارای می شود، تعریف

عدد یک α آن در که ،W(Y)=αY دهیم قرار ،٣. ٢ فرع در اگر •

نرمال توزیع دارای Y همچنین و X ∼ N(٠, ١) و است حقیقی

صورت این در باشد، Y ∼ cδϕ(y + δ)I(y ≥ ٠) بریده شده

معرفی شده مدی دو چوله نرمال توزیع دارای Z تصادفی متغیر

است. [٩] همکاران و گومز توسط

عدد یک α آن در که ،W(Y)=αY دهیم قرار ،٣. ٢ فرع در اگر •

دو نرمال توزیع دارای Y و X ∼ N(٠, ١) و است حقیقی

Z تصادفی متغیر صورت این در باشد، Y ∼ BN(δ) مدی

الال-اٌلیویرو توسط معرفی شده مدی دو چوله نرمال توزیع دارای

است. [٨] همکاران و

بررسی و موردبحث چوله نرمال توزیع توسعه دو این به تفصیل ادامه در

می گیرد. قرار

(SFN) انعطاف پذیر چوله نرمال توزیع ٣. ١

توزیع دارای Z تصادفی متغیر ([٩] همکاران و (گومز .٣. ٣ تعریف

هرگاه می شود، نامیده δ و α پارامترهای با چوله نرمال-انعطاف پذیر

به صورت آن چگالی تابع

f(z|α, δ) = cδϕ(|z|+ δ)Φ(αz); z ∈ R (١٣)

یا

f(z|α, δ) =


cδϕ(z − δ)Φ(αz) z ≤ ٠

cδϕ(z + δ)Φ(αz) z > ٠
(١۴)

توزیع تابع و چگالی تابع نشان دهنده ترتیب به Φ و ϕ آن در که باشد،

توزیع این است. c−١
δ = (١ − Φ(δ)) و α, δ ∈ R استاندارد، نرمال

تابع است ذکر به لازم می شود. داده نمایش Z ∼ SFN(α, δ) نماد با

که می کند، تغییر δ و α پارامترهای مختلف مقادیر ازای به (١۴) چگالی

.([٩] همکاران و (گومز است توزیع این بودن شناساپذیر نشان دهنده

مختلف مقادیر ازای به SFN(α, δ) توزیع نمایش .٣. ١ شکل

.δ و α پارامترهای

مختلف مقادیر برای ،SFN(α, δ) توزیع گرافیکی نمایش ٣. ١ شکل

پارامتر α پارامتر شکل، این به توجه با می دهد. نشان را پارامترها

کمتر مقادیر ازای به که است نحوی به ساز مدی دو پارامتر δ و چولگی

زیر خواص می آورد. ارمغان به توزیع برای را بودن مدی دو صفر از

می آیند. دست به ٣. ٣ تعریف از مستقیماً

SFN(α, δ) توزیع دارای Z تصادفی متغیر کنید فرض .۴ .٣ گزارۀ

صورت این در باشد،

Z ∼ N(٠, ١) آنگاه δ = ٠ و α = ٠ اگر •

Z ∼ SN(α) آنگاه δ = ٠ اگر •

f(z|α = ٠, δ) = cδϕ(|z|+ δ)/٢ آنگاه α = ٠ اگر •

f(z|α, δ) = cδϕ(z + δ)I(z ≥ ٠) آنگاه α → +∞ اگر •

f(z|α, δ) = cδϕ(z − δ)I(z < ٠) آنگاه α → −∞ اگر •

این در ،δ < ٠ اگر است. Z ∼ SFN(α, δ) کنید فرض .۵ .٣ گزارۀ

می باشد. مدی دو چگالی تابع با تصادفی متغیر یک Z صورت

،δ < ٠ و α = ٠ اگر است. Z ∼ SFN(α, δ) کنید فرض .۶ .٣ نتیجه

است. متقارن مدی دو چگالی تابع با تصادفی متغیر یک Z آنگاه

خانواده .α, δ ∈ R با Z ∼ SFN(α, δ) کنید فرض .٣. ٧ تعریف

مقیاس و مکان پارامترهای با چوله نرمال-انعطاف پذیر توزیع های



خالدی٩۴ جعفری مجید میرزاوند، حسن مدی دو چوله داده های تحلیل برای رگرسیونی مدل های

µ ∈ R آن در که می شود، تعریف X = µ+ σZ تبدیل توزیع به صورت

به صورت X چگالی تابع .σ > ٠ و

f(x|µ, σ, α, δ) = cδ
σ
ϕ(

|x− µ|
σ

+ δ)Φ(α
x− µ

σ
) (١۵)

در که می شود داده نمایش X ∼ SFN(θ) به صورت توزیع این است.

.θ = (µ, σ, α, δ) آن

از: عبارت اند Z ∼ SFN(α, δ) برای چهارم تا اول گشتاور

E(Z) = −cδ[δΦ(−δ)− ٢λϕ(λδ)Φ(−δλ/α)] + ٢δµ◦(−δ, α, δ)

E(Z٢) = cδ[(١ + δ٢)Φ(−δ)− δϕ(δ)]

E(Z٣) = −cδ[δ(٣ + δ)Φ(−δ)− ٢λϕ(λδ){[٢ + (٣ + λ۴ − ٣λ٣)δ٢ + λ٢

α٢]Φ(−δλ/α) + [(λ٣δ/α)(٢ + ١/α٢)− ٣λδ/α]ϕ(δλ/α)}]

+ ٢δ(٣ + δ٢)µ◦(−δ, α, δ)

E(Z۴) = cδ[(٣ + ۶δ٢ + δ۴)Φ(−δ)− δ(۵ + δ٢)ϕ(δ)]

عددی به صورت باید µ◦(−δ, α, δ) و است λ =
α√

١ + α٢
آن در که

.([٩] همکاران و شود(گومز محاسبه

(BSN) مدی دو چوله نرمال توزیع ٣. ٢

پرداخته چوله نرمال توزیع از دیگری توسعه بررسی به بخش زیر این در

الال- توسط توزیع این است. ساخته شده ٣. ٢ فرع اساس بر که می شود

مدی دو نرمال توزیع ابتدا است. معرفی شده [٨] همکاران و اٌلیویرو

می شود. معرفی

چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X اگر .٣. ٨ تعریف

f(x) = x٢ϕ(x); x ∈ R (١۶)

دارای X صورت این در استاندارد، نرمال چگالی تابع ϕ آن در که باشد،

داده نشان X ∼ BN نماد با که می شود، نامیده مدی دو نرمال توزیع

.([٧] (الال-اٌلیویرو می شود

مدی دو f(x) آنگاه ،f(x) چگالی تابع با X ∼ BN اگر .٣. ٩ تذکر

f
′
(x) = xϕ(x)(٢−x٢) اینکه به توجه با می توان را موضوع این است.

بیشترین و ،x = ٠ در f(x) تابع مقدار کمترین که گرفت، نتیجه

که باشید داشته توجه است. x =
√

٢ و x = −
√

٢ در مقدار

پارامتر یک کردن اضافه با واقعیت این است، f(
√

٢) = f(−
√

٢)

یک شکل  گیری به منجر می کند، کنترل مدها در را ارتفاع که اضافی

شد. خواهد مطرح ادامه در که می شود انعطاف پذیر مدل

چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X اگر .٣. ١٠ تعریف

f(x|δ) =
(١ + δx٢

١ + δ

)
ϕ(x); x ∈ R, δ ≥ ٠ (١٧)

δ شکل پارامتر با مدی دو نرمال توزیع دارای X صورت این در باشد،

می شود. داده نشان X ∼ BN(δ) نماد با که است،

به گونه ای مستقل تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .٣. ١١ گزارۀ

W =

√
δ

١ + δ
X +

√
١

١ + δ
Y اگر ،Y ∼ N(٠, ١) و X ∼ BN که

است. W ∼ BN(δ) آنگاه

چگالی تابع دارای X تصادفی متغیر اگر .٣. ١٢ تعریف

f(x|α, δ) = ٢
(١ + δx٢

١ + δ

)
ϕ(x)Φ(αx); x ∈ R, α ∈ R, δ ≥ ٠

(١٨)

با که ،δ و α پارامتر های با مدی دو چوله نرمال توزیع دارای X آنگاه

چگالی تابع ٣. ٢ شکل می شود. داده نشان X ∼ BSN(α, δ) نماد

می دهد. نشان δ و α پارامتر های مختلف مقادیر ازای به را (١٨) معادله

توزیع مد کنترل کننده پارامتر δ و چولگی پارامتر α شکل این به توجه با

است. مدی تک توزیع δ = ٠ مقادیر ازای به که است،

مختلف مقادیر ازای به (١٨) چگالی تابع است ذکر به لازم

این بودن شناساپذیر نشان دهنده که می کند، تغییر δ و α پارامترهای

.([٩] همکاران و (گومز است توزیع

مقادیر و δ = ٣ برای BSN(α, δ) توزیع چگالی تابع .٣. ٢ شکل

.α مختلف

می باشند. برقرار زیر خواص آنگاه ،X ∼ BN(α, δ) اگر .٣. ١٣ گزارۀ

X ∼ BN(δ) آنگاه α = ٠ اگر •

X ∼ N(٠, ١) آنگاه δ = ٠ و α = ٠ اگر •

X ∼ SN(α) آنگاه δ = ٠ اگر •

X ∼ BN(α) آنگاه δ → ∞ اگر •

Z ∼ BN(δ) و W ∼ BSN(α, δ) اگر ناوردایی، خاصیت •

می باشند. توزیع هم |X| d
= |Z| آنگاه



٨٩- ١٠٣ ص ،۵٢ پیاپی شماره ،١۴٠٠ زمستان و پاییز ،٢ شماره ششم، و بیست سال آماری، ٩۵اندیشه

خانواده .α, δ ∈ R با Z ∼ BSN(α, δ) کنید فرض .١۴ .٣ تعریف

به صورت مقیاس و مکان پارامترهای با مدی دو چوله نرمال توزیع های

چگالی تابع .σ > ٠ و µ ∈ R آن در که می شود، تعریف X = µ+σZ

به صورت X

fX(x;µ, σ, α, δ) = ٢σ
٢ + δ(x− µ)٢

σ١)٣ + δ)
ϕ
(x− µ

σ

)
×

Φ
(
α
x− µ

σ

)
, x ∈ R (١٩)

در که می شود داده نمایش X ∼ BSN(θ) به صورت توزیع این است.

.θ = (µ, σ, α, δ) آن

تا اول گشتاورهای آنگاه Z ∼ BSN(α, δ) کنید فرض .١۵ .٣ تعریف

از: عبارت اند توزیع این برای چهارم

E(X) =
bλ

(١ + δ)(١ + α٢)
[(١ + ٢α)δ٢ + ٣α+ ١]

E(X٢) =
١ + ٣α
١ + α

E(X٣) =
bλ

(١ + δ)(١ + α٢(٢ [(٢ + ٨δ)α۴ + (۵ + ٢٠δ)α٢

+ ١۵δ + ٣]

E(X۴) =
٣ + ١۵δ
١ + δ

است. λ =
√

٢
π
α و b = ١/

√
(١ + α٢) آن در که

موردمطالعه مدی دو حالت به چوله نرمال توزیع توسعه های بخش این در

مدل های ساخت در توزیع ها این به کارگیری نحوه ادامه در گرفت. قرار

می شود. ارائه منعطف رگرسیونی

برای منعطف رگرسیونی مدل های ۴

دومدی نامتقارن داده های

BSN و SFN توزیع های بر مبتنی رگرسیون مدل های بخش این در

می شوند. معرفی جدید پژوهشی فعالیت یک به عنوان

SFN توزیع بر مبتنی رگرسیون مدل ١ .۴

با که SFN باقیمانده های با خطی رگرسیون مدل یک .١ .۴ تعریف

به صورت می شود، داده نمایش SFN − LR نماد

Yi = x⊤
i β + ϵi, i = ١, · · · , n (٢٠)

xi = (١, xi١, · · · , xip)
⊤ پاسخ، متغیر Yi آن در که می شود، معرفی

β = (β◦, β١, · · · , βp)
⊤ ،(p+١)×١ بعد با مستقل متغیر مقادیر بردار

در .ϵi iid∼ SFN(٠, σ, α, δ) تصادفی خطای و رگرسیونی ضرایب بردار

Yi|xi
iid∼ پاسخ متغیر ،SFN توزیع خواص به توجه با صورت این

به صورت آن چگالی تابع که SFN(x⊤
i β, σ, α, δ)

fYi(yi|xi, θ) =
cδ
σ
ϕ

(
|yi − x⊤

i β|
σ

+ δ

)
Φ

(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
(٢١)

و استاندارد نرمال توزیع تابع و چگالی تابع ترتیب به Φ و ϕ آن در که

است. مدل پارامتر های بردار θ = (β⊤, σ, α, δ)

y١, · · · , yn مشاهده شده نمونه به توجه با درستنمایی تابع لگاریتم

به صورت

l(θ) =

n∑
i=١

li(θ) = C − n

٢

(
log(

σ

cδ
) + δ٢

)
− δ

σ

n∑
i=١

|yi − x⊤
i β| −

١
٢σ٢

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢

+

n∑
i=١

log Φ
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
(٢٢)

خواهیم مدل پارامترهای بردار به نسبت l(θ) از گرفتن مشتق با است.

داشت:

∂l(θ)

∂βj
=

n∑
i=١

xij

(yi − x⊤
i β

σ٢

)
+

δ

σ

n∑
i=١

xijsign
(
yi − x⊤

i β
)

− α

σ

n∑
i=١

xijη
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
= ٠

∂l(θ)

∂σ
= − n

٢σ
+

١
σ٣

n∑
i=١

(
yi − x⊤

i β
)٢

− α

σ٢

n∑
i=١

η
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)(
yi − x⊤

i β
)
+

δ

σ٢

n∑
i=١

|yi − x⊤
i β| = ٠

∂l(θ)

∂α
=

١
σ

n∑
i=١

η
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)(
yi − x⊤

i β
)
= ٠

∂l(θ)

∂δ
=
(
cδϕ(δ)− δ

)
− ١

σ

n∑
i=١

|yi − x⊤
i β| = ٠

معادلات حل از ML برآوردگر بنابراین .η(a) = ϕ(a)/Φ(a) آن در که

قرار مورداستفاده عددی روش های می بایست که می آید، دست به بالا

گیرد.



خالدی٩۶ جعفری مجید میرزاوند، حسن مدی دو چوله داده های تحلیل برای رگرسیونی مدل های

BSN توزیع بر مبتنی رگرسیون مدل ٢ .۴

با که BSN باقیمانده های  با خطی رگرسیون مدل یک .٢ .۴ تعریف

به صورت می شود، داده نمایش BSN − LR نماد

Yi = x⊤
i β + ϵi, i = ١, · · · , n (٢٣)

xi = (١, xi١, · · · , xip)
⊤ پاسخ، متغیر Yi آن در که می شود، معرفی

β = (β◦, β١, · · · , βp)
⊤ ،(p+١)×١ بعد با مستقل متغیر مقادیر بردار

.ϵi iid∼ BSN(٠, σ, α, δ) تصادفی خطای و رگرسیونی ضرایب بردار

پاسخ متغیر ،BSN توزیع خواص به توجه با صورت این در

به صورت آن چگالی تابع که Yi|xi
iid∼ BSN(x⊤

i β, σ, α, δ)

fYi(yi|xi, θ) = ٢σ
٢ + δ(yi − x⊤

i β)
٢

σ١)٣ + δ)
ϕ

(
yi − x⊤

i β

σ

)
×

Φ

(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
; y ∈ R (٢۴)

و استاندارد نرمال توزیع تابع و چگالی تابع ترتیب به Φ و ϕ آن در که

است. مدل پارامتر های بردار θ = (β⊤, σ, δ, α)

y١, · · · , yn مشاهده شده نمونه به توجه با درستنمایی تابع لگاریتم

به صورت

l(θ) =

n∑
i=١

li(θ) = −٣n log(σ)− n log(١ + δ)

− ١
٢σ٢

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢

+

n∑
i=١

log
(
σ٢ + δ(yi − x⊤

i β
)

+

n∑
i=١

log Φ
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
خواهیم مدل پارامترهای بردار به نسبت l(θ) از گرفتن مشتق با است.

داشت:

∂l(θ)

∂βj
=

n∑
i=١

xij

(yi − x⊤
i β

σ٢

)
− ٢δxij

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

σ٢ + δ(yi − x⊤
i β)

٢

− ١
σ٢

n∑
i=١

xijη
(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
= ٠

∂l(θ)

∂σ
= −٣n

σ
+

١
σ٣

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢ + ٢σ
n∑

i=١

١
σ٢ + δ(yi − x⊤

i β)
٢

− ١
σ٢

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)η

(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
= ٠

∂l(θ)

∂δ
= − n

١ + δ
+

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢

σ٢ + δ(yi − x⊤
i β)

٢ = ٠

∂l(θ)

∂α
=

١
σ

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)η

(
α
yi − x⊤

i β

σ

)
= ٠

معادلات حل از ML برآوردگر بنابراین .η(a) = ϕ(a)/Φ(a) آن در که

می آید. دست به عددی روش به بالا

R نرم افزار در موجود optim تابع در مید نیلدر- الگوریتم از راستا این در

بدون روش های شناخته شده ترین از یکی الگوریتم این می شود. استفاده

استفاده مینیمم جستجوی برای تابع مقادیر از فقط که است، مشتق

و نقطه n + ١ از سیمپلکس یک ساخت شامل رویکرد این می کند.

با بیشتر آشنایی برای است. صحیح جهت در سیمپلکس این حرکت

کنید. مراجعه سایت این به الگوریتم این

رگرسیونی مدل های ارزیابی و کاربرد ۵

منعطف

مجموعه به مربوط کاربردی مثال و شبیه سازی از استفاده با بخش این در

رگرسیونی مدل های کاربست نحوه ،(horses) اسب دوانی داده های

می گیرد. قرار ارزیابی مورد مقاله این در معرفی شده

شبیه سازی مطالعه ١ .۵

BSN− رگرسیونی مدل های از مختصری شبیه سازی بخش، زیر این در

نمونه های در برآوردگرها رفتار بررسی برای SFN − LR و LR

الگوریتم از MLE برآوردگرهای محاسبه برای می شود. ارائه متناهی

می شود. استفاده R نرم افزار در موجود optim تابع در Nelder−Mead

رگرسیونی مدل از شبیه سازی

Yi = ٢ + ۵X١i + ٣X٢i + ϵi i = ١, · · · , n

ϵi ∼ توزیع دارای تصادفی خطای ابتدا آن در که می گیرد، صورت

است. ϵi ∼ SFN(٠, ۴, ٠٫۵,−٣) دیگر بار و BSN(٠, ۴,−٠٫۵, ٣)

جداول از که همان طور می باشد. ١٠٠٠ و ۵٠٠ ،١٠٠ نمونه ها حجم

برآوردگرهای مجانبی ویژگی های اساس بر می شود، مشاهده ٢ و ١

مقدار می شود، کمتر برآوردها اریبی مقدار نمونه حجم افزایش با MLE

ادامه در می یابد. کاهش نیز مدل AIC همچنین و برآوردگرها خطای

و SFN − LR مدل های شبیه سازی، از استفاده با بخش، زیر این

برای می گیرند. قرار مقایسه مورد Mix.SN − LR با BSN − LR

BSN − LR و SFN − LR مدل های MLE برآوردگرهای محاسبه

دو از آمیخته ای رگرسیون مدل برازش برای همچنین و optim تابع از

R نرم افزار در موجود FMsmsnReg کتابخانه از چوله نرمال توزیع

از آمیخته ای از استفاده با مدل تصادفی خطای ابتدا، می شود. استفاده

https://cran.r-project.org/web/packages/fitdistrplus/vignettes/Optimalgo.html


٨٩- ١٠٣ ص ،۵٢ پیاپی شماره ،١۴٠٠ زمستان و پاییز ،٢ شماره ششم، و بیست سال آماری، ٩٧اندیشه

نمونه ای ϵ ∼ Mix.SN(٠, ٠, ١, ١, ٠٫٢, ٠٫٢, ٠٫٣) چوله نرمال توزیع دو

رگرسیونی مدل سپس می شود، تولید ۵٠ تکرار با ١٠٠٠ حجم به تصادفی

Yi = ۴ + ٢X١i − ٢X٢i + ϵi i = ١, · · · , n

یعنی معرفی شده رگرسیونی مدل های ادامه در می شود، شبیه سازی

برازش داده ها به Mix.SN − LR با BSN − LR و SFN − LR

به صورت MSE(β̂) و Bias(β̂) ،AIC مقادیر و می شود

Bias(β̂) = (
¯̂
β)− βTrue, MSE(β̂) =

١
۵٠

۵٠∑
i=١

(β̂ − βTrue)
٢

نمودار انتها در است. ارائه شده ٣ جدول در نتایج می شود. محاسبه

رسم مختلف رگرسیونی مدل های تحت AIC مقادیر برای جعبه ای

جدول و شکل این به توجه با کنید). ملاحظه را ١ .۵ (شکل می شود

Mix.SN − LR مدل از داده ها مجموعه بااینکه می شود مشاهده ٣

مدل ها سایر به نسبت BSN − LR مدل عملکرد است، تولیدشده

و بیشتر انعطاف پذیری دلیل به می تواند امر این است. مناسب تر

مدل های به نسبت مدی دو چوله نرمال مدل های کمتر پارامترهای تعداد 

چوله نرمال باشد. توزیع دو از آمیخته ای

مختلف مدل های تحت AIC مقادیر جعبه ای نمودار .١ .۵ شکل

شبیه  سازی. تکرار ۵٠ برای

کاربردی مثال ٢ .۵

که را داده ای مجموعه انگیزشی، مثال یک به عنوان بخش زیر این در

و تجزیه نرمال رگرسیون مدل یک به وسیله (١٩٩٨) فوربز توسط قبلا

اسب دوانی داده های مجموعه گرفته می شود. نظر در است، تحلیل شده

می باشد. متوالی مسابقه ٨ در اسب هر به مربوط نتایج شامل ،(horses)

اینجا، در است. مشاهده شده بار ١٠٢ هرکدام که متغیر ١۴ شامل داده ها

تعداد شامل کمکی متغیرهای و (Position) پایان موقعیت پاسخ متغیر

(Ratio) قبلی شروع در بردها نسبت و (Starters) مسابقه اسب های

رگرسیونی مدل بنابراین، هستند.

Positioni = β٠ + β١Startersi + β٢Ratioi + ϵi

مستقل متغیر دو با خطی رگرسیون مدل ابتدا، گرفته می شود. نظر در

ادامه در داده می شود، برازش داده ها به lm دستور با OLS روش به

می شود. محاسبه مدل باقیمانده های بودن، نرمال فرض بررسی برای

چندک-چندک نمودار از شهودی به صورت فرض این بررسی برای حال

کولموگروف آزمون از دقیق تر تحلیل برای ادامه در و ،(Q − Qplot)

می شود. استفاده مدل باقیمانده های روی بر اسمیرنوف

کار به توزیع دو مقایسه به منظور Q−Qplot یا چندک-چندک نمودار

داده ها توزیع مطابقت می توان حتی نمودارهایی چنین از می شود. گرفته

بر چندک-چندک نمودار داد. قرار موردبررسی مشخص، توزیع یک با را

چندک های افقی محور در می شود. ترسیم توزیع دو چندک های اساس

دوم توزیع برای متناظر چندک های نیز عمودی محور در و اول توزیع

دکارتی مختصات صفحه یک در را مقادیر این اگر می شود. مشخص

کرده ایم. ایجاد Q−Qplot یا چندک چندک نمودار یک کنیم، ترسیم

مدل باقیمانده های به مربوط چندک-چندک نمودار .٢ .۵ شکل

.OLS

باقیمانده های روی بر کولموگروف-اسمیرنف آزمون نتایج .۴ جدول

.OLS مدل
p− value آزمون

٣٫٩٠۴e−١٢ کولموگروف-اسمیرنف

کامل به طور باقیمانده ها که می شود، مشاهده ٢ .۵ شکل به توجه با

آزمون به مربوط پی-مقدار طرفی از و نمی گیرند، قرار خط روی

توجه (با است کمتر ٠٫٠۵ معنی داری سطح از کولموگروف-اسمیرنف

بودن نرمال فرض که گرفت نتیجه می توان پس ،(٢ .۵ جدول به

باقیمانده ها هیستوگرام ادامه در نمی باشد. برقرار مدل باقیمانده های

برازش آن روی بر مقاله، این در معرفی شده توزیع های و می شود رسم

مدی تک باقیمانده ها هیستوگرام ،٢ .۵ شکل به توجه با است. شده

SFN، Mix.SN توزیع های از می توان بنابراین نمی باشد، متقارن و



خالدی٩٨ جعفری مجید میرزاوند، حسن مدی دو چوله داده های تحلیل برای رگرسیونی مدل های

خلاصه ۴ جدول در کرد. استفاده داده ها این مدل سازی برای BSN و

شده آورده مدل پارامترهای برآورد و داده ها به رگرسیونی مدل های برازش

معیار از مناسب، مدل انتخاب و سنجش شاخص یک به عنوان است.

ژاپنی دانشمند توسط AIC شاخص است. استفاده شده AIC ارزیابی

١٩٧٠ سال های در (HirotuguAkaike) آکایکه» «هیروتاگا آمار،

امروز و شد معرفی موجود، مدل های بین از مناسب مدل تشخیص برای

به درستنمایی تابع اساس بر مدل ها انتخاب در مهم ابزار یک به عنوان

می شود. گرفته کار

L̂ اگر باشد. مدل پارامترهای تعداد k آماری مدل یک در کنید فرض

معیار بگیریم، نظر در مفروض مدل تحت درستنمایی تابع ماکسیمم را

رابطه توسط AIC ارزیابی

AIC = ٢k − ٢ log L̂

اطلاع معیار برحسب مدل مناسب ترین بنابراین است. قابل محاسبه

مقدار اینکه به توجه با است.  AIC مقدار کمترین دارای آکایکه،

مدل های به نسبت BSN توزیع بر مبتنی رگرسیونی مدل برای AIC

عملکرد داده ها به برازش برای مدل این نتیجه در است، کمتر دیگر

دارد. مناسب تری

چگالی توابع برازش با همراه باقیمانده ها هیستوگرام .٣ .۵ شکل

معرفی شده. توزیع های

نتیجه گیری و بحث ۶

برای رگرسیونی تحلیل در مختلف رویکرد های بررسی به مقاله، این در

می دهند، نشان را بودن مدی دو و چولگی هم زمان به طور داده ها که حالتی

چوله نرمال توزیع های بر مبتنی رگرسیونی مدل های به ویژه شد. پرداخته

جایگزینی به عنوان می توانند مدل ها این گونه که گردید، معرفی مدی دو

شبیه سازی مطالعات از استفاده با روند. کار به آمیخته مدل های برای

شد. داده نشان مدل ها این گونه مناسب تر عملکرد کاربردی، مثال و

که داده هایی با است ممکن کاربردی مسائل از بسیاری در بااین حال

استقلال فرض نتیجه در شویم، مواجه دارند فضایی همبستگی ساختار

مدل های توسعه حالت این در نمی باشد. برقرار داده ها این برای نیز

مقاله نویسنده توجه مورد آینده کار به عنوان فضایی حالت به پیشنهادی

دارد. قرار

.BSN − LR رگرسیونی مدل از شبیه سازی نتایج :١ جدول

n = ١٠٠٠ n = ۵٠٠ n = ١٠٠

٩۵٪ اطمینان فاصله ٩۵٪ اطمینان فاصله ٩۵٪ اطمینان فاصله

بالا پایین برآورد خطای MLE برآورد بالا پایین برآورد خطای MLE برآورد بالا پایین برآورد خطای MLE پارامتر ها

٢٫۵۵٩٩ ١٫٩٠٩٩ ٠٫١۶۵٨ ٢٫٢٣۴٩ ٢٫٨۵٧۴ ١٫۶٣۵١ ٠٫٣١١٨ ٢٫٢۴۶٢ ٣٫٠۵۵٩ ٠٫٠٣٨٣ ٠٫٧۶٩٨ ١٫۵۴٧١ β٠

۵٫٢٢۵۶ ۴٫٧٧۶٨ ٠٫١١۴۵ ۵٫٠٠١٢ ۵٫٣٧٣۴ ۴٫۶٧١۶ ٠٫١٧٩٠ ۵٫٠٢٢۵ ۵٫۴۶۶۴ ٣٫٨۵٨۴ ٠٫۴١٠٢ ۴٫۶۶٢۴ β١

٣٫٢٨۴٨ ٢٫٨٣٧۵ ٠٫١١۴١ ٣٫٠۶١١ ٣٫٣۴۶١ ٢٫۶٣٧٠ ٠٫١٨٠٨ ٢٫٩٩١۵ ٣٫٧۴۴١ ٢٫١۶۶٢ ٠٫۴٠٢۵ ٢٫٩۵۵٢ β٢

۴٫٠۶٨٧ ٣٫٧۴۶٩ ٠٫٠٨٢٠ ٣٫٩٠٧٨ ۴٫۴۶١٩ ٣٫٩٠٠٧ ٠٫١۴٣١ ۴٫١٨١٣ ۴٫۶٧٩٢ ٣٫٣۵٨٧ ٠٫٣٣۶٨ ۴٫٠١٩٠ σ

٣٫۵۴٢٧ ٢٫٢۵٣۵ ٠٫١٧١۴ ٣٫٠٫١٢٣ ٣٫٨٧٩٨ ١٫۵۵٠٢ ٠٫۵٩۴٣ ٢٫٧١۵٠ ٣٫١١٢٣ ٠٫١۶٧١ ٠٫٧۵١٣ ١٫۶٣٩٧ δ

−٠٫۴٢٠٧ −٠٫۵٨٠۴ ٠٫٠۴٠٧ −٠٫۵٠٠۵ −٠٫۴۴٢١ −٠٫٧١٢٧ ٠٫٠۶٩٠ −٠٫۵٧٧۴ −٠٫١٠٠١ −٠٫٧٢۶۵ ٠٫١۵٩٨ −٠٫۴١٣٢ α

−۵٩٢۵٫٨٣٩ −٢٩٩٠٫١٧۴ −۵٩٩٫٣٨٧٢ AIC

مراجع

مدرس. تربیت دانشگاه ارشد، دوره نامه پایان متقارن، چوله توزیع های بر مبتنی متناهی آمیخته مدل های ،(١٣٩۴) م. بهرامی، [١]
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(ب) (الف)

هوا. دمای حداقل متغیر هیستوگرام (ب) و ایران در هواشناسی ایستگاه ٣٨١ مکانی موقعیت (الف) :١ شکل

.SFN − LR رگرسیونی مدل از شبیه سازی نتایج :٢ جدول

n = ١٠٠٠ n = ۵٠٠ n = ١٠٠

٩۵٪ اطمینان فاصله ٩۵٪ اطمینان فاصله ٩۵٪ اطمینان فاصله

بالا پایین برآورد خطای MLE برآورد بالا پایین برآورد خطای MLE برآورد بالا پایین برآورد خطای MLE پارامتر ها

٢٫٣٧٨١ ١٫۵١٧۴ ٠٫٢١٩۵ ١٫٩۴٧٨ ٢٫۵٣۶۶ ١٫٣٩۶٠ ٠٫٢٩٠٩ ١٫٩۶۶٣ ٢٫٧٣١۴ −٠٫١٨١۶ ٠٫٧۴٣١ ١٫٢٧۵٠ β٠

۵٫٣۵٠٧ ۴٫٨۵۶١ ٠٫١٢۶١ ۵٫١٠٣۴ ۵٫٣٠٢٨ ۴٫۶۴٩۴ ٠٫١۶۶۶ ۴٫٩٧۶١ ۶٫١١۴۶ ۴٫۵٧٩۵ ٠٫٣٩١۶ ۵٫٣۴٧٠ β١

٣٫٣١٢٠ ٢٫٨۴٨٧ ٠٫١١٨١ ٣٫٠٨٠٣ ٣٫۴٢٠١ ٢٫٧١٩٣ ٠٫١٧٨٧ ٣٫٠۶٩٧ ٣٫٢٠۴۶ ١٫۵٠٢۴ ٠٫۴٣۴٢ ٢٫٣۵٣۵ β٢

۴٫٢۴٨۶ ٣٫٨۶٣٠ ٠٫٠٩٨٣ ۴٫٠۵۵٨ ۴٫١۵٣٢ ٣٫۶٣٣٨ ٠٫١٣٢۵ ٣٫٨٩٣۵ ۴٫٨٧١١ ٣٫۵٨٨٧ ٠٫٣٢٧١ ۴٫٢٢٩٩ σ

٠٫۵۵۴٠ ٠٫۴۵٢٠ ٠٫٠٢۶٠ ٠٫۵٠٣٠ ٠٫۵٣٢٨ ٠٫٣٩٩۶ ٠٫٠٣٣٩ ٠٫۴۶۶٢ ٠٫٧۴١٣ ٠٫٣٧٧٩ ٠٫٠٩٢٧ ٠٫۵۵٩۶ α

−٢٫٨۴٢٠ −٣٫١۵٨٧ ٠٫٠٨٠٧ −٣٫٠٠٠۴ −٢٫٨٨٠۶ −٣٫٣٣٣٠ ٠٫١١۵۴ −٣٫١٠۶٨ −٢٫۴٠١٧ −٣٫٣٩٨١ ٠٫٢۵۴١ −٢٫٨٩٩٩ δ

−۶١٣٨٫٠٨٣ −٣٠۴١٫٩٨٩ −۶٠۶٫٠١٩٧ AIC

شده. شبیه سازی داده های به رگرسیونی مدل های برازش خلاصه :٣ جدول

Mix.SN − LR SFN − LR BSN − LR

MSE(β̂) Bias(β̂) MLE MSE(β̂) Bias(β̂) MLE MSE(β̂) Bias(β̂) MLE پارامتر واقعی مقدار پارامتر ها

٠٫٠٢۵٠ ٠٫١۵۶٢ ۴٫١۵۶٢ ٠٫٣٧٩۵ −٠٫٢۶٢٢ ٣٫٧٣٧٧ ١٫٧١٣٨ −١٫٢٩۴٨ ٢٫٧٠۵١ ۴ β٠

٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠٢ ١٫٩٩٩٨ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١٧ ٢٫٠٠١٧ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٢٩ ٢٫٠٠٢٩ ٢ β١

٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٢٢ −١٫٩٩٧٧ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠۵۵ −١٫٩٩۴۴ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٢٣ −١٫٩٩٧۶ −٢ β٢

٢٨۶٧٫٣۶٩ ٢٨۴٣٫٨٨١ ٢٨٣٧٫۴۵٩ AIC

[2] Arellano-Valle, R. B., Gómez, H. W., and Quintana, F. A. (2004). A New Class of Skew-Normal Distributions. Com-

munications in Statistics-Theory and Methods, 33(7), 1465–1480.

[3] Arellano-Valle, R. B., Castro, L. M., Genton, M. G., and Gómez, H. W. (2008). Bayesian Inference for Shape Mixtures

of Skewed Distributions, with Application to Regression Analysis. Bayesian Analysis, 3(3), 513-539.

[4] Azzalini, A. (1985). A Class of Distributions Which Includes the Normal Ones. Scandinavian journal of statistics, 12,

171-178.

[5] Azzalini, A., and Capitanio, A. (1999). Statistical Applications of the Multivariate Skew Normal Distribution. Journal

of the Royal Statistical Society, Series B, 61(3), 579-602.
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داده ها. به گرفته شده نظر در رگرسیونی مدل های برازش نتایج :۴ جدول

BSN − LR SFN − LR Mix.SN − LR

برآورد خطای MLE برآورد برآورد خطای MLE برآورد برآورد خطای MLE پارامتر ها

٢٫٠٧ ۵٫۶٠ ١٫٣١ ٠٫٩۶ ٠٫٠٠٩ ٢٫٠۴ β٠

٠٫١١ ٠٫٣٠ ٠٫٠٩ ٠٫۴٨ ٠٫١۵ ٠٫۵٠۴ β١

٣٫٢٢ −۶٫١٠ ٢٫٩١ −٠٫۵٢ ٠٫٢٣ −٨٫۴٣ β٢

− − − − ٣٫٩٣ ٣٫٧٠ µ١

− − − − ٢٫١٧ −٢٫۶٣ µ٢

٠٫٢٣ ٢٫٨٢ ٠٫٣٨ ٢٫٨٢ ١٫٨٠ ۶٫۵٢ σ١

− − − − ٣٫٣۴ ٩٫۵١ σ٢

٠٫١٩ −٠٫٢۶ ٠٫١٢ −٠٫٠٢ ۶٫٠٧ ٠٫٧۴ α١

− − − − ١٫١٢ −١٫٣٢ α٢

٠٫٧٢ ١٫۴٣ ٠٫٣٠ −٠٫٨۵ − − δ

− − − − ١٫٢٠ ٠٫۴١ η

۵۵٠٫٧٠٧٩ ۵۵۴٫۴٠١۶ ۵٧٨٫٢٠۵ AIC
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پیوست:

:BSN توزیع از نمونه تولید

1 BSN=function(n,alpha,lambda){

2 x1=rchisq(n,3)

3 x2=rnorm(n)

4 u=c();w=c();t=c();s=c()

5 for (i in 1:n) {

6 u[i]=sample(c(-1,1),size = 1,prob = c(1/2,1/2))

7 w[i]=sqrt(x1[i])*u[i]

8 t[i]=sqrt(alpha/(1+lambda))*w[i]+sqrt(1/(1+lambda))*x2[i]

9 s[i]=sample(c(t[i],-t[i]),size = 1,prob = c(pnorm(alpha*t[i]),1-pnorm(alpha*t[i])))

10 }

11 return(s)

12 }

:SFN توزیع از نمونه تولید

1 library(TruncatedNormal)

2 SFN=function(n,alpha,delta){

3 y1=c();w1=c() ; s1=c() ; z=c()

4 for(i in 1:n){

5 y1[i]=rtnorm(1,-delta,lb=0,ub=Inf,sd=1)

6 w1[i]=pnorm(alpha*y1[i])

7 s1[i]=sample(c(1,-1),size =1,replace = TRUE,prob = c(w1[i],1-w1[i]))

8 z[i]=s1[i]*y1[i]

9 }

10 return(z)

11 }

مدل: باقیمانده های بودن نرمال بررسی و OLS روش به رگرسیون مدل برازش

1 library(FMsmsnReg)

2 library(e1071)

3 data("horses")

4 head(horses)

5 str(horses)

6 attach(horses)

7 model.ols=lm(Position~Starters+Ratio)

8 skewness(model.ols$re)
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9 kurtosis(model.ols$re)

10 sd(model.ols$re)

11 mean(model.ols$re)

12 ##############################

13 hist(model.ols$res,breaks = 10,col=13,main= "Residuals of ols method",xlab = "Ordinary

residuals",freq = FALSE)

14 ks.test(model.ols$res,"pnorm")

15 qqnorm(model.ols$res,ylab="Residuals",xlab = "Standard Normal Quantiles")

16 qqline(model.ols$res,col=6,lwd=3)

:۴ بخش در معرفی شده رگرسیونی مدل های برازش

1 ##################### BSN-LR

2 regression.BSN=function(y,x1,x2,beta){

3 b0=beta[1]

4 b1=beta[2]

5 b2=beta[3]

6 alpha=beta[4]

7 lambda=beta[5]

8 sigma=beta[6]

9 lhod=2*(((sigma^2)+lambda*(y-b0-b1*x1-b2*x2)^2)/(sigma^3*(1+lambda)))*dnorm((y-b0-b1*x1-b2

*x2)/sigma)*pnorm(alpha*(y-b0-b1*x1-b2*x2)/sigma)

10 return(-sum(log(lhod)))

11 }

12 MLE.BSN=optim(c(3,2,-1,1,-1,2),regression.BSN,y=Position,x1=Starters,x2=Ratio,hessian =

TRUE)

13 MLE.BS=MLE.BSN$par

14 ObsInfo=MLE.BSN$hess #Observed Fisher information matrix

15 Vhat=solve(ObsInfo) #Inverse of observed Fisher information

16 Std.Errors=sqrt(diag(Vhat))

17 #Obtain the MLEs,estimated std errors, and approx Wald 95% Cis

18 Wald.table.BSN=cbind(MLE.BS,Std.Errors,LowerBound=MLE.BS-qnorm(0.975)*Std.Errors,

19 UpperBound=MLE.BS+qnorm(0.975)*Std.Errors)

20 Wald.table.BSN

21 row.names(Wald.table.BSN )=c("beta0","beta1","beta2","alpha","delta","sigma")

22 Wald.table.BSN

23 K=6

24 AIC=2*K-2* MLE.BSN$value
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25 natijeh.BSN=list(Wald.table.BSN,AIC=AIC)

26 ##################################### SFN-LR

27 regression.SFN=function(beta,y,x1,x2){

28 b0=beta[1]

29 b1=beta[2]; b2=beta[3]; alpha=beta[4];delt=beta[5] ;sigma=beta[6];cdeta=1/(1-pnorm(delt))

30 lhd= (cdeta/sigma)*dnorm((abs(y-b0-b1*x1-b2*x2)/sigma)+delt)*pnorm(alpha*(y-b0-b1*x1-b2*x2

)/sigma)

31 return(-sum(log(lhd)))

32 }

33 MLE.SFN=optim(c(3,2,-1,1,-1,2),regression.SFN,y=Position,x1=Starters,x2=Ratio,hessian =

TRUE)

34 MLE.SF=MLE.SFN$par

35 ObsInfo=MLE.SFN$hess #Observed Fisher information matrix

36 Vhat=solve(ObsInfo) #Inverse of observed Fisher information

37 Std.Errors=sqrt(diag(Vhat))

38 #Obtain the MLEs,estimated std errors, and approx Wald 95% Cis

39 Wald.table.SFN=cbind(MLE.SF,Std.Errors,LowerBound=MLE.SF-qnorm(0.975)*Std.Errors,

40 UpperBound=MLE.SF+qnorm(0.975)*Std.Errors)

41 Wald.table.SFN

42 row.names(Wald.table.SFN)=c("beta0","beta1","beta2","alpha","delta","sigma")

43 Wald.table.SFN

44 K=6

45 AIC=2*K-2*MLE.SFN$value

46 natijeh.SFN=list(Wald.table.SFN,AIC=AIC)

47 ########################################## Mix.sn.LR

48 data("horses")

49 head(horses)

50 attach(horses)

51 FMsmsnReg()

52 x=cbind(1,Starters,Ratio)

53 parCN <- FMsmsnReg( Position ,x, g=2, get.init = TRUE, criteria = TRUE, group = FALSE,shape

=c(0,0),

54 family = "Skew.normal", error = 10^-4,obs.prob= FALSE)
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Regression Models for Analyzing of Bimodal and Skewed Data
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Abstract:

For statistical inference about the parameters of the regression model, it is necessary to assume a specific distribution for

the random error term. A basic assumption in the linear regression model is that the random error term follows a normal

distribution. However, in statistical research, sometimes the distribution of the data display both skewness and bimodality,

and in such situations, it is inappropriate to use the normal distribution for statistical analysis. A conventional approach

to overcome this problem is to use a mixture of normal models. But in such models, the number of parameters increases

substantially, which makes it difficult to fit these models to the data. In addition, the mixed models suffer from the non-

identifiability issues. In this case, a suitable solution is to use flexible distributions which can simultaneously handle the

skewness and bimodality of the data in the modeling structure. So far, various methods have been proposed, which were

created based on the development of the skew-normal distribution. In this article, these asymmetric bimodal distributions are

used to build and introduce a flexible regression model compared to the regression models based on the normal distribution

as well as a mixture of two normal distributions. Their performance is evaluated using a simulation example. Then, the

usefulness of the method is demonstrated through a practical example related to the horse data set.
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