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چکیده:
متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع مقاله، این در

احتمال چگالی تابع محاسبات این از نتایجی به عنوان محاسبه شده اند. خاص حالتی در متغیرها این مشخصه تابع و گشتاور مولد تابع هم چنین و

با نمایی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند مجموع و پارتو توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب تجمعی توزیع تابع و

با ترتیبی آماره های حاشیه ای چگالی تابع کردن پیدا در نیز محاسبات این از دیگری نظری کاربردهای ارائه شده اند. متفاوت دوبه دو پارامترهای

است. گشته پدیدار جالب ترکیباتی اتحاد چند و پیوسته مطلقاً احتمال چگالی توابع

حاشیه ای. احتمال چگالی تابع مستقل، تصادفی متغیر چند مجموع و حاصل ضرب ترتیبی، آماره های استاندارد، توانی توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

بررسی مانند زمینه ها سایر و ریاضی آمار در مهمی نقش ترتیبی آماره های

، [١۶ ،١٣] مهندسی سیستم های عمر طول ، [٩ ،٣] طبیعی بلایای

، [٢] رکوردی مشاهدات ، [١٩ ،١٨] غایی) فرین(مقادیر آماره های

غیره و ، [١١ ،۶] نمونه ها دامنه ی مورد در بحث ، [١] زمانی سری های

حاشیه ای چگالی توابع از استفاده  به ملزم زمینه ها این تمام در دارد.

محاسبه ی به علاوه هستیم. آماره ها این توأم حاشیه ای چگالی توابع یا

توابع دیگر و مشخصه توابع توأم، ریاضی های امید گشتاور، مولد توابع

ترتیبی آماره های توأم حاشیه ای چگالی توابع به نیز آماره ها به مربوطه

دارد. نیاز هم توزیع و مستقل نمونه های از برخاسته

روابط هم توزیع، و مستقل نمونه های از برخاسته ترتیبی آماره های

آماری توزیع های اکثر با مرتبط خصوصیات و آن ها نظری ویژگی های و

، [٣ ،١] به می توان جمله از که است بررسی شده فراوانی محققین توسط

نمونه های از برخاسته ترتیبی آماره های ویژگی های و روابط کرد. اشاره

یافت ، [١٢ ،٧] در می تواند نیز دو هر یا هم توزیع غیر یا غیرمستقل

شود.

چگالی توابع کردن پیدا نیازمند که نظری بحث های از بسیاری در

آماره های حاشیه ای چگالی توابع محاسبه ی (مانند است، حاشیه ای

تابع دارای هم توزیع مستقل نمونه های در ٢ نوع فزاینده سانسور و ترتیبی

مجموع احتمال چگالی تابع محاسبه ی به پیوسته) مطلقاً احتمال چگالی

پارامترهای با نمایی توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی متغیر چند

، [١۴] لیکس توسط بار نخستین کار این که نیازمندیم متفاوت دوبه دو

تصادفی متغیر چند حاصل ضرب چگالی تابع وی همچنین، شد. انجام

دست به نیز را متفاوت دوبه دو پارامترهای با پارتو توزیع دارای مستقل

احتمال چگالی تابع ،٢ بخش در ابتدا مقاله این در نیز ما آورد.

توانی توزیع دارای هم توزیع مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب

یک در گزاره یک کمک به را متفاوت دوبه دو پارامترهای با استاندارد

محاسبات ٢ بخش در اثبات شده لم کمک به ٣ بخش در می دهیم. ارائه لم

مقاله، این ۴ بخش در نتیجه می گیریم. را ، [١۴] لیکس توسط انجام شده

هم توزیع مستقل نمونه های در ترتیبی آماره های حاشیه ای چگالی توابع

از دیگری نتیجه ی به عنوان را پیوسته مطلقاً تجمعی توزیع توابع دارای

و جالب ترکیباتی اتحاد چند سرانجام می دهیم؛ ارائه ،٢ بخش مطالب

پیوست مطالب همین از دیگری نظری کاربردهای به عنوان نیز مفید

شده اند.
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همکاران٣۴ و میرجلیلی سیدمحمود ترتیبی آماره های حاشیه ای چگالی توابع

تصادفی متغیر چند حاصل ضرب ٢

با توانی توزیع دارای مستقل

متفاوت دوبه دو پارامترهای

در و تجمعی توزیع تابع احتمال، چگالی تابع ترتیب به بخش، این در

متغیر چند حاصل ضرب مشخصه تابع و گشتاور مولد تابع خاص حالتی

را متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع دارای مستقل تصادفی

می کنیم. بررسی

تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ٢. ١

تابع توانست خواهیم آن کمک به که می پردازیم گزاره یک ارائه به ابتدا

توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب احتمال چگالی

کنیم. محاسبه را متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی

دوبه دو و ناصفر حقیقی اعداد ،(n ≥ ١) αn, · · · , α١ اگر .٢. ١ گزارۀ

آنگاه: باشند، متفاوتی

j∑
k=i

cji,k = ٠ ١ ≤ i < j ≤ n, (١)

۴ آن در که

cji,k =

∏j
w=i(αw)∏j

w=i,w ̸=k(αw − αk)
. (٢)

p(x) = x,∀x ∈ R تابع لاگرانژ۵ درون افزای چندجمله ای ابتدا اثبات.

اکنون می نویسیم. αj , · · · , αi, ١ ≤ i < j ≤ n هر ازای به نقاط در را

اینکه به توجه با

پس ،p(r)(x) = ٠, r = ٢, ٣, · · · ,∀x ∈ R

p(x) =

j∑
k=i

j∏
w=i,w ̸=k

(αw − x)

(αw − αk)
p(αk)

می شود. کامل برهان p(٠) محاسبه با اکنون

تصادفی متغیر چند حاصل ضرب احتمال چگالی تابع اینجا در

محاسبه را متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع دارای مستقل

می کنیم.

دارای مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Xn, · · · , X١ اگر .٢. ٢ لم

احتمال چگالی تابع و ،αi متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع

fXi(x) = αix
αi−١, αi ≥ ٠, ٠ ≤ x ≤ ١, i = ١, ٢, · · · , n (٣)

آنگاه: باشند،

f∏j
k=i

Xk
(x) =

j∑
k=i

cji,kx
αk−١, (۴)

١ ≤ i ≤ j ≤ n, ٠ ≤ x ≤ ١.

ازای به قضیه که است واضح می کنیم. ثابت استقرا به را لم اثبات.

زیرا: است، برقرار i = j

fXi(x) = αix
αi−١, αi ≥ ٠, ٠ ≤ x ≤ ١, i = ١, ٢, · · · , n

این و است برقرار j = s − ١ ازای به ،(۴) رابطه می شود فرض حال

ازای به (۴) رابطه ی ازآنجایی که می کنیم. ثابت j = s ازای به را رابطه

بنابراین: است، برقرار j = s− ١

f∏s−١
k=i

Xk
(x) =

s−١∑
k=i

cs−١
i,k xαk−١, (۵)

١ ≤ i ≤ s− ١ ≤ n− ١, ٠ ≤ x ≤ ١.

و ∏s
k=i Xk = Xs

∏s−١
i=k Xk, ١ ≤ i < s ≤ n اینکه به توجه با حال

هم توزیع۶، و مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب پیچش به توجه با

داریم:

f∏s
k=i

Xk
(x) =

∫ ١

x

f∏s−١
k=i

Xk,
∏s

k=i
Xk

(y, x)dy

=

∫ ١

x

f∏s−١
k=i

Xk,Xs
∏s

k=i
Xk

(y, x)dy

=

∫ ١

x

١
y
f∏s−١

k=i
Xk

(y)fXs(
x

y
)dy

= αsx
αs−١

∫ ١

x

y−αsf∏s−١
k=i

Xk
(x)

می رود. کار به تعریف همین با مقاله سراسر در نماد ۴این
5Lagrange Interpolation Polynomial

کنید. مراجعه ١ پیوست به بیشتر اطلاعات برای ۶
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داریم: ،(۵) رابطه به توجه با اکنون

f∏s
k=i

Xk
(x) = αsx

αs−١
∫ ١

x

y−αs

s−١∑
k=i

cs−١
i,k yαk−١dy

= αsx
αs−١

s−١∑
k=i

cs−١
i,k

∫ ١

x

yαk−αs−١dy

= αsx
αs−١

s−١∑
k=i

cs−١
i,k

(
١

αk − αs
− xαk−αs

αk − αs

)

= αsx
αs−١

s−١∑
k=i

cs−١
i,k

(
١

αk − αs

)

− αsx
αs−١

s−١∑
k=i

cs−١
i,k

(
xαk−αs

αk − αs

)

= xαs−١csi,s +

s−١∑
k=i

csi,kx
αk−١

=

s∑
k=i

csi,kx
αk−١

که گرفت نتیجه می توان (٢) و (١) ترتیب به رابطه  به توجه با

csi,k =
αs

(αs − αk)
cs−١
i,k ; k = هم چنین و ∑s−١

k=i c
s
i,k = −csi,s

است. کامل برهان و i, i+ ١, · · · , s− ١

چند حاصل ضرب احتمال چگالی تابع ،٢. ٢ لم از استفاده با اکنون

متفاوت دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر

می آوریم. دست به را دلخواه مقیاس پارامترهای و

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Yn, · · · , Y١ اگر .٢. ٣ قضیۀ

احتمال چگالی تابع با توانی توزیع دارای

fYi(y) =
αiy

αi−١

λαi
i

, (۶)

αi ≥ ٠, λi > ٠, ٠ ≤ y ≤ λi, i = ١, ٢, · · · , n·

آنگاه: ٧باشند،

f∏j
k=i

Yk
(y) =

s∑
k=i

csi,k
yαk−١

(
∏j

k=i λ
αk
k )

(٧)

αi ≥ ٠, λi > ٠, ٠ ≤ y ≤ (

j∏
k=i

λk), ١ ≤ i ≤ j ≤ n.

و

F∏j
k=i

Yk
(y) =

s∑
k=i

csi,k
αk

yαk∏j
k=i λ

αk
k

, (٨)

αi ≥ ٠, λi > ٠, ٠ ≤ y ≤ (

j∏
k=i

λk), ١ ≤ i ≤ j ≤ n.

باشند مستقلی تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Xn, · · · , X١ اگر j∏اثبات.
k=i Yk

d
= که است واضح است، آمده (٣) در آن ها چگالی تابع که

برای (۴) رابطه به توجه با و ∏j
k=i λk

∏j
i=k Xk; ١ ≤ i ≤ j ≤ n

داریم: ١ ≤ i ≤ j ≤ n

f∏j
k=i

Yk
(y) = f∏j

k=i
λk

∏j
i=k

Xk
(y)

=

f∏j
k=i

Xk
(

y∏j
k=i λk

)

(
∏j

k=i λk)

=

s∑
k=i

csi,k
yαk−١

(
∏j

k=i λ
αk
k )

است.٨ قابل محاسبه به سادگی ،(٧) رابطه به توجه با ،(٨) رابطه

مشخصه تابع و گشتاور مولد تابع ٢. ٢

حاصل ضرب مشخصه تابع و گشتاور مولد تابع لم، یک ارائه با اینجا در

دوبه دو پارامترهای با توانی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند

به را دلخواه مقیاس پارامترهای و طبیعی اعداد به متعلق و متفاوت

می آوریم. دست

آنگاه: باشد، n = ٠, ١, ٢, · · · اگر .۴ .٢ ∫لم
xnetxdx =

n∑
u=٠

n!(−١)n−uxuetx

u!tn−u+١

زیرا: است، واضح n = ٠ حالت می دهیم. نشان استقرا به را لم اثبات.

intetxdx =
etx

t
.

از استفاده با باشد، برقرار n = k − ١ حالت کنید فرض حال

داریم: جزء به جز انتگرال گیری

∫
xketxdx =

xketx

t
− k

t

∫
xk−١etxdx

=
xketx

t
− k

t

k−١∑
u=٠

(k − (١−)!(١k−١−uxuetx

u!tk−u

=
xketx

t
+

k−١∑
u=٠

(k)!(−١)k−uxuetx

u!tk−u+١

=

k∑
u=٠

k!(−١)k−uxuetx

u!tk−u+١

حالت در آن بودن درست فرض با n = k در لم بودن درست به توجه با

می شود. کامل برهان n = k − ١

هستند. متفاوت دوبه دو αi پارامترهای و دلخواه ،λi ٧پارامترهای

ببینید. را ٣ پیوست قضیه، این از استفاده با مهم اتحاد یک اثبات ٨برای
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دارای مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Yn, · · · , Y١ اگر .۵ .٢ لم

به طوری که (۶)باشند، در داده شده احتمال چگالی تابع با توانی توزیع

αi = Ni, Ni ∈ N,Ni ̸= Nj , i, j = ١, ٢, · · · , n,

آنگاه:

M∏j
k=i

Yk
(t) = E

[
et

∏j
k=i

Yk

]
=

j∑
k=i

cji,k
H (Nk − ١)(∏j

k=i λ
αk
k

)
و

φ∏j
k=i

Yk
(t) = E

[
ezt

∏j
k=i

Yk

]
=

j∑
k=i

cji,k
H

′
(Nk − ١)(∏j
k=i λ

αk
k

) ,
آن در که

H(n) =
(−١)n+١n!

tn+١ +

n∑
u=٠

n!(−١)n−uet

u!tn−u+١

و

H
′
(n) =H(zn), z٢ = −١, t ∈ R,

n = ٠, ١, ٢, · · ·

کافی ریاضی، امید بودن خطی خاصیت و (۶) رابطه به توجه با اثبات.

مقادیر است

،۴ .٢ لم به توجه با اکنون کنیم. محاسبه را H(n), n = ٠, ١, ٢, · · ·

∫داریم: ١

٠
xnetxdx =

n!(−١)netx

t(n+١) |١٠+

n∑
u=١

n!(−١)(n−u)xuetx

u!t(n−u+١) |١٠ = H(n),

n = ٠, ١, ٢, · · ·

می شود. کامل برهان محاسبات کمی با اکنون

که، می کنیم فرض ،٢. ٣ قضیه در .۶ .٢ مثال

α١ = ١, α٢ = ٣, α٣ = ۴, α۴ = ٢٫۵,

١∏۴
k=١ (λ

αk
k )

= Λ١,
٣∏١

k=١ (λ
αk
k )

= Λ٢,

بنابراین

c۴
١,١ =

٣٠
٩
, c۴

١,٢ = ٣٠, c۴
١,٣ =

−٢٠
٣

, c۴
١,۴ =

٨٠
٣

H(٠) = et − ١
t

,H(١) = et(t− ١) + ١
t٢ ,

H(٢) = et(٢ − ٢t+ t٢)− ٢
t٣

نتیجه: در و

f∏۴
k=١ Yk

(y) = Λ١

(
٣٠
٩

+ ٣٠y٢ − ٢٠
٣
y٣ +

٨٠
٣
y١٫۵
)
,

٠ ≤ y ≤ ١

و

F∏۴
k=١ Yk

(y) =Λ١

(
٣٠
٩
y + ٣٠y

٣

٣
− ٢٠

٣
y۴

۴
+

٨٠
٣

y٢٫۵

٢٫۵

)
,

٠ ≤ y ≤ ١

و

M∏۴
k=١ Yk

(y) =Λ٢

(
٣٠
٩
H(٠) + ٣٠H(٢)− ٢٠

٣
H(٣)

)
,

t ∈ R

تصادفی متغیر چند حاصل ضرب ٣

مجموع و پارتو توزیع دارای مستقل

دارای مستقل تصادفی متغیر چند

دوبه دو پارامترهای با نمایی توزیع

متفاوت

تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ترتیب به بخش، این در

توزیع و پارتو توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند حاصل ضرب

محاسبه شده اند. متفاوت دوبه دو پارامترهای با نمایی

حاصل ضرب احتمال چگالی تابع ،٢. ٣ قضیه از نتیجه ای به عنوان اکنون

دوبه دو پارامترهای با پارتو توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند

می آوریم. دست به را دلخواه مقیاس پارامترهای و متفاوت

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Tn, · · · , T١ اگر .٣. ١ قضیۀ

احتمال چگالی تابع با پارتو توزیع دارای

fTi(t) =
αiλ

αi
i

t(αi+١) , (٩)

αi ≥ ٠, λi > ٠, λi ≤ t, i = ١, ٢, · · · ,

هستند. متفاوت دوبه دو ،αi پارامترهای و دلخواه ،λi ٩پارامترهای
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آنگاه: باشند٩،

f∏j
k=i

Tk
(t) =

j∑
k=i

cji,k

(∏j
k=i λk

)αk

tαk+١ , (١٠)

αi > ٠, λi > ٠,
j∏

k=i

λk ≤ t, ١ ≤ i ≤ j ≤ n.

و

F∏j
k=i

Tk
(t) =

j∑
k=i

cji,k
αk

(
١ − (

∏j
k=i λk

t
)αk

)
, (١١)

αi > ٠, λi > ٠,
j∏

k=i

λk ≤ t, ١ ≤ i ≤ j ≤ n.

داریم: ،(٩) رابطه از استفاده با اثبات.

f ١
Ti

(t) = αiλ
αi
i tαi−١ αi ≥ ٠, λi > ٠, ٠ ≤ t ≤ ١

λi
, i = ١, ٢, · · · , n.

داریم: ،(٧) رابطه از استفاده با اکنون

f∏j
k=i

١
Tk

(t) =

j∑
k=i

cji,kt
αk−١

(
j∏

k=i

λk

)αk

١ ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n.

رابطه برهان می شود. کامل ،(١٠) رابطه برهان محاسبات کمی با اکنون

است. قابل تکمیل به سادگی ،(١٠) رابطه از استفاده با نیز ،(١١)

توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ،٣. ١ قضیه از دیگر نتیجه ای به عنوان

با نمایی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند مجموع تجمعی

می آوریم. دست به را متفاوت دوبه دو پارامترهای

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Wn, · · · ,W١ اگر .٣. ٢ قضیۀ

احتمال چگالی تابع با نمایی توزیع دارای

fWi(w) = αie
−αiw,

w ≥ ٠, αi > ٠, i = ١, ٢, · · · , n.

آنگاه: باشند،

f∑j
k=i

Wk
(w) =

j∑
k=i

cji,ke
−αkw, (١٢)

w ≥ ٠αk ≥ ٠, ١ ≤ i ≤ j ≤ n,

و

F∑j
k=i

Wk
(w) =

j∑
k=i

cji,k
(
١ − e−αiw

)
, (١٣)

w ≥ ٠, αk ≥ ٠, ١ ≤ i ≤ j ≤ n.

که داد نشان می توان محاسبات کمی با اثبات.

fe−wi (t) = αit
αi−١, αi ≥ ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, i = ١, ٢, · · · , n.

داریم: ،٢. ٢ لم به توجه با و

f
e
−

∑j
k=i

Wk
(t) = f∏j

k=i
e−Wk

(t) =

j∑
k=i

cji,kt
αk−١.

،(١٣) رابطه می آید. دست به ،(١٢) رابطه متغیر تغییر یک با اکنون

محاسبه به راحتی ،(١٢) رابطه و تجمعی توزیع تابع تعریف به توجه با

می شود.

حاشیه ای احتمال چگالی توابع ۴

مستقل نمونه های در ترتیبی آماره های

هم توزیع

نمونه های در ترتیبی آماره های حاشیه ای احتمال چگالی توابع محاسبه

حداکثر نیز منابع اکثر در نیست. راحتی چندان کار هم توزیع مستقل

آماره های سه تایی حاشیه ای تجمعی توزیع توابع و احتمال چگالی توابع

توابع محاسبه روش اثبات از یا و است ارائه شده نمونه ها این در ترتیبی

تعداد با ترتیبی آماره های حاشیه ای تجمعی توزیع توابع و احتمال چگالی

به عنوان بخش این در است. شده صرف نظر نمونه ها این در ٣ از بیشتر

پرداخت. خواهیم مهم این به ،٢. ٣ قضیه از دیگر کاربردی

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Vn, · · · , V١ اگر که می دانیم

به راحتی fباشند، احتمال چگالی تابع و F تجمعی توزیع تابع با هم توزیع

که: داد نشان می توان

fV١:n,··· ,Vn:n(v١, · · · , vn) =
n∏

i=١

if(vi), i = ١, ٢, · · · , n.

محاسبه که می شود شروع جایی از مشکل .(۶ بخش ،۴ (فصل [١١]

می شود. پیچیده به سرعت ٢ از بیشتر تعداد با حاشیه ای چگالی توابع

هم چنین و دیگر لم دو از استفاده و متفاوت روشی ارائه ی با اکنون

حاشیه ای احتمال چگالی توابع محاسبه برای ،٢. ٣ قضیه از بهره گیری

ادامه در که می کنیم اقدام هم توزیع مستقل نمونه های در ترتیبی آماره های

است. ذکرشده

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Un, · · · , U١ اگر ؛ [١۵] .١ .۴ لم
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آنگاه: باشند، استاندارد یکنواخت احتمال چگالی تابع با هم توزیع

(Ui١:n , · · · , Uik:n) = (١ −
n∏

j١=n−i١+١

Vj١ , · · · , ١ −
n∏

jk=n−ik+١

Vjk )

١ ≤ i١ ≤ · · · ≤ ik ≤ n, k = ١, ٢, · · · , n

تابع با مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Vn, · · · , V١ آن در که

که هستند١٠ (٣) در داده شده چگالی

αi = i, i = ١, ٢, · · · , n.

در را ترتیبی آماره های ارتباط که می پردازیم دیگری لم ارائه به اکنون

استاندارد یکنواخت احتمال چگالی تابع با هم توزیع مستقل نمونه های

می دارد. بیان دیگر احتمال چگالی توابع و

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Un, · · · , U١ اگر ؛ [١٧] .٢ .۴ لم

Xn, · · · , X١ و استاندارد یکنواخت احتمال چگالی تابع با هم توزیع

F مشترک تجمعی توزیع تابع با مستقلی تصادفی n)،متغیرهای ≥ ١)

آنگاه: باشند،

(Xi١:n , · · · , Xik:n)
d
=
(
F−١(Ui١:n), · · · , F

−١(Uik:n)
)

١ ≤ i١ ≤ · · · ≤ ik ≤ n, k = ١, ٢, · · · , n

است. F−١(y) = inf (x : F (x) ≥ y) آن در که

می پردازیم. ترتیبی آماره های حاشیه ای چگالی تابع ارائه به اکنون

مستقل تصادفی متغیرهای ،(n ≥ ١) Xn, · · · , X١ اگر .٣ .۴ قضیۀ

احتمال چگالی تابع و F پیوسته مطلقاً تجمعی توزیع تابع با هم توزیع

آنگاه: باشند، f

fXi١:n ,··· ,Xik:n
(x١, · · · , xn) =

k∏
s=١

f(xs)

F̄ (xs − ١)
×

n−(is−١)∑
js=n−(is)+١

b
(
js, i(s−١), i(s)

)
×
(

F̄ (xs)

F̄ (xs−١)

)js−١

آن در که

b
(
js, i(s−١), i(s)

)
= (n− (is − ١))

×

n− i(s−١) − ١

js − ١


js − ١

n− is

 (−١)js−n+is−١,

s = ١, ٢, · · · , k, i٠ = ٠, F̄ (x٠) = ١, jk+١ = ٠

چند حاصل ضرب١١ پیچش خاصیت و ٢ .۴ و ١ .۴ لم به توجه با اثبات.

داریم: تصادفی متغیر

fXi١:n ,··· ,Xik:n
(x١, · · · , xn) = fF−١(Ui١:n ),··· ,F−١(Uik:n

)(x١, · · · , xk)

= f(x١) · · · f(xk)fUi١:n ,··· ,Uik:n
(F (x١), · · · , F (xk))

= f(x١) · · · f(xk)

× f(١−
∏n

j١=n−i١+١ Vj١ ,··· ,١−
∏n

jk=n−ik+١ Vjk
) (F (x١), · · · , F (xk))

= f(x١) · · · f(xk)

× f(∏n
j١=n−i١+١ Vj١ ,··· ,

∏n
jk=n−ik+١ Vjk

)

(
F̄ (x١), · · · , F̄ (xk)

)
=

f(x١) · · · f(xk)

F̄ (x١) · · · F̄ (xk−١)

×
k∏

s=١

f∏(n−(is−١))
js=(n−(is)+١) Vjs

(
F̄ (xs)

F̄ (xs−١)

)

=
f(x١) · · · f(xk)

F̄ (x١) · · · F̄ (xk−١)

k∏
s=١

n−is−١∑
js=n−is+١

c
n−is−١
n−is+١,js

(
F̄ (xs)

F̄ (xs−١)

)js−١

=

k∏
s=١

f(xs)

F̄ (xs−١)

n−is−١∑
js=n−is+١

(n− (is−١))

=

n− i(s−١) − ١

js − ١


js − ١

n− is

 (−١)js−n+is−١
(

F̄ (xs)

F̄ (xs−١)

)js−١

=

k∏
s=١

f(xs)

F̄ (xs−١)

n−is−١∑
js=n−is+١

(n− (is−١)) b
(
js, i(s−١), i(s)

)
×
(

F̄ (xs)

F̄ (xs−١)

)js−١

معادل از می توان ٣ .۴ قضیه سری های تمام بودن متناهی به توجه با

استفاده ترتیبی آماره های حاشیه ای احتمال چگالی تابع نمایش برای زیر

کرد.

fXi١:n ,··· ,Xik:n
(x١, · · · , xn)

=

n∑
j١=n−(i١)+١

n−(i١)∑
j٢=n−(i٢)+١

· · ·
n−(ik−٢)∑

jk−١=n−(ik−١)+١

n−(ik−١)∑
jk=n−(ik)+١

×
k∏

s=١

b
(
js, i(s−١), i(s)

)
f(xs)F̄ (xs)

js−j(s+١)−١,

i٠ = ٠, F̄ (x٠) = ١, jk+١ = ٠

کنید مراجعه ٢ پیوست به بیشتر اطلاعات ١٠برای

کنید. مراجعه ١ پیوست به بیشتر اطلاعات ١١برای
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اینکه به توجه با و

F١:n(t) = ١ − F̄ (t)n, f١:n(t) = nf(t)
(
١ − F̄ (t)n−١) ,

n = ١, ٢, · · · .

استفاده بالا فرمول جایگزین به عنوان زیر بازگشتی فرمول از می توان

کرد.

fXi١:n ,··· ,Xik:n
(x١, · · · , xk)

=
n∑

j١=n−(i١)+١

n−(i١)∑
j٢=n−(i٢)+١

· · ·
n−(ik−٢)∑

jk−١=n−(ik−١)+١

n−(ik−١)∑
jk=n−(ik)+١

×
k∏

s=١

b
(
js, i(s−١), i(s)

)(f١:js−js+١(xs)

js − j(s+١)

)
,

i٠ = ٠, F̄ (x٠) = ١, jk+١ = ٠

داریم: k = ١ و i١ = i خاص حالت در .۴ .۴ مثال

fi:n(t) =

n∑
j=n−i+١

n

j

n− ١

j − ١


j − ١

n− i

 (−١)j−n+i−١f١:j(t)

و

Fi:n(t) =

n∑
j=n−i+١

n

j

n− ١

j − ١


j − ١

n− i

 (−١)j−n+i−١F١:j(t)

و

F̄i:n(t) =

n∑
j=n−i+١

n

j

n− ١

j − ١


j − ١

n− i

 (−١)j−n+i−١F̄١:j(t)

پیوست ۵

تصادفی متغیرهای ،(n = ١, ٢, · · · ) Xn, · · · , X١ اگر پیوست١:

آنگاه: باشند، f مشترک احتمال چگالی تابع دارای مستقل

f∏١
k=١ Xk,

∏٢
k=١ Xk,··· ,

∏n
k=١ Xk

(t١, · · · , tn)

=

n∏
k=١

(

fk(
tk
tk−١

)

tk
), t٠ = ١, n = ١, ٢, · · ·

،αk = k, k = i, i + ١, · · · , j اینجا در اینکه به توجه با پیوست٢:

داریم:

cji,k =

∏j
w=i(αw)∏j

w=i,w ̸=k (αw − αk)
=

∏j
w=i(w)∏j

w=i,w ̸=k (w − k)

=

j!

(i− ١)!∏j−i+١
s=١,s̸=k−i+١ (s+ i− k − ١)

=
j!

(i− (١−)!(١(k−i)(j − k)!(k − i)!

= j

j − ١

k − ١


k − ١

i− ١

 (−١)(k−i).

اتحادهای می توان لاگرانژ بسط در چندجمله ای ها دادن قرار با پیوست٣:

چندجمله ای های از غیر به توابعی برای اما آورد، دست به را جالبی

را جالبی اتحاد ٢. ٣ از استفاده با اینجا در بود. نخواهند مفید لاگرانژ

باشد. داشته کاربرد مشابه محاسبات در می تواند که می دهیم نشان

متفاوتی دوبه دو و ناصفر حقیقی اعداد ،(n ≥ ١) αn, · · · , α١ اگر

آنگاه: باشند،
j∑

k=i

cji,k
αk + s

=

j∏
k=i

αk

αk + s
, s ≥ −αk, ١ ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n.

:٣. ٢ قضیه به توجه با اثبات.

E

[
(

j∏
k=i

yk)
s

]
= E

[
j∏

k=i

ys
k

]
=

j∏
k=i

λs
k

j∏
k=i

αk

αk + s
.

:(١٢) رابطه به توجه با دیگر طرف از

E

[
(

j∏
k=i

yk)
s

]
=

j∑
k=i

cji,k
αk + s

j∏
k=i

ys
k.

به خصوص می شود. کامل برهان عبارت دو این دادن قرار مساوی با

آنگاه: s = ٠ اگر
j∑

k=i

cji,k
αk

=

j∏
k=i

αk

αk
= ١, ١ ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n.

آنگاه: باشد، αk = k, k = i, i+ ١, · · · , j اگر به ویژه و
j∑

k=i

cji,k
αk

=

j∑
k=i

j!

k(i− (١−)!(١(k − i)(k − j)!(k − i)!
= ١,

١ ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n.

کمک به را جالب اتحاد یک ٣ پیوست همانند اینجا در پیوست۴:

نمایی توزیع دارای مستقل تصادفی متغیر چند مجموع ریاضی امید

می کنیم. اثبات

متفاوتی دوبه دو و ناصفر حقیقی اعداد ،(n ≥ ١) αn, · · · , α١ اگر

آنگاه: باشند،
j∑

k=i

cji,k
α٢
k

=

j∑
k=i

١
αk

, ١ ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n.
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:(۵) رابطه به توجه با اثبات.

E

(
j∑

k=i

Wk

)
=

j∑
k=i

E(Wk) =

j∑
k=i

١
αk

:(۶) رابطه به توجه با دیگر طرف از

E

(
j∑

k=i

Wk

)
=

cji,k
α٢
k

می شود. کامل برهان عبارت دو این دادن قرار مساوی با
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Joint marginal densities of order statistics:
simple proof and some useful identities

Seyed Mahmood Mirjalili1, Jaber Kazempoor 2, and Behshid Yasavoli3

Abstract:

The cumulative distribution and density functions of a product of some random variables following the power distribution

with different parameters have been provided. The corresponding characteristic and moment-generating functions are also

derived. We extend the results to the exponential variables and furthermore, some useful identities have been investigated in

detail.
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