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چکیده:
توسعه و ظهور به منجر که ابداع شده اند، اطلاعات ثبت و جمع آوري اندازه گیري، براي جامع و جدید روش هاي تکنولوژي، و دانش علم، پیشرفت با
است، مشاهدات تعداد از بزرگ تر بسیار توضیحی متغیرهاي تعداد آن در که داده هایی مجموعه یعنی بالا، بعد داده هاي مجموعه شده اند. بالا بعد داده هاي
بود. خواهد پیچیده بسیار امري آن تفسیرپذیري و شوند تحلیل نمی توانند معمولی، دوم توان هاي کمترین روش مانند کلاسیک، و سنتی روش هاي با و به سادگی
داده هاي براي ولی است رگرسیونی تحلیل در برآورد روش بهترین معمولی دوم توان هاي کمترین برآورد باشند، برقرار اساسی فرضیات درصورتی که اگرچه
داده هاي تحلیل در کلاسیک روش هاي مشکلات به ابتدا، در مقاله این در هستیم. نوینی روش هایی به کارگیري مستلزم شرایط این در و نبوده قابل استفاده بالا بعد
داده هاي براي تاوانیده و اصلی مؤلفه تحلیل روش هاي مانند امروزي و متداول رگرسیونی تحلیل روش هاي توضیح و معرفی به سپس، و می شود اشاره بالا بعد

می گردد. انجام بالا بعد داده هاي در اشاره شده روش هاي مقایسه و بررسی براي واقعی داده تحلیل و شبیه سازي مطالعه یک انتها در می شود. پرداخته بالا بعد
تاوانیده. دوم توان هاي کمترین روش بالا، بعد داده هاي مجموعه اصلی، مؤلفه هاي تحلیل کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

دقیقی و نوین روش هاي فناوري، و دانش علم، روزافزون گسترش با امروزه
ظهور باعث امر این و ابداع شده اطلاعات ثبت و جمع آوري اندازه گیري، براي
مجموعه این با کار ١٩٩٠ سال اواخر از است. شده بالا بعد داده هاي گسترش و
از بیشتر بسیار (p) توضیحی متغیرهاي تعداد آن در که داده هایی یعنی داده ها
داده ها ابعاد بیش ازپیش افزایش .[١٠] شد شروع است، (n) مشاهدات تعداد
تفسیر و تحلیل است. تبدیل شده داده کاوي مبحث در اساسی مسئله یک به
در [٢۵] واسرمن به طوري که است قابل تأمل بسیار و دشوار امري داده ها این
ابعاد٣ نفرین عنوان تحت پدیده این از و نموده اشاره امر این به خود کتاب
این می شود. داده نسبت [۶] بلمن به معمولاً که اصطلاحی است. یادکرده
بسیار مربوطه پارامترهاي برآورد متغیرها، بعد افزایش با که است معنی بدان
نفرین مورد، اولین دارد. وجود نفرین این از نوع دو حداقل می شود. دشوار
محاسباتی بار که دارد اشاره واقعیت این به امر این است. ابعاد محاسباتی
مورد دومین یابد. افزایش بعد با نمایی به صورت می تواند روش ها از برخی
داده ها اگر که است صورت این به نامید ابعاد آماري نفرین را آن واسرمن که
نمایی به صورت که است موردنیاز n اندازه با نمونه اي پس باشند، d بعد داراي

باشد. کلاسیک روش هاي با تفسیر و قابل تحلیل بتواند تا رشد کند،  d با

متغیر ده چند حداکثر داراي که کلاسیک داده هاي با کار گذشته، در
کمترین نظیر کلاسیک روش هاي و بود ساده بسیار بوده اند، توضیحی
حضور در روش ها این اما می دادند. ارائه قبولی قابل نتایج دوم توان هاي
بعد داده هاي رگرسیونی تحلیل در نمی دهند. ارائه برآوردي بالا بعد داده هاي
می کند روبه رو جدي چالشی با را محقق توضیحی، متغیرهاي زیاد تعداد بالا
وجود دیگر، سوي از دارد. وجود هزینه و سرعت دقت، بین جدالی همیشه و
بیش برازشی۴ به منجر ندارند، ارتباطی پاسخ متغیر با که مدل در متغیرهایی
شرایط،  این در است. داده ها براي پیچیده بسیار مدلی مدلی، چنین می شود.
حتی و نمونه از حاصل داده هاي پوشش در سعی جهشی تغییرات با مدل
رفتار منعکس کننده  ي باید مدل این درحالی که می کند. خطاها مقدارهاي
صرف طولانی زمانی توضیحی متغیرهاي تمامی به کارگیري باشد. جامعه
این در می کند. تحمیل محقق بر را بسیاري محاسباتی هزینه هاي و کرده
برازش براي متغیرها تمامی حضور شاید که می شود مطرح ابهام این شرایط
تنکی۵ فرض گرفتن نظر در با محققان اغلب بدین سان و نباشد الزامی مدل
برازش براي متغیرها از مناسب زیرمجموعه اي از و دارند بعد کاهش در سعی
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روزبه٧٠ مهدي و معنوي منیره رگرسیونی تحلیل روش هاي

مناسب زیرمجموعه این شناسایی به علاقه مند ازاین رو و می گیرند کمک مدل
مورد زمینه این در نیز لوژستیک رگرسیونی مدل هاي امروزه حتی .[٧] هستند

.[٢۴] قرارگرفته اند ویژه اي اهمیت

DNA تغییرات بین ارتباط آن ها اکثر در که ژنتیکی مطالعات در .١. ١ مثال
با سکانسDNAانسان ها از درصد ٩٩٫٩ می باشد، موردمطالعه هدف بیماري و
SNP به باقی مانده درصد ٠٫١ آن از درصد ٨٠ از بیش و است یکسان یکدیگر
تعامل هم با SNP میلیون ها است. مرتبط نوکلئوتیدي۶) تک (پلی مرفیسم
امکان و ها SNP زیاد تعداد این کنند. تعیین را بیماري نهایی فنوتیپ تا دارند
چالش یک محیطی عوامل با و هم با ژنتیکی عوامل بین متقابل اثرهاي وجود
پدید هستند، بیماري با ارتباط در ها SNPاین از یک کدام این که تحلیل در را
یا SNP کدام این که تعیین اطلاعات این تحلیل در اصلی هدف است. آورده
SNP از بسیاري چراکه نیست هستند، مؤثر بیماري روي آ ن ها از مجموعه اي
است. قوي بسیار آن ها متقابل اثرات ولی دارند ناچیزي حاشیه اي اثرهاي ها
با ارتباط در آن ها نقش و اهمیت اساس بر ها SNP اولویت بندي اصلی هدف
رسیدن براي شرایط این در آن هاست. بیشتر بررسی و مطالعه  به منظور بیماري

.[۴] است الزامی تنکی فرض گرفتن نظر در هدف این به

ساده خطی رگرسیونی مدل بپردازیم. رگرسیونی مدل معرفی به ادامه در
به صورت

y = Xβ + ε, (١)

پاسخ، متغیر بردار ،y = (y١, . . . ,yn)
⊤ آن در به طوري که است،

xi = با توضیحی متغیرهاي مشاهدات ماتریس X = (x١, . . . ,xp)n×p

ε = (ε١, . . . ,εn)
⊤ و پارامترها بردار β = (β١, . . . ,βp)

⊤ ،(x١i, . . . ,xni)
⊤

است. خطا بردار

براي رگرسیونی تحلیل روش هاي ٢

بالا بعد داده هاي
می شود. معرفی بالا بعد داده هاي با رویارویی براي روش چندین بخش، این در
برنمی گیرند. در برخی و می گیرند نظر در را تنکی فرض روش ها این از برخی

کلاسیک روش هاي ٢. ١
اصلی ایده است. کلاسیک روش هاي از یکی زیرمجموعه٧ بهترین رگرسیون
این اصل در است. متغیرها از زیرمجموعه اي با مدلی ساخت روش، این

کافی به اندازه که است متغیرها از زیرمجموعه اي کوچک ترین زیرمجموعه،
ابتدا روش این با مدل تعیین براي می کند. توجیه را پاسخ متغیر تغییرات
تمامی سپس می شود. گرفته نظر در بوده مبدأ از عرض حاوي تنها که مدلی
گرفته نظر در ... و عضوي سه عضوي، دو و عضوي تک زیرمجموعه هاي
می شوند. داده برازش و ایجادشده رگرسیونی مدل هاي پس ازآن و می شود.
نیکویی سنجش معیارهاي از یکی با ایجادشده مدل هاي تمامی آخر قدم در
Cp خطا، دوم توان هاي مجموع زیان، تابع تعیین، ضریب نظیر مدل برازش
به عنوان آن ها بهترین و می شوند مقایسه ... و متقابل٩ اعتبارسنجی ،٨ مالوس

می شود. انتخاب نهایی مدل
در زیرمجموعه ها اندازه می آید: پیش مهمی بسیار سؤال قسمت این در

رابطه طریق از به سادگی سؤال این می کند؟ تغییر بازه اي چه

min{٠,١, . . . ,M}, M ≤ min{n−١,(p+١)}

و مشاهدات تعداد n زیرمجموعه ها، اندازه M آن، در که می شود. داده پاسخ
است. توضیحی متغیرهاي تعداد p

انتخابی زیرمجموعه در که متغیرهایی ضرایب زیرمجموعه رگرسیون
متورم را آن به عبارت دیگر یا و می گیرد نظر در صفر باشند، نداشته وجود
نتایج تفسیر سادگی و واریانس کاهش دلیل دو به روش، این .[٩] می کند
رقیب .[٩] است قرارگرفته موردتوجه کم) توضیحی متغیرهاي تعداد (براي
است. [١٧] ستیغی روش واریانس، کاهش نظر از زیرمجموعه رگرسیون اول
تعداد اگر اما دهد افزایش را پیش گویی دقت می تواند زیرمجموعه رگرسیون

است. ابهام برانگیز مسئله این باشد،  بزرگ ،M مدل، در موجود متغیرهاي
اثر در آن بی ثباتی زیرمجموعه بهترین رگرسیون منفی جنبه  یک
(yn,xn) مشاهده تنها اگر به عنوان مثال، داده هاست. در کوچک انحراف هاي
شود استفاده یکسان انتخاب روش هاي از و شوند حذف داده ها مجموعه از
آن از استفاده بدون و مشاهده این از استفاده با که نهایی زیرمجموعه دو
معادله در شدید تغییر به منجر بنابراین بود. خواهند متفاوت بسیار تعیین شده اند،
استفاده ستیغی روش از اگر که است حالی در این شد. خواهد پیش گویی
مشاهده حذف از حاصل برآوردگرهاي یکسان) ستیغی پارامتر با (البته شود
داشت نخواهند چندانی تفاوت آن حذف بدون حاصل برآوردگر و (yn,xn)

.[٩]
متغیرهاي تعداد که است زمانی روش این ضعف نقاط از دیگر یکی
ترکیباتی، پیچیدگی دلیل به شرایط این در باشد. ۴٠ از بیشتر توضیحی
می شود، تبدیل پیچیده و دشوار مسئله یک به زیرمجموعه بهترین رگرسیون
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زیادي محاسباتی هزینه هاي آن حل که دارد وجود زیرمجموعه ٢p زیرا
فضاي چنین با باشد، انجام پذیر نیز محاسبات اگر حتی دارد. همراه به را
بدین امر این و بوده بالا بسیار روش این واریانس عظیمی، جست وجوي

است. کاربردي کوچک نسبتاً هاي p براي تنها روش این که معناست
نام گام به گام١٠ رگرسیون می شود، مطرح بخش این در که دیگري روش
(ترکیبی مرحله اي١٣ پیشرو١٢و پس رو١١، نوع سه به گا م به گام رگرسیون دارد.

می شود. تقسیم پس رو) و پیشرو روش دو هر از
نظر در دارند حضور متغیرها تمامی آن در که را مدلی پس رو، روش
براي بررسی به اقدام سنجش معیارهاي از یکی دادن قرار ملاك با و گرفته

می نماید. مدل در بی تأثیر متغیرهاي حذف
در دارد وجود مبدأ از عرض آن در تنها که را مدلی پیشرو، روش
یافتن به اقدام سنجش معیارهاي از یکی دادن قرار ملاك با و گرفته نظر
را روند این و می کند اضافه مدل به را آن و می نماید متغیر تأثیرگذارترین

می دهد. ادامه نشود، معنی دار سنجش معیار که زمانی تا
پیشرو و پس رو روش هاي از ترکیبی مرحله اي روش که گفت می توان
بر مدل از متغیر یک حذف با هم زمان مرحله هر در آن، در که می باشد
بررسی سنجش معیار اساس بر مدل در متغیر همان وجود سنجش، معیار اساس

.[١۵] می شود
روش در ساده اصلاح یک از پیشرو گام به گام رگرسیون روش
گام به گام رگرسیون در است. به دست آمده زیرمجموعه بهترین رگرسیون
آشیانه اي زیرمجموعه ها زیرمجموعه، بهترین رگرسیون روش برخلاف پیشرو
قابل کنترل تر پیشرو گام به گام روش تا می شود باعث این و هستند (تودرتو)
باشد. انجام پذیر نیز هست، ۴٠ از بیشتر متغیرها تعداد که مدل هایی براي و باشد
توضیحی متغیر هزار از بیش مثال براي باشد، زیاد بسیار متغیرها تعداد اگر اما
زمان گیر و خسته کننده پیچیده، بسیار روش این باشد، حضورداشته مدل در

.[١٠] است
تحلیل کلاسیک، روش  هاي زیاد بسیار محاسباتی هزینه هاي امروزه
است ساخته مواجه جدي بسیار چالشی با را بالا بعد داده هاي رگرسیونی
این می کند. تلخ محققان کام به را مدل تفسیرپذیري سادگی شیرینی و
ذکر که همان طور و نیستند مقرون به صرفه اصلاً محاسباتی منظر از روش ها
و گیج کننده پیچیده، بسیار عموماً ذکرشده روش هاي این محاسبات شد،
آن ها زیرا است آن ها ناپایداري روش ها، این اشکال مهم ترین اما زمان براست.
انتخاب نتیجه داده ها در تغییري کوچک ترین با که هستند گسسته فرآیندي

بنابراین می دهند. کاهش پیش گویی دقت و شد خواهد متفاوت بسیار مدل
مشکلات، این کردن برطرف براي نمود. تردید پیش گویی ها صحت در باید
.[٢] گرفت کمک می شود، مطرح ادامه در که دیگري روش هاي از می توان

اصلی مؤلفه هاي روش ٢. ٢
براي که است کاربردي و ساده بسیار روشی اصلی١۴، مؤلفه هاي روش
سال در و شد مطرح انگلیسی ریاضی دان [٢٠] پیرسون توسط بار نخستین
ماتریس هاي ساختارهاي تحلیل به منظور هتلینگ توسط مستقل به طور ١٩٣٣

اصلی ایده .[١٨] شد داده توسعه همبستگی ضریب و کوواریانس واریانس
ممکن اطلاعات حداکثر که است نحوي به داده ها ابعاد کاهش روش این
تا چندمتغیره روش هاي از بسیاري همانند بماند. محفوظ داده ها در موجود
به صورت محاسبات پیچیدگی دلیل به مرتبط نرم افزارهاي و رایانه ظهور از قبل
آماري نرم افزارهاي تمامی در تقریباً اکنون اما نشد. واقع مورداستفاده گسترده
طبیعتاً است. تدوین شده محققان توسط آن محاسباتی بسته هاي ریاضیاتی و
رایج و محبوب بسیار روش این رایانه اي بسته هاي و نرم افزارها پیدایش از پس

گردید.
توضیحی متغیرهاي از خطی ترکیب هاي یافتن روش این اصلی هدف
ویژه مقادیر پایه بر روش این برساند. خود بیشینه به را واریانس که است
استوار همبستگی ماتریس یا واریانس-کوواریانس ماتریس ویژه بردارهاي و
به عنوان بلکه نمی شود تلقی نهایی تجزیه یک معمولاً اصلی، مؤلفه روش است.

می گیرد. قرار مورداستفاده بیشتر بررسی هاي و مطالعه براي میانی ابزاري
را داده ها که است متعامد خطی تبدیل یک روش، این ریاضیات دید از
بر داده ها واریانس بزرگ ترین به طوري که می برد جدید مختصات دستگاه به
محور دومین روي بر واریانس بزرگ ترین دومین مختصات، محور اولین روي
این می یابد. ادامه متغیرها سایر براي ترتیب همین به و می گیرد قرار مختصات
مؤلفه هاي که می دهد رخ جدیدي متغیرهاي به متغیرها تبدیل طریق از امر
اولویت بندي ترتیبی به و بوده ناهمبسته اصلی مؤلفه هاي می شوند. نامیده اصلی
را اولیه متغیرهاي در موجود تغییرات اغلب آن ها از اندکی تعداد که می شوند

دارند. همراه به خود با
متغیرهاي تبدیل به می توان اصلی مؤلفه هاي تحلیل دیگر کاربردهاي از
بزرگ نسبی تغییرپذیري با خطی ترکیبات یافتن ناهمبسته، متغیرهاي به همبسته

نمود. اشاره آن ها ساده تر تفسیر و داده ها حجم کاهش کوچک، یا
براي که است مؤلفه هایی تعداد تعیین مؤلفه ها ساخت از پس بعدي گام

10Stepwise regression
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12Forward
13Stagewise
14Principle component



روزبه٧٢ مهدي و معنوي منیره رگرسیونی تحلیل روش هاي

کاهش مرحله این در واقع در می گیرد. مورداستفاده رگرسیونی مدل ایجاد
و ضروري بسیار امري مؤلفه ها مناسب تعداد انتخاب می گیرد. صورت بعد
کمترین نگهداري مرحله این در محقق هر هدف چراکه است، اهمیت حائز
مجموعه در موجود تغییرپذیري و اطلاعات بیشترین حفظ با مؤلفه ها تعداد
است. ممکن زمان کمترین صرف با دقت بالاترین به دسترسی به منظور داده ها
ادامه  در که دارد وجود مؤلفه ها مناسب تعداد تعیین براي متعددي روش هاي

می شود. اشاره به اختصار موارد این از برخی به
توسط بیان شده تغییرپذیري به توجه مؤلفه ها تعیین روش هاي از یکی
درصد بتوانند که مؤلفه ها از تعدادي روش این در واقع در است. مؤلفه ها
می شوند. انتخاب کنند، توجیه را کل (تغییرپذیري) واریانس از قابل توجهی
به صرفه مؤلفه ها تعداد به نسبت درصد این است لازم که داشت توجه باید البته
باشد داشته وجود داده ها مجموعه در توضیحی متغیر ١٠٠ اگر مثال براي باشد.
٪٧۵ مؤلفه ۴٠ اتخاذ با و کل واریانس تغییرات درصد ٪٧٠ مؤلفه ٢٠ اتخاذ با و
دست براي دیگر مؤلفه ٢٠ افزودن شود، توجیه کل واریانس تغییرات درصد
نظر در با اگر ولی بود. نخواهد به صرفه بیشتر تغییرات درصد ٪۵ به تنها یافتن
بسیار انتخاب شود، توجیه کل واریانس تغییرات درصد ٪٨٠ مؤلفه ٢٣ گرفتن

بود. خواهد معقولی و مناسب
بزرگ تر آن ها واریانس که است مؤلفه هایی تعداد انتخاب دیگر، روش
ماتریس از اگر که است ذکر به لازم است. کل واریانس متوسط مساوي یا
١ مساوي یا بزرگ تر آن ها واریانس که مؤلفه هایی شود، استفاده همبستگی

می شوند. انتخاب است،
دارند. وجود نیز جالبی شهودي روش هاي ذکرشده روش دو بر علاوه
ویژه مقادیر نمودار این در است. بازو١۵ نمودار از استفاده روش ها این از یکی
نمودار از ناحیه اي کردن مشخص با می شود. رسم i برابر در (λi) مؤلفه هر
تعیین مؤلفه ها تعداد می شود، شکسته و شده کند ناگهانی به طور آن شیب که
تابعی لگاریتم می کنند. رسم i برابر در λi لگاریتم محققان بعضی البته می شود.
روش این از استفاده بنابراین می دهد کاهش را مقیاس که است یک به یک
خواهد سودمندتر بازو نمودار از استفاده اما ندارد، بازو نمودار با چندانی تفاوت
و می شود داده نمایش بهتر نمودار شیب در ناگهانی جهش هاي چراکه بود

بود. خواهد ساده تر مؤلفه ها تعداد انتخاب بدین سان
در مطرح شده روش هاي از کدام هر است ممکن که است ذکر به لازم
از یکی محقق سلیقه و هدف نوع به بنا که دهند ارائه متفاوتی پاسخ هاي بالا

می شود. گرفته کار به متغیرها مناسب تعداد انتخاب براي روش ها این
اصلی مؤلفه هاي روش از استفاده در ضروري بسیار نکات از یکی
متغیرهاي که است بدین سان امر این اهمیت متغیرهاست. استاندارد سازي

به عنوان مثال باشند. داشته گوناگونی مقیاس هاي است ممکن اولیه توضیحی
کیلومتر، گالون، یکاهاي با متغیرهایی شامل که داده مجموعه یک به می توان
این واریانس مقدار که است بدیهی کرد. اشاره است، ... و نوري سال
متغیرهاي روي اصلی مؤلفه هاي اعمال بود. خواهد بزرگی اعداد متغیرها
بزرگی واریانس که متغیرهایی روي بر عظیمی تأثیر به منجر نشده استاندارد
به اصلی مؤلفه وابستگی به منجر می تواند خود به نوبه امر این و می شود دارند،
این حل براي البته است. نامطلوب بسیار که شود بالا واریانس داراي متغیرهاي
همبستگی ماتریس زیرا گرفت کمک نیز همبستگی ماتریس از می توان مشکل

پایاست. مقیاس واریانس-کوواریانس ماتریس برخلاف

تاوانیده  دوم توان هاي کمترین روش ٢. ٣
یا دوم توان هاي کمترین روش هاي به کارگیري از برآوردگرهاي تاوانیده
در می شود. حاصل رگرسیونی مدل بندي در درستنمایی تاوانیده ماکسیمم
نه (البته دوم درجه تابع یک بهینه سازي روش از برآوردگرها این حقیقت
این در اصلی ایده می آید. دست به تاوانیده برآوردگر یک به نسبت همیشه)
تنک مدل یک در کم اهمیت توضیحی متغیرهاي که است این برآوردگرها،
مدل از متغیرها این تاوانیده روش هاي اکثر در شود. منقبض صفر سمت به
شد خواهد مدل تفسیرپذیري شدن ساده تر موجب امر همین و می شوند خارج

.[١]
رگرسیونی مدل در معمولی دوم توان هاي کمترین روش در هدف تابع

است: زیر به صورت (١) چندگانه

min
β∈Rp

{
(y−Xβ )⊤(y−Xβ )

}
. (٢)

صفر برابر و β پارامتر بردار به نسبت (٢) عبارت هدف تابع مشتق محاسبه با
به سادگی دوم توان هاي کمترین برآوردگر حاصل، معادله حل و آن دادن قرار
می شود. کمینه β برحسب خطا روش این در به عبارت دیگر می شود. یافت
از فارغ حاصل، برآوردگر باشد، بزرگ β واقعی مقادیر اگر که است واضح
همین به و داشت خواهد β واقعی مقدار از زیادي فاصله ،β بزرگی احتساب
بسیار روش یک .[١] می یابد کاهش آن دقت و زیادشده برآورد خطاي سبب
β بزرگ مقادیر دادن تاوان مشکل، این با مقابله براي ساده تقریباً و سودمند
دوم توان هاي کمترین روش هدف تابع کردن کمینه به جاي بدین سان است

یعنی دوم تاوانیده توان  هاي کمترین روش هدف تابع

min
β∈Rp

{
(y−Xβ )⊤(y−Xβ )

}
, s.t. p(β )≤ t (٣)

صفر برابر اگر که می شود نامیده تنظیم کننده١۶ پارامتر t ≥ ٠ می شود. کمینه
کامل مدل باشد، بی نهایت اگر و است مبدأ از عرض شامل تنها مدل باشد،
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است پارامتر بردار از تابعی نیز p(β ) بود. خواهد متغیرها) تمامی حضور (با
متفاوتی تاوانیده روش هاي آن نوع به توجه با و شده نامیده تاوان١٧ تابع که
یا یک با که متغیره چند تابع یک (بیشینه) کمینه یافتن براي می شود. ایجاد
استفاده با و می شود گرفته کار به لاگرانژ روش است، مواجه محدودیت چند
:[١١] می شود بازنویسی زیر به صورت (٣) عبارت متغیره چند لاگرانژ روش از

min
β∈Rp

{
(y−Xβ )⊤(y−Xβ )+λ p(β )

}
. (۴)

نامیده تاوان١٩ پارامتر یا منظم سازي١٨ پارامتر ،λ نامنفی پارامتر (۴) عبارت در
خواهد حضور مدل در مبدأ از عرض تنها باشد، بی نهایت λ اگر می شود.
کمترین مدل و حذف شده مدل از تاوان قسمت باشد، صفر برابر اگر و داشت

شد. خواهد حاصل دوم توان هاي
یا بزرگی کنترل و می کنند ایفا مدل در یکسانی نقش t و λ اصل، در
جالب توجه است. پارامتر دو این دوش بر (تاوان) محدودیت ناحیه کوچکی

است. یکدیگر عکس پارامتر دو این رابطه که است
خطا٢٠ دوم توان زیان تابع از (۴) و (٣) عبارت دو در که است ذکر به لازم
اما است. تاوانیده دوم توان هاي کمترین روش بیانگر که است استفاده شده

به صورت تاوانیده بهینه سازي مسئله به طورکلی

β̂ = min
β∈Rp

{
L(y,Xβ )+λ p(β )

}
برازش، نیکویی براي نامنفی زیان تابع L(y,Xβ ) آن در که می شود نوشته
نیکویی بین تعادل که است منظم سازي پارامتر λ و نامنفی تاوان تابع p(β )

.[١٩] می کند برقرار را زیاد) متغیرهاي (حضور مدل پیچیدگی و برازش
می شود. پرداخته تاوانیده روش چندین معرفی به ادامه در

بریج رگرسیون ۴ .٢
آن ها نمودند. معرفی را بریج٢١ رگرسیون [١۴] فریدمن و فرانک بار نخستین
کمینه ∑p

j=١ |β j|γ ≤ t محدودیت گرفتن نظر در با را هدف تابع روش، این در
به صورت را بهینه سازي مسئله و

min
β∈Rp

{ n

∑
i=١

(yi −
p

∑
j=١

Xi jβ j)
٢ +λ

p

∑
j=١

|β j|γ
}
,

i = ١, ...,n, j = ١, ..., p

[١۴] فریدمن و فرانک البته است. نامنفی مقداري γ آن در که کردند تدوین
به لازم نگرفتند. کار به γ ممکن مقادیر تمامی براي را بهینه سازي مسئله این
متغیرها تمامی براي معمولاً بریج روش ضرایب γ > ١ ازاي به که است ذکر

هستند. صفر غیر
ازاي به زیرمجموعه بهترین رگرسیون خاص موارد شامل بریج خانواده
γ = ٢ ازاي به ستیغی رگرسیون و γ = ١ ازاي به لاسو رگرسیون ،γ = ٠

است. شده رسم مقادیر این ازاي به بریج رگرسیون ١ شکل در که می باشد
دارند، تاوانیده روش هاي از برخی که سودمندي بسیار ویژگی یک
ازاي به بریج روش بهینه سازي مسئله آن هاست. بهینه سازي مسئله بودن محدب

.[١٩] است محدب غیر γ < ١ ازاي به و محدب γ ≥ ١

ستیغی رگرسیون ۵ .٢

که روسی ریاضی دان و ژئوفیزیک متخصص تیخونوف٢٢ نیکولایویچ آندري
را تیخونوف منظم سازي می کرد، کار فیزیک در ریاضی کاربردهاي زمینه در
این او البته نمود. معرفی بدشرطیده مسائل با رویارویی براي راه حلی به عنوان
معادلات نظیر بسیاري موضوعات براي بدشرطیده مسائل بر علاوه را روش
از پس برد. کار به ریاضی فیزیک و عملکردي تحلیل توپولوژي، انتگرال،
بدین سان کرد. استفاده روش این از گسترده اي به طور فیلیپس٢٣ دیوید او
تیخونوف-فیلیپس منظم سازي عنوان تحت روش، این از منابع، از برخی در
روش یک به عنوان را ستیغی رگرسیون [١۶] هورل بار نخستین است. یادشده

شناخت. رسمیت به آمار،  در متغیر انتخاب

β̂ OLS = یعنی دوم توان هاي کمترین برآوردگر محاسبه براي
ماتریس این ولی است. X⊤X ماتریس وارون محاسبه به نیاز (X⊤X)−١X⊤y

درنتیجه و نبوده کامل رتبه p >> n سبب به بالا بعد با داده هاي مجموعه در
از X⊤X ماتریس وارون یافتن براي می توان البته بود. نخواهد وارون پذیر
به دست آمده وارون روش این در اما نمود استفاده نیز تعمیم یافته وارون روش
منحصربه فرد نیز به دست آمده پاسخ هاي آن دنبال به و نبوده منحصربه فرد
بدین و نیست کران دار ولی دارد وجود وارون اوقات گاهی بود. نخواهد
مثبتی مقدار ستیغی روش شود. استفاده دیگري روش هاي از است لازم سبب
عمل این انجام با و می افزاید X⊤X ماتریس اصلی قطر درایه هاي به را λ مانند
داده ها تحریف موجب امر این البته یافت. به سادگی را ماتریس وارون می توان
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روزبه٧۴ مهدي و معنوي منیره رگرسیونی تحلیل روش هاي

β1

β2γ=0
γ=1
γ=2

بریج. محدودیت ناحیه :١ شکل

روش مزیت بزرگ ترین است. روش این بزرگ معایب از یکی که می شود
مهمی سؤال است. X⊤X + λ Ip ماتریس همیشگی وارون پذیري ستیغی
وارون ستیغی، روش در چرا که است این می آید، پیش قسمت این در که
منفرد٢۴ مقادیر تجزیه از سؤال این به پاسخ براي است؟ قابل محاسبه همیشه
داراي غیرمربعی ماتریس هاي حتی ماتریسی هر می کنیم. استفاده ماتریس  ها
دیگر ماتریس سه به را ماتریس یک روش این هستند. منفرد مقادیر تجزیه
G = UDV به صورت می توان را G ماتریس به عنوان مثال می کند. تجزیه
قطري ماتریس D و متعامد ماتریس هاي V و U نمود. به طوري که تجزیه
قطري  به صورت V = U⊤ آنگاه باشد، متقارن G ماتریس اگر البته است.
SVD تجزیه داراي نیز X⊤X ماتریس ترتیب همین به .[٢۶] است متعامد٢۵
قطري پذیر متعامد به صورت نتیجه در است متقارن ماتریس این طرفی از است.

به صورت را ماتریس این می توان بنابراین است.

X⊤X = VDV⊤

آن قطر روي عناصر که است قطري ماتریس یک D آن در که نوشت،
ستون هاي که است متعامد ماتریس  V و بوده X⊤X ماتریس ویژه ي مقادیر
مثبت معین نیمه X⊤X ماتریس دیگر سوي از است. X⊤X ویژه بردارهاي آن

زیرا است

∀z ̸= ٠, z⊤X⊤Xz = (Xz)⊤(Xz) = ||Xz||٢ ≥ ٠

نمایش با اکنون هستند. صفر مساوي یا بزرگ تر قطري عناصر جهت همین به
X⊤X+λ Ip که است واضح VDV⊤+Vλ IpV⊤ به  صورت X⊤X+λ Ip

بنابراین است. متعامد قطري 

X⊤X+λ Ip = V(D+λ Ip)V⊤

بزرگ تر است) λ > ٠ این که به توجه (با آن ویژه  مقادیر تمام  به طوري که
مربوطه ماتریس باشند، صفر مخالف ویژه مقادیر تمام که زمانی و صفرند از

است: زیر به صورت ستیغی روش بهینه سازي مسئله است. وارون پذیر

min
β∈Rp

{
(y−Xβ )⊤(y−Xβ )+λβ⊤β

}
= min

β∈Rp

{ n

∑
i=١

(yi −
p

∑
j=١

xi jβ j)
٢ +λ

p

∑
j=١

β ٢
j

}
ستیغی٢۶ پارامتر ،λ به می باشد. ∑p

j=١ β ٢
j ستیغی روش تاوان تابع آن در که

بهینه سازي مسئله می دهند. نمایش نیز k با را آن برخی و می شود گفته نیز
است. محققین موردعلاقه بدین سان و است محدب ستیغی روش

متغیر دو تنها وجود فرض با ستیغی روش از بصري درك یافتن براي
به صورت محدودیت ناحیه رگرسیونی مدل در توضیحی

β ٢
١ +β ٢

٢ ≤ t (۵)

شعاع و مختصات مبدأ مرکز به دایره اي معادله نشان دهنده (۵) عبارت است.
است. دایره یک محدودیت ناحیه  ي بنابراین می باشد. √t

24Singular value decomposition(SVD)
25Orthogonal diagonalization
26Ridge parameter
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β̂OLS

β̂RIDGE

RSS

β1

β2

ستیغی. محدودیت ناحیه :٢ شکل

RSS برخورد محل است. تاوان ناحیه  رنگ زرد دایره ٢ شکل در
دایره، با دوم توان هاي کمترین روش باقی مانده ها) دوم توان هاي (مجموع
بر نقطه این کردن عمود با می دهد. نمایش را ستیغی برآوردگر مختصات
می شود. حاصل β̂٢ عمودي، محور بر آن کردن عمود با و β̂١ افقی، محور
اما هستند پایدار آن تولیدي ضرایب که است پیوسته فرآیندي ستیغی روش
یافتن مقابل در اریبی مقداري پذیرفتن که می دهد ارائه اریب برآوردهایی

می رسد. نظر به معقول قابل اطمینان تر پاسخی

مقدار هرچه می کند، منقبض صفر سمت به را ضرایب ستیغی روش
و داشته بیشتري انقباض شده برآورد ضرایب باشد بیشتر ستیغی پارامتر
این نمی رسند صفر به نیز بی نهایت در حتی هیچ گاه ولی می شوند کوچک تر
به البته می دهد. رخ ستیغی) روش تاوان (ناحیه دایره خاصیت سبب به امر
بدین سان نمی رسند. صفر به شده برآورد ضرایب هیچ گاه نیز p > ٢ ازاي
ارائه تفسیر قابل مدل هاي بالا، بعد داده هاي براي روش این به کارگیري

نیست. تنک روش این و نمی دهد

لاسو رگرسیون ۶ .٢

ایده شد. پیشنهاد ١٩٩۶ سال در تیبشیرانی٢٨ رابرت توسط لاسو٢٧ رگرسیون
بهینه سازي مسئله .[٢٣] بود ٢٩ برایمن لئو جالب پیشنهاد از برگرفته لاسو اولیه

به صورت دارد، نام گروتی٣٠ که برایمن نامنفی

n

∑
i=١

(
yi −

p

∑
j=١

c jβ̂ jx ji

)٢

c j ≥ ٠, ∑
j

c j ≤ s

کاهش با است. دوم توان هاي کمترین اولیه برآوردگر β̂ j آن در که است
از برخی گروتی روش می شود. محدود گروتی منظم سازي) (پارامتر s

روش این بنابراین می کند. منقبض را آن ها مابقی و می کند حذف را متغیرها
همچنین و است پایدار نسبتاً روش این می دهد. ارائه تفسیر قابل مدل هاي
داده هاي و واقعی داده هاي روي [٩] برایمن مطالعات .[٢٣] پایاست مقیاس
رگرسیون با مقایسه در گروتی پیش  گویی خطاي که داد نشان شبیه سازي شده
است، ستیغی رگرسیون با پایاپاي رقابتی در و است کمتر زیرمجموعه بهترین
وابستگی دارد. صفر غیر کوچک بسیار ضرایب واقعی مدل که زمانی به جز
است بزرگی نقص دوم توان هاي کمترین برآورد مقدار و علامت به گروتی
بدین جهت است. آورده ارمغان به را روش این به محققان بی اعتمادي که
متغیرها که زمانی یا و هستیم مواجه بالا بعد داده هاي با که زمانی گفت می توان
و دارد ضعیفی عملکرد دوم توان هاي کمترین برآوردهاي همبسته اند، بسیار
حالی در این نیست. مورداطمینان و داشته ضعیفی عملکرد نیز گروتی آن به تبع
کمترین برآوردگرهاي از مستقیم استفاده از گروتی برخلاف لاسو که است

به صورت لاسو بهینه سازي مسئله می کند. اجتناب دوم توان هاي

min
β∈Rp

{ n

∑
i=١

(yi −
p

∑
j=١

xi jβ j)
٢ +λ

p

∑
j=١

|β j|
}
,

27Lasso
28Robert Tibishirani
29Leo Breiman
30Garrote



روزبه٧۶ مهدي و معنوي منیره رگرسیونی تحلیل روش هاي

برنامه ریزي مسئله یک بالا بهینه سازي مسئله حل براي [٢٣] تیبشیرانی است.
به طور محدودیت این است. به کاربرده خطی نابرابري محدودیت با دوم درجه
قابل مدل هاي ازاین رو و دارد هستند، صفر که ضرایبی تولید به تمایل طبیعی
تولید پیوسته و اریب پایدار، برآوردگرهاي لاسو روش می دهد. ارائه تفسیر
ناپایداري و است پیوسته داده ها روي تولیدشده برآوردگر یعنی .[٢٣] می کند

کوچک ترین ایجاد با یعنی مدل، در ناپایداري می دهد. کاهش را مدل در
کاهش نتایج دقت و شد خواهد متفاوت بسیار مدل انتخاب نتیجه تغییراتی
است. انقباضی٣١ قدرمطلق کمترین و انتخاب عملگر معنی به لاسو میابد.
ویژگی دو هر سبب بدین می کند. صفر را بقیه و منقبض را ضرایب برخی لاسو

می کند. حفظ را ستیغی و زیرمجموعه انتخاب رگرسیون خوب

β̂OLS

β̂LASSO

RSS

β1

β2

لاسو. محدودیت ناحیه :٣ شکل

متغیر دو تنها وجود فرض با لاسو روش از بصري درك یافتن براي
به صورت محدودیت ناحیه رگرسیونی، مدل در توضیحی

|β١|+ |β٢| ≤ t

زرد لوزي ٣ شکل در است. لوزي یک محدودیت ناحیه آن، رسم با که است
با دوم توان هاي کمترین روش RSS برخورد محل است. تاوان ناحیه  رنگ
نقطه این کردن عمود با می دهد. نمایش را لاسو برآوردگر مختصات لوزي،
می شود. حاصل β̂٢ عمودي، محور بر آن کردن عمود با و β̂١ افقی، محور بر
٣ شکل (همانند باشد، لوزي گوشه هاي از یکی روي دقیقاً برخورد محل اگر
شد، ذکر که همان طور می شود. صفر دیگري و انتخاب شده متغیر یک تنها (
از برخی لوزي) داشتن گوشه و (لوزي تاوان ناحیه نوع سبب به لاسو روش در
چون که کرد استدلال می توان دیگر منظر از می شوند. صفر برابر دقیقاً متغیرها
از بزرگ تري مقادیر است، ناپذیر مشتق صفر نقطه در لاسو روش تاوان تابع
نتیجه در و می گردد مدل در تأثیر کم پیشگوي متغیرهاي حذف به منجر λ

.[٣] می گیرد انجام هم زمان به صورت متغیر انتخاب و پارامتر برآورد عمل

ارتجاعی شبکه روش ٢. ٧

[٢٧] هستی و ژو توسط است ستیغی و لاسو روش از ترکیبی که روش این
همخطی مشکلات هم زمان تعدیل براي را روش این آن ها شد. معرفی

کردند. مطرح مدل، بودن ناپذیر تفسیر و چندگانه

به صورت بهینه سازي مسئله

min
β∈Rp

{ n

∑
i=١

(yi −
p

∑
j=١

Xi jβ j)
٢ +λ١

p

∑
j=١

|β j|+λ٢

p

∑
j=١

β ٢
j

}

یافتن طبیعتاً که داراست را λ٢ و λ١ تاوان پارامتر دو ارتجاعی٣٢ شبکه روش
یک تنها که روش هایی به نسبت روش این تاوان پارامتر دو براي مناسب مقدار
این یکی و بود خواهد سخت تر و دشوارتر به مراتب امري دارند، تاوان پارامتر

است. محدب روش، این تاوان تابع می شود. محسوب روش این معایب از
31Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)
32Elastic Net



٩٠ -۶٩ ص ،۴٩ پیاپی شماره ،١٣٩٩ تابستان و بهار اول، شماره پنجم و بیست سال آماري، ٧٧اندیشه

اسکد روش ٢. ٨
[١٣] توسط آن تاوان تابع که را اسکد٣٣ روش از استفاده [١٢] لی و فن
است: زیر به صورت آن ها پیشنهادي تاوان تابع کردند. پیشنهاد بود، ارائه شده

Pλ (β j) =



λ |β j| اگر |β j| ≤ λ ;

−(
|β j|٢ −٢aλ |β j|+λ ٢

٢(a−١)
) اگر λ < |β j| ≤ aλ ;

(a+١)λ ٢

٢ اگر |β j|> aλ

روش این دشواري سبب امر همین که هستند روش این تاوان پارامتر دو a و λ

و نااریب روش این برآوردهاي می دهند.) نمایش نیز γ با را a (پارامتر است.
به می شوند. خارج مدل از تأثیر کم  متغیرهاي نیز روش این در هستند. پیوسته
غیرمحدب روش این بزرگ عیوب از یکی است. تنک روش این ساده تر بیان

به عنوان را a = ٣٫٧ مقدار [١٢] لی و فن است. آن بهینه سازي مسئله بودن
در نمودند. پیشنهاد روش این بهینه سازي مسئله حل براي مناسب مقداري

شده اند. رسم هم زمان به طور اسکد و ستیغی لاسو، روش تاوان تابع ۴ شکل

اسکار روش ٢. ٩
وجود صورت در روش این کردند. منتشر را اسکار٣۴ روش [٨] ریچ و باندل

است. زیر به صورت روش این تاوان ناحیه دارد. خوبی عملکرد هم خطی

minβ∈Rp

{
∑n

i=١

(
yi −∑p

j=١ Xi jβ j

)٢

+λ

(
∑p

j=١ |β j|+ c∑ j<k max{|β j|, |βk|}

)}
c ≥ ٠.
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اسکد. و ستیغی لاسو، روش سه تاوان تابع :۴ شکل

باعث ∑p
j=١ |β j| تاوان است. تنظیم کننده ثابت یک c پارامتر آن در که

می شود. ضرایب تساوي باعث ∑ j<k max{|β j|, |βk|} تاوان همچنین و تنکی
ناحیه ۵ شکل در موجود هشت ضلعی است. محدب نیز روش این هدف تابع

است. روش این تاوان

خانواده ي تاوانیده٣۵ دوم توان هاي کمترین برآوردگرهاي خانواده ي
مقاله این در موارد این تمامی ذکر و توصیف که است برآوردگرها از وسیعی

نمی گنجد.

تاوان پارامتر به آن ها وابستگی تاوانیده، روش هاي بزرگ معایب از یکی
همراه به را واریانس کاهش و اریبی افزایش تاوان، پارامتر افزایش است.
روش هاي در امر این که شده محدودیت ناحیه  بزرگی باعث همچنین دارد.
است ممکن حتی بدین سان می شود. فراوانی متغیرهاي حذف به منجر تنک

متغیرها تمامی بی نهایت در به طوري که شود حذف مدل از پراهمیت متغیرهاي
افزایش و اریبی کاهش نیز پارامتر، این کاهش می کند. خارج مدل از را
محدودیت ناحیه کوچکی باعث همچنین می آورد. ارمغان به را واریانس
باقی مدل در زیادي کم اهمیت متغیرهاي است ممکن بدین جهت می شود.

33Smoothly Clipped Absolute Devaition (SCAD)
34Octagonal shrinkage and clustering algorithm for regression (OSCAR)
35The penalized least squares(PLS) family
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β1

β2

اسکار. محدودیت ناحیه :۵ شکل

روش معادل دقیقاً تاوانیده روش پارامتر این براي صفر انتخاب با بمانند.
مهم بسیار نکات از یکی منظور بدین بود. خواهد دوم توان هاي کمترین
از منظور است. تاوان پارامتر براي مناسبی مقدار تعیین تاوانیده روش در
نماید، برقرار واریانس و اریبی بین توازنی که است مقداري مناسب، مقدار
این تعیین براي برساند. ممکن مقدار کمترین به را مدل RSS به طوري که
آکائیکه بیز٣٧، اطلاع آکائیکه٣۶، اطلاع معیار نظیر روش هایی بهینه مقدار
رایج  ترین اخیراً دارد. وجود ... و اعتبارسنجی٣٨ مالوس، Cp تصحیح شده،
است. اعتبارسنجی روش پارامتر، این محاسبه ي براي محققان میان در روش
دقت میزان آزمون و بهینه مقدار هم زمان محاسبه ي روش، این محبوبیت دلیل

می باشد. آن

تاوان تابع ٢. ١٠
این واقعیت اما شد. بیان به اختصار تاوانیده روش هاي از برخی قبل بخش در
روش ایجاد به منجر کدام هر که دارد وجود فراوانی تاوان توابع که است
که است این می آید، پیش قسمت این در که مهمی سؤال می شوند. جدیدي
یک مطلوب ویژگی هاي این که یا و هستند موردپسند تاوان توابع این از کدام
دادند. پاسخ سؤال ها این به مقاله اي انتشار با [١٢] لی و فن چیست؟ تاوان تابع
شرح به که مهم ویژگی سه هم زمان باید مطلوب تاوان تابع یک آن ها نظر از

باشد. دارا را است، ذیل
است کوچک مقدارشان که ضرایبی باید موردنظر تاوان تابع تنکی: .١

افزایش و پیچیدگی کاهش به منجر امر همین دهد. قرار صفر برابر را
شد. خواهد مدل تفسیرپذیري

شود، نااریب برآوردي ایجاد به منجر باید موردنظر تاوان تابع نااریبی: .٢

یعنی

E(β̂ ) = β

و پایدار روشی ایجاد به منجر موردنظر توان تابع  پیوستگی: .٣

شود. پیوسته برآوردگرهایی

دارند، متغیر انتخاب رویه که تاوانیده روش در مهم بسیار موارد از دیگر یکی
کنند. شناسایی را متغیرها واقعی و درست زیرمجموعه بتوانند که است این
می شود شناخته پیشگویی٣٩ خاصیت عنوان تحت الهام بخش، خاصیت این

شد. مطرح [١٢] لی و فن توسط بار نخستین براي که
داده هاي براي عمل در خاصیت این بررسی که است ذکر به لازم

است. امکان پذیر شبیه سازي شده
آن ها تاوان تابع که روش هایی مطرح شده، روش هاي تمامی میان در
بهینه سازي مسائل در می شود اثبات چراکه است. موردپسندتر است، محدب

است. معادل مطلق (ماکزیمم) مینیمم با نسبی (ماکزیمم) مینیمم محدب۴٠،

اصلاح شده تاوانیده روش ٢. ١١
مقدار انتخاب نظیر معایبی داراي تاوانیده روش هاي شد مطرح که همان طور
به دارد، برآورد نتیجه ي در مهمی نقش که است ... و تاوان پارامتر بهینه ي
می شود. قابل توجهی بی ثباتی به منجر تاوان پارامتر بزرگ مقادیر که معنی این
روش هاي و انجام شده تحقیقات تمامی باوجود تاوان پارامتر مقدار انتخاب
کامل به طور هنوز ریاضی و آمار رشته هاي محققین توسط پیشنهادشده متنوع
دقیق تر روش هاي معرفی و بیشتر تلاش براي عرصه همچنان و است حل نشده

36Akaike information criterion (AIC)
37Bayesian information criterion (BIC)
38Cross-validation(CV)
39Oracle property
40Convex optimazation
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در به دست آمده برآورد زیرا دارد. وجود مقدار بهینه ترین انتخاب به منظور
دارد. مجهول تاوان پارامتر به زیادي وابستگی تاوانیده روش هاي

عدم می آورد ارمغان به ما براي بالا بعد داده ي که بنیادینی مشکل واقع در
ماتریس است. آن بودن بدشرطیده۴١ سبب به X⊤X ماتریس وارون پذیري
این با مقابله براي شکل همین به است. بزرگی شرطی۴٢) عدد داراي بدشرطیده
ماتریس یک به شرطی عدد کاهش با X⊤X ماتریس است کافی تنها مشکل
از مثبت ضریبی که است کافی سبب همین به شود. تبدیل خوش شرطیده۴٣
کنترل به منظور تاوان، عبارت به عنوان هدف تابع به X⊤X ماتریس شرطی عدد
و ذکرشده موارد از استفاده با بنابراین می شود. افزوده ماتریس حالت عدد
اصلاح شده نوع می توان [٢٢] همکاران و روزبه پیشنهادي روش از استفاده

به صورت را (۴) بهینه سازي مسئله

min
β∈Rp

{
(y−Xβ )⊤(y−Xβ )+MK (X⊤X)

}
,

شرطی عدد K (X⊤X) و شده نامیده تاوان پارامتر M ≥ ٠ آن در که نوشت،
روش هاي دردسرهاي از رهایی موجب روش این اعمال است. X⊤X ماتریس
نیز هم خطی با مقابله براي روش این نیست. تنک متأسفانه اما می شود،  تاوانیده

بود. خواهد سودمند

شبیه سازي مطالعه ٣

بیان شده روش هاي کاربرد و بررسی به شبیه سازي مطالعه یک در بخش این در
توضیحی متغیر ١٠٠ همراه به ۵٠ اندازه با نمونه اي مطالعه این در می پردازیم.

مدل از

y = Xβ + ε

از پارامترها بردار تولید براي تولیدشده اند.

β١ = (−١٫۵,٢,٢٫۵,۴,−٣,۵)⊤, β٢ ∼ N(٠,٠٫٠١),

از طرح ماتریس تولید براي

X ∼ Np(µ,I), µ = (٠, . . . ,٠)⊤p×١

از خطا تولید براي و

ε ∼ N(٠,١)

استفاده نیازمند مثال این در به کاررفته روش هاي از برخی در شد. استفاده
آموزش مجموعه روش ها این تمام در هستیم. متقابل اعتبارسنجی روش از
روش از اول گام در است. گرفته شده نظر در ٪٣٠ آزمون مجموعه و ٪٧٠

است. خلاصه شده ١ جدول در آن نتایج که می شود استفاده اصلی مؤلفه هاي
٪٧١ مؤلفه ٢١ ازاي به تغییرات، ٪۶٢ مؤلفه ١٧ ازاي به ١ جدول به توجه با
قابل تغییرات، ٪٩٠ مؤلفه ٣۴ ازاي به تغییرات، ٪٨٠ مؤلفه ٢۶ ازاي به تغییرات،
واریانس توسط تغییرات درصد ١٠٠ بعد به چهل وهشتم مؤلفه از و بوده توجیه
داده شده نمایش ۶ شکل در آن لگاریتم و بازو نمودار می شود. توجیه کل
می شود. تعیین مؤلفه ۴٩ لگاریتم نمودار و نمودار این با مؤلفه ها تعداد است.
نمودارهاي ٨ و ٧ شکل در می کنیم استفاده تاوانیده روش هاي از ادامه در
مختلف تاوانیده پارامترهاي ازاي به ضرایب برآورد و اعتبارسنجی به مربوط
به لاسو روش اعتبارسنجی نمودار در است. مشهود لاسو و ستیغی روش با
به آن مقدار لاسو روش در و کرده کمینه MSEرا مقدار ٠٫١٠٩٧ مقدار ازاي
راست سمت نمودارهاي فوقانی قسمت در است. شده کمینه ٢٣٫١٠١٣ ازاي
λ مختلف مقادیر ازاي به موجود صفر غیر ضرایب تعداد ٨ و ٧ شکل هاي
غیر ضرایب تعداد λ میزان افزایش با که است واضح که است داده شده نمایش
ضرایب برآورد ستیغی روش در درحالی که می یابد کاهش لاسو روش صفر
نمودار بود. نخواهند صفر با معادل دقیقاً ولی می شوند نزدیک صفر به بسیار
است. داده شده نمایش ٩ شکل در ارتجاعی شبکه روش براي اعتبارسنجی
مختلف مقادیر ازاي به ارتجاعی شبکه روش به ضرایب برآورد نمودارهاي
توجه با است. شده رسم ١٢ شکل در یکسان دلخواه پارامتر بردار و α پارامتر
مدل از بیشتري متغیرهاي α میزان افزایش با که است بدیهی شکل ها این به
مقادیر ازاي به SCAD روش به ضرایب برآورد نمودارهاي می شوند. خارج
است. شده رسم ١٠ شکل در یکسان دلخواه پارامتر بردار و a پارامتر مختلف
مقدار ازاي به λ پارامتر بهینه مقدار یافت براي متقابل اعتبارسنجی نمودار
در است. داده شده نشان ١١ شکل در a پارامتر براي [١٢] لی و فن پیشنهادي

است. گزارش شده مورداستفاده روش هاي نتایج ٢ جدول

واقعی داده مطالعه ي ۴

داده هاي از بالا بعد با واقعی داده مجموعه یک بررسی به منظور بخش این در
شناخته نیز B2 ویتامین به عنوان که ریبوفلاوین می شود. استفاده ریبوفلاوین

از هستند. آب در محلول همه که است B ویتامین هاي از یکی می شود،
این انتخاب دلیل است. زنده موجود حیات براي لازم ویتامین هاي مهم ترین
در موجود فلاوینی حلقه وجود از ناشی که است ویتامین این زرد رنگ نام،
به دارد، وجود غذاها برخی در طبیعی به طور ریبوفلاوین می باشد. آن ساختمان

41Ill-condition
42Condition number
43Well-condition
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شبیه سازي شده. داده هاي براي اصلی مؤلفه هاي روش نتایج :١ جدول

واریانس تجمعی نسبت واریانس نسبت مؤلفه  واریانس تجمعی نسبت واریانس نسبت مؤلفه 
١ ١٫۵٨۶١٧−١٠×٩ پنجاه ویکم مؤلفه ٠٫٠۵۵۶ ٠٫٠۵۵۶ اول مؤلفه
١ ١٧−١٠×١٫٣٠٩٩ پنجاه ودوم مؤلفه ٠٫١٠۴٨ ٠٫٠۴٩١ دوم مؤلفه
١ ۶٫۵١٨−١٠×٣٣٠ پنجاه وسوم مؤلفه ٠٫١۵٠٠ ٠٫٠۴۵١ سوم مؤلفه
١ ۴١٨−١٠×٫٣٨٢١ پنجاه وچهارم مؤلفه ٠٫١٩٣۶ ٠٫٠۴٣۶ چهارم مؤلفه
١ ٣٫۵۵١٨−١٠×٧٩ پنجاه وپنجم مؤلفه ٠٫٢٣۵٧ ٠٫٠۴٢٠ پنجم مؤلفه
١ ٣٫٢٩٠۴×١٨−١٠ پنجاه وششم مؤلفه ٠٫٢٧۵٩ ٠٫٠۴٠١ ششم مؤلفه
١ ٣٫٢۴١٨−١٠×٩٠ پنجاه وهفتم مؤلفه ٠٫٣١۵۶ ٠٫٠٣٩۶ هفتم مؤلفه
١ ٣٫٠۶١٨−١٠×١٩ پنجاه وهشتم مؤلفه ٠٫٣۵٢١ ٠٫٠٣۶۴ هشتم مؤلفه
١ ٢٫٠٨۶۴×١٨−١٠ پنجاه ونهم مؤلفه ٠٫٣٨۶٠ ٠٫٠٣٣٩ نهم مؤلفه
١ ١٨−١٠×١٫٩٩٢٠ شصتم مؤلفه ٠٫۴١٩٩ ٠٫٠٣٣٨ دهم مؤلفه
١ ١٫٩٢٣۶×١٨−١٠ شصتم و یکم مؤلفه ٠٫۴۵٣٣ ٠٫٠٣٣۴ یازدهم مؤلفه
١ ١٨−١٠×١٫٧٨١٢ شصتم و دوم مؤلفه ٠٫۴٨۴٢ ٠٫٠٣٠٨ دوازدهم مؤلفه
١ ١٫٧۶٨۶×١٨−١٠ شصتم و سوم مؤلفه ٠٫۵١۴۴ ٠٫٠٣٠٢ سیزدهم مؤلفه
١ ١٫۶٩۴١٨−١٠×٠ شصتم وچهارم مؤلفه ٠٫۵۴٣٧ ٠٫٠٢٩٣ جهاردهم مؤلفه
١ ١٫۶٨۵۶×١٨−١٠ شصتم وپنجم مؤلفه ٠٫۵٧١۶ ٠٫٠٢٧٨ پانزدهم مؤلفه
١ ١٨−١٠×١٫١٩٧٩ شصتم وششم مؤلفه ٠٫۵٩٨١ ٠٫٠٢۶۴ شانزدهم مؤلفه
١ ١٫٠۴١٨−١٠×٩١ شصتم وهفتم مؤلفه ٠٫۶٢۴٢ ٠٫٠٢۶١ هفدهم مؤلفه
١ ١٨−١٠×١٫٠٣٨١ شصتم وهشتم مؤلفه ٠٫۶۴٩١ ٠٫٠٢۴٨ هجدهم مؤلفه
١ ١٩−١٠×٩٫٩٨٩٣ شصتم ونهم مؤلفه ٠٫۶٧٢١ ٠٫٠٢٣٠ نوزدهم مؤلفه
١ ٩٫۶١٩−١٠×٠٣٨ هفتادم مؤلفه ٠٫۶٩۴۵ ٠٫٠٢٢۴ بیستم مؤلفه
١ ٨٫٩١۵١٩−١٠×٧ هفتادویکم مؤلفه ٠٫٧١۵٣ ٠٫٠٢٠٨ بیست و یکم مؤلفه
١ ٧٫٣٧٧۴×١٩−١٠ هفتادودوم مؤلفه ٠٫٧٣۶٠ ٠٫٠٢٠۶ بیست ودوم مؤلفه
١ ۶١٩−١٠×٫٢٩١٢ هفتادوسوم مؤلفه ٠٫٧۵۵٢ ٠٫٠١٩٢ بیست وسوم مؤلفه
١ ۶١٩−١٠×٫٢٩١١ هفتادوچهارم مؤلفه ٠٫٧٧٣٢ ٠٫٠١٧٩ بیست وچهارم مؤلفه
١ ٢٫٣٩٠۴×١٩−١٠ هفتادوپنجم مؤلفه ٠٫٧٩٠٠ ٠٫٠١۶٧ بیست وپنجم مؤلفه
١ ١٫٨۵١٩−١٠×٨٧ هفتادوششم مؤلفه ٠٫٨٠۶٣ ٠٫٠١۶٢ بیست وششم مؤلفه
١ ١٫٧٧۴١٩−١٠×٠ هفتادوهفتم مؤلفه ٠٫٨٢١۶ ٠٫٠١۵٢ بیست وهفتم مؤلفه
١ ١٩−١٠×١٫٣٠٨٩ هفتادوهشتم مؤلفه ٠٫٨٣۶٣ ٠٫٠١۴٧ بیست وهشتم مؤلفه
١ ۵٢٠−١٠×٫٣٨٩٩ هفتادونهم مؤلفه ٠٫٨۴٩٩ ٠٫٠١٣۵ بیست ونهم مؤلفه
١ ٢٫۴٠٣۴×٢٠−١٠ هشتادم مؤلفه ٠٫٨۶٢٧ ٠٫٠١٢٧ سی ام مؤلفه
١ ٠ هشتادویکم مؤلفه ٠٫٨٧۵٠ ٠٫٠١٢٢ سی  ویکم مؤلفه
١ ٠ هشتادودوم مؤلفه ٠٫٨٨۶٩ ٠٫٠١١٩ سی  ودوم مؤلفه
١ ٠ هشتادوسوم مؤلفه ٠٫٨٩٧٨ ٠٫٠١٠٨ سی  وسوم مؤلفه
١ ٠ هشتادوچهارم مؤلفه ٠٫٩٠٨٢ ٠٫٠١٠۴ سی  وچهارم مؤلفه
١ ٠ هشتادوپنجم مؤلفه ٠٫٩١٧٨ ٠٫٠٠٩۶ سی  وپنجم مؤلفه
١ ٠ هشتادوششم مؤلفه ٠٫٩٢٧٠ ٠٫٠٠٩٢ سی  وششم مؤلفه
١ ٠ هشتادوهفت مؤلفه ٠٫٩٣۶٠ ٠٫٠٠٨٩ سی  وهفتم مؤلفه
١ ٠ هشتادوهشتم مؤلفه ٠٫٩۴۴۶ ٠٫٠٠٨۶ سی  وهشتم مؤلفه
١ ٠ هشتادونهم مؤلفه ٠٫٩۵٢٢ ٠٫٠٠٧۶ سی  ونهم مؤلفه
١ ٠ نود مؤلفه ٠٫٩۵٩٧ ٠٫٠٠٧۴ چهلم مؤلفه
١ ٠ نودویکم مؤلفه ٠٫٩۶۶٣ ٠٫٠٠۶۵ چهل و یکم مؤلفه
١ ٠ نودودوم مؤلفه ٠٫٩٧٢۶ ٠٫٠٠۶٣ چهل و دوم مؤلفه
١ ٠ نودوسوم مؤلفه ٠٫٩٧٨٢ ٠٫٠٠۵۵ چهل و سوم مؤلفه
١ ٠ نودوچهارم مؤلفه ٠٫٩٨٣٣ ٠٫٠٠۵٠ چهل و چهارم مؤلفه
١ ٠ نودوپنجم مؤلفه ٠٫٩٨٧۶ ٠٫٠٠۴٢ چهل وپنجم مؤلفه
١ ٠ نودوششم مؤلفه ٠٫٩٩١۶ ٠٫٠٠٣٩ چهل وششم مؤلفه
١ ٠ نودوهفتم مؤلفه ٠٫٩٩۵١ ٠٫٠٠٣۵ چهل وهفتم مؤلفه
١ ٠ نودوهشتم مؤلفه ٠٫٩٩٧٩ ٠٫٠٠٢٨ چهل وهشتم مؤلفه
١ ٠ نودونهم مؤلفه ١ ٠٫٠٠٢٠ چهل ونهم مؤلفه
١ ٠ صدم مؤلفه ١ ٢٫٠٠۵۵×١٧−١٠ پنجاهم مؤلفه



روزبه٨٢ مهدي و معنوي منیره رگرسیونی تحلیل روش هاي

−10 −5 0 5 10

10
15

20
25

30
35

40
45

log(Lambda)

M
ea

n−
S

qu
ar

ed
 E

rr
or

54 53 50 43 34 18 1 0 0 0 0 0 0 0

−10 −5 0 5 10
−

2
0

2
4

Log Lambda

C
oe

ffi
ci

en
ts

77 53 7 0 0
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Regularization Parameter
0.0929881551823848
0.115788580220952
0.144179603125663
0.179532022223659
0.223552751602623

0.278367235717118
0.346622071816541
0.431612795093767
0.537442996380373
0.669222455037652

0.833313853455914
1.03763998523103
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1.60887718402946
2.00336918743328

2.49458948202948
3.1062555633218
3.86790038768936
4.81629830646927
5.99724063492653

ارتجاعی. شبکه روش به شبیه سازي شده داده هاي براي اعتبارسنجی نمودار :٩ شکل
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.SCADروش به مختلف تاوان پارامترهاي به ازاي شبیه سازي شده داده هاي ضرایب برآورد نمودار :١٢ شکل

شبیه سازي شده داده هاي براي تاوانیده روش هاي نتایج جدول :٢ جدول

خطا مربعات مجموع صفر غیر ضرایب تعداد تاوان پارامتر بهینه مقدار روش
١٩٣٫١٣٠٩ ١٠٠ ٢٣٫١٠١٣ ستیغی
٢٢٫٣١۵٧ ٢٨ ٠٫١٠٩٧ لاسو
۵٣٫٨٧۵٩ ۵۶ α = ١,λ = ٠٫٠٩٢٩٨ ارتجاعی شبکه

۴١٫٩١۴٠۵ ۶ a = ٣٫٧,λ = ٠٫۵٠۶٧ اسکد
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غذایی رژیم مکمل یک به عنوان و می شود اضافه غذایی محصولات از بعضی
اصلی، کوآنزیم دو اساسی اجزاي از یکی ویتامین این است. دسترس در
است. (FAD) دینوکلئوتید آدنین فلاوین و (FMN) مونونوکلئوتید فلاوین
نمو، و رشد سلولی، عملکرد انرژي، تولید در عمده اي نقش ها کوآنزیم این
ریبوفلاوین این، بر علاوه دارند. استروئیدها و داروها چربی ها، متابولیسم و
می کند. کمک خون در اسیدآمینه یک هموسیستئین، طبیعی سطح حفظ به
لبنیات سبزیجات، گوشتی، مواد مصرف از پس ریبوفلاوین درصد بیشترین
توسط موجود غلات سبوس و حبوبات تخمه ها، و مغزها در کمتر مقداري و
مقدار و جذب کوچک روده توسط ریبوفلاوین بیشتر می شود. دریافت بدن
دفع بدن از ادرار طریق از مابقی و ذخیره شده کلیه ها و قلب کبد، در کمی
اندازه گیري به طورمعمول سالم افراد در ریبوفلاوین وضعیت شد. خواهد
ویتامین این وفور) (یا کمبود تشخیص و مشکل بروز صورت در اما نمی شود.
شده دفع ریبوفلاوین میزان بررسی یا و خون قرمز گلبول هاي بررسی طریق از
موردنیاز ریبوفلاوین میانگین میزان شد. خواهد اندازه گیري ادرار طریق از
یا باردار زنان براي و بزرگ سالان براي میلی گرم ١٫٣ تا ١٫١ بین روزانه بدن
غذایی رژیم بدن در ریبوفلاوین کمبود علت شایع ترین می باشد. ١٫۶ شیرده
نقص دچار که افرادي در می تواند هم چنین ریبوفلاوین کمبود است. نامناسب
از مناسب استفاده از مانع چراکه شود، ایجاد هستند کبدي فعالیت هاي در
موجود R نرم افزار “hdi” نرم افزاري بسته در داده ها این می شود. ویتامین ها
است. ریبوفلاوین تولید نرخ لگاریتم پاسخ متغیر داده  مجموعه این در است.
نشان دهنده کدام هر که بوده توضیحی متغیر ۴٠٨٨ داراي داده مجموعه این

است. ژن ها سطح لگاریتم
نمودار می کنیم. استفاده اصلی مؤلفه روش از ابتدا داده ها این تحلیل براي
روش هاي از ادامه در است. قابل مشاهده ١٣ شکل در حاصل بازو لگاریتم
جریمه پارامتر تعیین براي می کنیم. استفاده تاوانیده دوم توان هاي کمترین
به عنوان داده ها ٪٧٠ گرفتن نظر در با ١٠-سطحی متقابل اعتبارسنجی روش از
نمودارهاي می شود. استفاده آزمون مجموعه به عنوان ٪٣٠ و آموزش مجموعه
مختلف تاوانیده پارامترهاي ازاي به ضرایب برآورد و اعتبارسنجی به مربوط
به ستیغی روش اعتبارسنجی نمودار در است. مشهود لاسو و ستیغی روش با
مقدار لاسو روش در و کرده کمینه را MSE مقدار ۶٫۴٠٩۵٣۶ مقدار ازاي
نمودارهاي فوقانی قسمت در است. شده کمینه ٠٫٠٧٩٠١٩٧٩ ازاي به آن
ازاي به موجود صفر غیر ضرایب تعداد ١۵ و ١۴ شکل هاي راست سمت
میزان افزایش با که است واضح که است داده شده نمایش λ مختلف مقادیر
روش در درحالی که می یابد کاهش لاسو روش صفر غیر ضرایب تعداد λ

صفر با معادل دقیقاً ولی می شوند نزدیک صفر به بسیار ضرایب برآورد ستیغی
١۶ شکل در ارتجاعی شبکه روش براي اعتبارسنجی نمودار بود. نخواهند
ارتجاعی شبکه روش به ضرایب برآورد نمودارهاي است. داده شده نمایش
به اسکد روش به ضرایب برآورد نمودارهاي است. شده رسم ١٧ شکل در
١٨ λ براي شکل در یکسان دلخواه پارامتر بردار و a = ٣,٣٫٧ مقدار دو ازاي
به λ پارامتر بهینه مقدار یافت براي متقابل اعتبارسنجی نمودار است. شده رسم
داده شده نشان ١٩ شکل در a پارامتر براي [١٢] لی و فن پیشنهادي مقدار ازاي

است. گزارش شده مورداستفاده روش هاي نتایج ٣ جدول در است.
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ریبوفلاوین. داده براي تاوانیده روش هاي نتایج جدول :٣ جدول

خطا مربعات مجموع صفر غیر ضرایب تعداد تاوان پارامتر بهینه مقدار روش
٨۴۶١٫٩٣٣ ۴٠٨٨ ۶٫۴٠٩۵٣۶ ستیغی
١٠٢٫۶۴۴ ٢٨ ٠٫٠٧٩٠١٩ لاسو

۴٠۴٩٫۶٠۵ ۴٣٧ α = ٠٫٨١٠۵٢,λ = ٠٫٠٢٠٣٨ ارتجاعی شبکه
٢٫٠۶٨۴۶١ ١٠ a = ٣٫٧,λ = ٠٫٠۵٧١۵١١٣ اسکد
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ارتجاعی. شبکه روش به ریبوفلاوین داده براي اعتبارسنجی نمودار :١۶ شکل
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نتیجه گیري ۵

به نسبت توضیحی متغیرهاي تعداد بودن بزرگ تر یا و همخطی مشکل
قابل توجهی طرز به را دوم توان هاي کمترین روش جواب هاي مشاهدات،
مدل سازي مسائل در مشکل این حل براي می کنند. ناممکن یا منحرف
این در که است بررسی شده و پیشنهاد متعددي روش هاي تاکنون رگرسیون
به می توان روش ها سایر جمله (از شد پرداخته آن ها مهم ترین معرفی به مقاله
بر روش کدام که گفت نمی توان کلی حالت در کرد). اشاره [٢١] و [۵]
جمع آوري شده داده هاي شرایط طبق روش هر زیرا دارد، برتري روش ها سایر
هم داده ها بین که مواردي در نمی تواند لاسو روش مثلاً می کند. عمل بهتر
شرایط این در ارتجاعی شبکه روش ولی کند عمل خوب دارد وجود خطی
می تواند اگرچه ستیغی رگرسیون روش دیگر طرف از می کند. عمل بهتر
مناسبی روش ولی کنم، حل را توضیحی متغیرهاي بین همخطی وجود مشکل

مقایسه هدف دلیل همین به لاسو). روش (برخلاف نیست متغیر انتخاب براي
در جامع دید یک ایجاد بیشتر و نبوده تحقیق این در مطرح شده روش هاي
تنها اصلی هدف بنابراین است. داده ها این گونه با مواجهه در خوانندگان
شبیه سازي شده و واقعی داده هاي در روش ها هم زمان به کارگیري و معرفی
و بود خواهد راهگشا بسیار روش چندین هم زمان به کارگیري اگرچه می باشد.
می دهد. قرار کاربران و محققان اختیار در مشاهدات انواع به نسبت جامعی دید

تشکر و تقدیر
از مجله، تحریریه هیئت محترم اعضاي از تشکر ضمن مقاله نویسندگان
ارتقاء موجب که مقاله محترم ویراستار و داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید آن سطح
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