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بیزي −E روش به آن پارامترهاي برآورد و مارکوف لگاریتمی سري توزیع
٣ ماکویی رقیه نصیري٢، پرویز اسفندیاري فر١، حسن

٩٨/٢/٣ دریافت: تاریخ
٩٩/٣/١ پذیرش: تاریخ

چکیده:
متغیرهاي بین اول مرتبه وابستگی اعمال با مقاله این در است. برخوردار زیادي اهمیت از آن ها بین وابستگی بررسی برنولی، متغیرهاي تحلیل و تجزیه در
همچنین و بیزي گشتاوري، درستنمایی، ماکسیمم روش هاي از توزیع این پارامترهاي برآورد براي می شود. معرفی مارکوف لگاریتمی سري توزیع برنولی،
بیزي برآوردگر که داده شده نشان شبیه سازي مطالعه یک از استفاده با ادامه در می شود. استفاده بیزي) −E) انتظار مورد بیزي روش به موسوم جدیدي روش

می کند. عمل بهتر دیگر برآوردگرهاي با مقایسه در انتظار مورد
خطا. دوم توان میانگین گشتاوري، برآورد درستنمایی، ماکسیمم برآورد E−بیزي، برآورد مارکوف، لگاریتمی سري توزیع کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

این است. آماري استنباط مهم مباحث از آماري توزیع هاي پارامترهاي برآورد
دوم، دیدگاه به بنا می  پذیرد. انجام بیزي و فراوانی گرا رویکرد دو با معمولاً امر
درستنمایی تابع با آن ترکیب و پیشین توزیع یک معرفی با بیزي برآوردگر
برآورد براي استنباط مبناي حاصل توزیع و شده پسین توزیع ارائه به منجر
به راجع پیشین اطلاعات میزان هرچقدر می گیرد. قرار موردمطالعه پارامتر
واقعی  تر را پارامتر تصادفی رفتار حاصل پسین توزیع یابد، افزایش پارامتر
است. برخوردار تاریخی سابقه از خود پیشین، توزیع انتخاب می کند. توصیف
مطرح را مراتبی سلسله پیشین توزیع بحث [١٢] اسمیت و لیندلی نمونه براي
هان همچنین داد. بیشتري بسط را موضوع این [٩] دینگ و هان بعد سال ها و
E−بیزي به اختصار که انتظار۴، مورد بیزي روش نام به جدیدي روش [٣]
مجموعه به منجر هان مستمر پژوهش هاي کرد. معرفی را می شود، نامیده
امنیت مدل پیش بینی مانند مسائلی در وي ایده بیشتر تشریح براي مقالاتی
منابع به مطالعه براي شد. مرتبط مباحث سایر و اعتماد قابلیت سرمایه گذاري،
[١١] همکاران و لی و ،[٣] هان کارهاي ادامه در شود. مراجعه [۶ ،۵ ،۴ ،٩ ،٣]
کار به مهندسی اعتماد قابلیت مباحث در وضعیت تغییر احتمال براي را ایده آن
مدل براي را مورداشاره روش [١٠] اوکاشا و جاهین اخیراً، .([٨ ،٧ ،۶]) گرفتند
مقاله این در قراردادند. مورداستفاده لوماکس توزیع براي [١۴] اوکاشا و بور۵
معرفی مارکوف لگاریتمی سري توزیع برنولی متغیرهاي بین وابستگی اعمال با

سعی مارکوف، لگاریتمی سري توزیع پارامترهاي بیزي برآورد در می شود.
اعمال با و شود معرفی پارامترها ابر براي مناسب پیشین توزیع که است آن بر
بیزي −E برآورد روش به پارامترها پیشین، توزیع پارامترهاي روي شرایط

می شوند. برآورد
به باشد، برنولی متغیرهاي از دنباله اي {Xn, n=١,٢, ...} کنید فرض
خاصیت داراي یادشده دنباله ،P(X١ = ٠) = q و P(X١ = ١) = p که طوري

رابطه اگر است، اول مرتبه مارکوف زنجیر

P(Xn = jn|X١ = j١,X٢ = j٢, ...,Xn−١ = jn−١)

= P(Xn = jn|Xn−١ = jn−١)

انتقالات احتمال ماتریس مارکوف، زنجیر بودن همگن فرض با باشد. برقرار
صورت به Xn−١ شرط به Xn شرطی توزیع اساس بر

P =

١−α α

β ١−β

 , ٠ ≤ α ≤ ١ , ٠ ≤ β ≤ ١

احتمال ماتریس p= α
α+β فرض با و α+β < ١ براي می شود. گرفته نظر در

با برابر گام n از پس انتقال

Pn =
١

α +β

β +αδ n α −αδ n

β −βδ n α −βδ n
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ماکویی٢ رقیه نصیري، پرویز اسفندیاري فر، حسن مارکوف لگاریتمی سري توزیع پارامترهاي بیزي −E برآورد

و انتقال ها احتمال ماتریس به توجه با .δ = ١ −α − β آن در که است،
پیروزي k براي مارکوف منفی دوجمله اي احتمال مولد تابع آغازین، توزیع

با: است برابر

Pk(t) =
[
(١−α)+

αβ t
١− (١−β )t

]k
(١)

توزیع از استفاده لگاریتمی، سري توزیع آوردن دست به روش هاي از یکی
با بنابراین صفراست. نقطه در منفی دوجمله اي توزیع بریده شده توزیع حدي،
لگاریتمی سري توزیع چگالی تابع که داد نشان می توان ،(١) رابطه از استفاده

با برابر مارکوف

P(X=x) =
−١

ln(١−α)

(١−β )x − (١− β
١−α )x

x
,x=١,٢, . . . (٢)

کنید). مراجعه [١٣] به بیشتر اطلاع (براي است.
دنباله ها بین استقلال فرض اعمال یا و β = ١−α براي خاص، حالت در

رابطه (٢) از

P(X = x) =
−١

ln(١−α)x
αx

x
,x = ١,٢, ... (٣)

برآورد ٢ بخش در است. لگاریتمی سري توزیع همان که می شود، نتیجه
می شوند. ارائه پارامترها گشتاوري برآورد ٣ بخش در و درستنمایی ماکسیمم
تابع تحت پارامترها بیزي برآورد بتا، پیشین توزیع تابع از استفاده با ،۴ بخش در
ابرپارامترهاي روي شرایط اعمال با بخش۵، در و معرفی خطا دوم توان زیان
مارکوف لگاریتمی سري توزیع پارامترهاي E−بیزي برآورد بتا، پیشین توزیع
معیار از استفاده با و انجام شبیه سازي مطالعه یک ۶ بخش در می شود. ارائه

می شوند. مقایسه برآوردگرها خطا، دوم توان میانگین

درستنمایی ماکسیمم برآورد ٢

می توان باشد. (٢) رابطه از تصادفی نمونه یک Xn, ...,X٢,X١ کنید فرض
با برابر درستنمایی تابع که داد نشان

L(x١,x٢, ...,xn;α,β ) = (۴)(
−١

ln(١−α)

)n n

∏
i=١

(١−β )xi − (١− β
١−α )xi

xi

برابر درستنمایی لگ تابع و است،

l(α,β ) =−n ln(− ln(١−α)) (۵)

+
n

∑
i=١

ln
(١−β )xi − (١− β

١−α )xi

xi

دستگاه دهیم، قرار صفر برابر و مشتق پارامترها به نسبت (۵) رابطه از اگر است.
نرمال معادلات

∂ l(α,β )
∂α

=
n

(١−α) ln(١−α)
(۶)

+
β

(١−α)٢

n

∑
i=١

xi

(
١− β

١−α

)xi−١

(١−β )xi −
(

١− β
١−α

)xi
= ٠

∂ l(α,β )
∂β

=
١

(١−α)

n

∑
i=١

xi

[(
١− β

١−α

)xi−١
−(١−α)(١−β )xi−١

]
(١−β )xi−

(
١− β

١−α

)xi
=٠

می آید. دست به

نظر در Bi=(١−β )xi−
(

١− β
(١−α

)xi و Ai=
(

١− β
١−α

)xi−١ اگر
صورت به می توان را (۶) معادلات دستگاه شوند، گرفته

∂ l(α,β )
∂α

=
n

ln(١−α)
+

β
(١−α)

n

∑
i=١

xiAi

Bi
= ٠ (٧)

∂ l(α,β )
∂β

=
١

(١−α)

n

∑
i=١

xi(Ai−(١−α)(١−β )xi−١)

Bi
= ٠ (٨)

از غیرصریح توابع نرمال معادلات می شود، ملاحظه که همان طور نوشت،
عددي روش هاي از می توان پارامترها برآورد براي ازاین رو، است. پارامترها

کرد. استفاده

گشتاوري برآورد ٣

برابر ترتیب به دوم و اول مرتبه مرکزي غیر گشتاورهاي (٢) رابطه به توجه با
با

E(X ٢) =
−٢

ln(١−α)

α(١−α −β )
β ٢ , E(X) =

−١
ln(١−α)

١
β

لگاریتمی سري توزیع از تصادفی نمونه یک گرفتن نظر در با هستند.
و اول مرتبه مرکزي غیر نمونه اي گشتاورهاي دادن قرار برابر و مارکوف،

نوشت: می توان جامعه دوم و اول مرتبه مرکزي غیر گشتاورهاي با دوم

−٢
ln(١−α)

α(١−α −β )
β ٢ =

١
n

n

∑
i=١

X ٢
i = X̄ ٢ , (٩)

−١
ln(١−α)

١
β

=
١
n

n

∑
i=١

Xi = X̄ , (١٠)

با: برابرند ترتیب به گشتاوري برآوردگرهاي (١٠) و (٩) روابط به توجه با

β̂ =
−١

ln(١− α̂)

١
X̄

, α̂i = α̂i−١ −
g(α̂i−١)

g′(α̂i−١)
,
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که طوري به

g(α) =٢X̄ ٢α(١−α) ln(١−α)+٢αX̄ +X ٢

g′(α) =٢X̄ ٢(١−α) ln(١−α)−٢X̄ ٢α ln(١−α)

−٢αX̄ ٢ +٢X̄ .

بیزي برآورد ۴

با است. مناسب پیشین توزیع انتخاب مهم مباحث از یکی بیزي، برآورد در
توزیع ثابت، β براي مارکوف، لگاریتمی سري توزیع پارامترهاي به توجه

صورت به α پیشین

π(α) =
αs−١(١−α)t−١

١−β∫
٠

αs−١(١−α)t−١dα
, ٠ < α < ١−β (١١)

است برابر پسین توزیع ،(۴) به توجه با صورت، این در می شود. گرفته نظر در
با:

π(α|x)=
(− ln(١−α))−n

n
∏

i=١

Bi
xi

αs−١(١−α)t−١

∫ ١−β
٠ (− ln(١−α))−n

n
∏

i=١

Bi
xi

αs−١(١−α)t−١dα
(١٢)

نوشت: زیر صورت به می توان را Bi اما

Bi = (١−β )xi −
(

١− β
١−α

)xi

=
xi

∑
j=١

xi

j

(−١) jβ j −
xi

∑
j=١

xi

j

(−١) jβ j(١−α)− j

=
xi

∑
j=١

xi

j

(−١) jβ j(١− (١−α)− j)

بسط می توان ،[٢] لمونته و کاستلارس مقاله به توجه با طرفی از

(− ln(١−α))−n =
∞

∑
m٠

ρm(−n)αm−n (١٣)

ρm(−n) = nψm−١(m−n− و ρ٠(−n) = ١ آن در که گرفت، نظر در را
در و است، استرلینگ چندجمله اي ضرایب ψn(.) که طوري به ،١) ,m ≥ ١

رابطه

ψn−١(w) =
(−١)n−١

(n+١)!

[
Hn−١

n − w+٢
n+٢

Hn−٢
n (١۴)

+
(w+٢)(w+٣)
(n+٢)(n+٣)

Hn−٣
n − ...

+(−١)n−١ (w+٢)(w+٣)...(w+n)
(n+٢)(n+٣)...(٢n)

H٠
n

]

بازگشتی رابطه در و هستند مثبت صحیح اعداد نیز Hmها
n می کنند. صدق

Hm
n+١ = (٢n+١−m)Hm

n +(n−m+١)Hm−١
n (١۵)

H٠
٠ = Hn

n+١ = ١ و H٠
n+١ = ٣×١×۵× ...× (٢n+١) (١۶)

است برابر ψn(.) ششم تا اول جملات ،(١٣) رابطه به توجه با می کنند. صدق
با:

ψ٠(w) =
١
٢

, ψ١(w) =
٣+٢w

٢۴
, ψ٢(w) =

w+w٢

۴٨
(١٧)

ψ٣(w) =
−١٠−٨w+١۵w٢ +١۵w٣

۵٧۶٠
(١٨)

ψ۴(w) =
−۶w−٧w٢ +٢w٣ +٣w۴

١١۵٢٠
(١٩)

ψ۵(w) =
٩۶+١۴٠w−٢٢۴w٢ −٣١w٣ +۶٣w۵

٢٩٠٣٠۴٠
(٢٠)

بیزي برآورد که داد نشان می توان ،(٣) رابطۀ و (١٢) پسین توزیع به توجه با
از: است عبارت خطا، دوم توان زیان تابع تحت α

α̂B = E(α|x) (٢١)

=

١−β∫
٠

(− ln(١−α))−n
n
∏

i=١

(
Bi
xi

)
αs(١−α)t−١dα

١−β∫
٠

(− ln(١−α))−n
n
∏

i=١

(
Bi
xi

)
αs−١(١−α)t−١dα

با برابر αB برآورد (٢١) رابطه از استفاده با

α̂B=

∞
∑

m=٠
ρm(−m)

١−β∫
٠

T (α)αs+m−n(١−α)t−١dα

∞
∑

m=٠
ρm(−m)

١−β∫
٠

T (α)αs+m−n−١(١−α)t−١dα
(٢٢)

ازآنجایی که .T (α) =
n
∏

i=١

xi
∑
j=١

xi

j

(−١) jβ j(١−(١−α)− j)

xi
آن در که است،

امکان پذیر عددي روش به آن برآورد ندارد، بسته نمایش بیزي برآوردگر
صورت به β براي پیشین توزیع ثابت، α براي حال است.

π(β ) =
β s−١)١−β )t−١∫ ١−α

٠ β s−١)١−β )t−١dβ
, ٠ < β < ١−α (٢٣)

با: است برابر پسین توزیع ،(٢٣) رابطه به توجه با می شود. گرفته نظر در

π(β |x) =

n
∏

i=١

Bi
xi

β s−١)١−β )t−١

∫ ١−α
٠

n
∏

i=١

Bi
xi

β s−١)١−β )t−١dβ
(٢۴)
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است عبارت β بیزي برآورد ،(١٣) رابطه و خطا دوم توان زیان تابع تحت
از:

β̂B = E(β |x) =

١−α∫
٠

T (α)β s(١−β )t−١dβ

١−α∫
٠

T (α)n
i=١β s−١)١−β )t−١dβ

(٢۵)

عددي روش به آن برآورد ندارد، بسته نمایش بیز برآوردگر ازآنجایی که
است. امکان پذیر

E−بیزي برآورد ۵

نظر در توزیعی θ شرط به X تصادفی متغیر براي مراتبی، سلسله روش مفهوم در
علاوه است. پیشین توزیع یا احتمال چگالی تابع داراي θ آن در که می گیریم
نیز می کنند یاد پارامترها ابر عنوان به آن ها از که پیشین توزیع پارامترهاي این بر
شدن اضافه باعث امر این که می شوند، گرفته نظر در تصادفی متغیر صورت به
مراتبی سلسله دیدگاه مفهوم این که می شود. برآورد مسئله به دیگري مرحله
قابلیت در که مراتبی سلسله بحث از خاص نوع واقع در است. بیزي استنباط در
دیدگاه این در شد. معرفی [٣] هان توسط دارد، کاربرد سیستم پایایی و اعتماد
پارامترها از نزولی تابعی که می شوند گرفته نظر در طوري پیشین توزیع هاي
پارامترها ابر براي احتمال چگالی تابع معرفی به اقدام شرایط اعمال با باشند.
ابرپارامترها حسب بر پیشین توزیع احتمال چگالی تابع بودن نزولی دلیل گردد.
شکست نرخ و شکست احتمال اندازه هر اعتماد قابلیت مباحث در که است این
سلسله توزیع هاي در مقدمه این با است. قابل اعتماد و پایدار سیستم باشد، کم
بیزي −E یا انتظار مورد بیزي برآوردگر به موسوم برآوردگرهایی مراتبی،

است.
و α پارامترهاي براي ،s و t ابرپارامترهاي بودن ثابت فرض با ۴ بخش در
ابرپارامتر دو هر یا یک کنید فرض حال شد. گرفته نظر در پیشین توزیع هاي β

بحث از استفاده با صورت این در باشند. احتمال توزیع داراي و تصادفی متغیر
مراتبی، سلسله بیزي کرد. برآورد را پارامترها می توان مراتبی سلسله بیزي
است. قرارگرفته موردتوجه [٣] هان سپس و [١٢] اسمیت و لیندلی توسط ابتدا
تابعی صورت به مراتبی سلسله پیشین توزیع معرفی ،[٩] دینگ و هان پیشنهاد
توزیع به نسبت پارامتر، بیزي برآورد از [۴] هان است. پارامترها ابر از نزولی
E−بیز یا انتظار مورد بیزي برآورد را آن و گرفت ریاضی امید پارامترها ابر
روش از راحت تر شیوه این با برآوردگرها آوردن دست به که داد نشان و نامید
کدام یک و ثابت پارامترها از کدام یک اینکه به توجه با است. مراتبی سلسله

می شود: گرفته نظر در زیر حالت هاي هستند متغیر
پیشین چگالی تابع داراي α و ثابت مقدار β کنید فرض نخست، حالت در

صورت به ناقص بتاي

π(α) =
αs−١(١−α)t−١

١−β∫
٠

αs−١(١−α)t−١dα
, ٠ < α < ١−β (٢۶)

نوشت: می توان α به نسبت (٢۶) رابطه از مشتق گیري از پس باشد.

dπ(α)

dα
=

αs−٢(١−α)t−٢

١−β∫
٠

αs−١(١−α)t−١dα
((s−١)(١−α)− (t−١)α) (٢٧)

dπ(α)
dα کمیت بودن منفی ،π(α) تابع بودن نزولی لازم شرط که است واضح

گرفته نظر در ٠ < s ≤ ١ و t > ١ که است لازم امر این تحقق براي است.
آن ها براي مناسبی پیشین هاي توزیع است، نیاز t و s مقادیر به توجه با شود.
نیرومند برآوردگري به رسیدن براي که دارد اعتقاد [١] برگر گرفت. نظر در
براي [٩] دینگ و هان اساس، این بر نیست. t کردن اختیار بزرگ به نیازي

توزیع ،s ثابت مقدار

g(t) =
١

c−١
, ١ < t < c , c > ٠ (٢٨)

پارامتر مراتبی سلسله بیزي برآوردگر اساس این بر گرفت. نظر در t براي را
صورت به α

α̂EB = Et(α̂B) =

c∫
١

α̂Bg(t)dt

=
١

c−١

c∫
١

∞
∑

m=٠
ρm(−m)

١−β∫
٠

T (α)αs+m−n(١−α)t−١dα

∞
∑

m=٠
ρm(−m)

١−β∫
٠

T (α)αs+m−n−١(١−α)t−١dα
dt (٢٩)

با است. α انتظار مورد بیزي برآورد α̂EB آن در که می آید، دست به
این عددي مقدار محاسبه یادشده، برآوردگر تابعی نمایش پیچیدگی به توجه
سلسله برآوردگر است. شدنی عددي روش هاي از استفاده با تنها برآوردگر

صورت به مشابه صورت به نیز β پارامتر براي مراتبی

β̂EB = Et(β̂B) =

c∫
١

β̂Bg(t)dt (٣٠)

=
١

c−١

c∫
١

١−β∫
٠

T (α)β s(١−β )t−١dβ

١−β∫
٠

T (α)β s−١)١−β )t−١dα
dt

نیست، بسته نمایش داراي (٣٠) رابطه چون هم اینجا در می آید. دست به
می رود. کار به β انتظار مورد بیزي برآورد براي عددي روش هاي
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شبیه سازي ۶

پیشین بخش هاي در که مختلفی برآوردگرهاي مقایسه براي بخش این در
یک گرفت، قرار موردبحث مارکوف لگاریتمی سري توزیع پارامترهاي براي
نرم افزار از استفاده با منظور، این براي است. اجراشده شبیه سازي مطالعه
n = با برابر نمونه اندازه است. شده (٢) رابطه از شبیه سازي به اقدام R

اندازه هر برآوردگرها دقت براي است. گرفته شده نظر در ۵,١۵,٣٠,۵٠,١٠٠

دوم توان میانگین شبیه سازي، نتایج به توجه با است. شده تکرار ١٠٠٠ نمونه،

با E−بیزي و بیزي گشتاوري، درستنمایی، ماکسیمم روش هاي همه براي خطا
روش ٩ تا ١ جداول تمام در آن بر علاوه می یابد. کاهش نمونه اندازه افزایش
برآورد روش هاي سایر با مقایسه در E−بیزي روش علی الخصوص و بیزي
در است قابل ذکر همچنین هستند. کمتري خطاي دوم توان میانگین داراي
نیز خطا دوم توان میانگین ،β مقدار افزایش با α = ٠٫٢ براي ٣ تا ١ جداول
قابل رؤیت نیز α مقدار افزایش با β = ٠٫٣ براي حالت این می یابد. افزایش
برآوردگرها، خطاي دوم توان میانگین هاي مقایسه با جمع بندي در است.

می شود. توصیه E−بیزي روش به برآوردگر

(α = ٠٫٢ , β = ٠٫١) خطا دوم توان میانگین .١ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٠٣٨٠ ٠٫٠٠٠٣٨ ٠٫٠٠٠٣۵ ٠٫٠٠٠۴١ ٠٫٠٠٠٢٨

١۵ ٠٫٠٠٠۶٨ ٠٫٠٠٠۶٧ ٠٫٠٠٠۶٢ ٠٫٠٠٠٧١ ٠٫٠٠٠۴٩

٣٠ ٠٫٠٠٠٢٩ ٠٫٠٠٠٢٨ ٠٫٠٠٠٣١ ٠٫٠٠٠٢١ ٠٫٠٠٠١٢

۵٠ ٠٫٠٠٠١٧ ٠٫٠٠٠١٧ ٠٫٠٠٠١۶ ٠٫٠٠٠١۵ ٠٫٠٠٠١٠

١٠٠ ٠٫٠٠٠١١ ٠٫٠٠٠١٠ ٠٫٠٠٠١٢ ٠٫٠٠٠١٠ ٠٫٠٠٠٠٩

(α = ٠٫٢ , β = ٠٫٣) خطا دوم توان میانگین .٢ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠١٣٢ ٠٫٠١٣۴٠ ٠٫٠١٢٩ ٠٫٠١٢۴ ٠٫٠١٢٧

١۵ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠٣۵١ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠٠٢۵

٣٠ ٠٫٠٠٢۵ ٠٫٠٠٢۵۵ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠١٩

۵٠ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٨٠ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠۶

١٠٠ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠۶٠ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٠٠۴

(α = ٠٫٢ , β = ٠٫۵) خطا دوم توان میانگین .٣ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٢٩٢ ٠٫٠٢۵٠ ٠٫٠٢۵١ ٠٫٠١٩۶ ٠٫٠١٢۵

١۵ ٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٠٧۵

٣٠ ٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠٠٢۵ ٠٫٠٠١۶

۵٠ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٠١٢

١٠٠ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٩
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(α = ٠٫٣ , β = ٠٫١) خطا دوم توان میانگین .۴ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٠٣١۴٠ ٠٫٠٠٣١٨٠ ٠٫٠٠٣٠٨ ٠٫٠٠٣٠١ ٠٫٠٠٢٩۵

١۵ ٠٫٠٠٠٠٩۴ ٠٫٠٠٠٠٩۵ ٠٫٠٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٠٨

٣٠ ٠٫٠٠٠٠٢٩ ٠٫٠٠٠٠٢٨ ٠٫٠٠٠٠٣ ٠٫٠٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٠٢

۵٠ ٠٫٠٠٠٠١٧ ٠٫٠٠٠٠١٨ ٠٫٠٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٠١

١٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٠١

(α = ٠٫٣ , β = ٠٫٣) خطا دوم توان میانگین .۵ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٢٣٧ ٠٫٠١٩٩ ٠٫٠١٩٨ ٠٫٠١٨٩ ٠٫٠١۵٢

١۵ ٠٫٠٠۴١ ٠٫٠٠۴٢ ٠٫٠٠۴۵ ٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٠٢١

٣٠ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠١۶

۵٠ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٧

١٠٠ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠۴

(α = ٠٫٣ , β = ٠٫۵) خطا دوم توان میانگین .۶ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠١٨٣ ٠٫٠١۶٨ ٠٫٠١٨٠ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠١٣٢

١۵ ٠٫٠٠٧١ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠۴٠

٣٠ ٠٫٠٠۴٢ ٠٫٠٠۴٣ ٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫٠٠٢۵

۵٠ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠١

١٠٠ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠٣
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(α = ٠٫۴ , β = ٠٫١) خطا دوم توان میانگین .٧ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٠۴٨٠ ٠٫٠٠۴٩٠ ٠٫٠٠۴۵٠ ٠٫٠٠٣٨٠ ٠٫٠٠٢٨

١۵ ٠٫٠٠٠٧٢ ٠٫٠٠٠٧٣ ٠٫٠٠٠٧١ ٠٫٠٠٠۶٩ ٠٫٠٠٠۶

٣٠ ٠٫٠٠٠٣۵ ٠٫٠٠٠٣۶ ٠٫٠٠٠٣١ ٠٫٠٠٠٣٠ ٠٫٠٠٠٢

۵٠ ٠٫٠٠٠١۶ ٠٫٠٠٠١۵ ٠٫٠٠٠١٧ ٠٫٠٠٠١٢ ٠٫٠٠٠١

١٠٠ ٠٫٠٠٠١١ ٠٫٠٠٠١٠ ٠٫٠٠٠١١ ٠٫٠٠٠١٠ ٠٫٠٠٠١

(α = ٠٫۴ , β = ٠٫٣) خطا دوم توان میانگین .٨ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠٢٣١٠ ٠٫٠١٩۵٠ ٠٫٠٢٢۵٠ ٠٫٠٢٣۵٠ ٠٫٠٠٢٨

١۵ ٠٫٠٠۴٧٠ ٠٫٠٠۴٩٠ ٠٫٠٠۴١٠ ٠٫٠٠۴١٠ ٠٫٠٠٣١

٣٠ ٠٫٠٠٢۴٠ ٠٫٠٠٢۵٠ ٠٫٠٠٠٣١ ٠٫٠٠٠٢٩ ٠٫٠٠٠٢

۵٠ ٠٫٠٠٠٧٠ ٠٫٠٠٠٨٠ ٠٫٠٠٠٧٠ ٠٫٠٠٠۶٠ ٠٫٠٠٠٣

١٠٠ ٠٫٠٠٠۵٧ ٠٫٠٠٠۵۶ ٠٫٠٠٠١١ ٠٫٠٠٠١٠ ٠٫٠٠٠١

(α = ٠٫۴ , β = ٠٫۵) خطا دوم توان میانگین .٩ جدول
نمونه اندازه برآوردگر

n درستنمایی ماکسیمم گشتاوري بیزي (c = ٢) بیزي −E (c = ۵) بیزي −E

۵ ٠٫٠۵٧٩ ٠٫٠١٨٠ ٠٫٠٣۴٠ ٠٫٠٣١٠ ٠٫٠٢١۴

١۵ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠٠۵١ ٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠٠٣١

٣٠ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠٠٣١ ٠٫٠٠٢١

۵٠ ٠٫٠٠٢٠ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠١٩ ٠٫٠٠١١

١٠٠ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠١١ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٧
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