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G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده در تصادفی ترتیب هاي و اعتماد قابلیت توابع رفتار
٢ کاظمی محمدرضا ، ١ نیکنام زهرا

٩٧/١٢/٣ دریافت: تاریخ
٩٩/٣/١ پذیرش: تاریخ

چکیده:
تصادفی متغیرهاي براي مناسب مدلی اغلب توزیع این بتاست. توزیع به شبیه بسیار که است (٠,١) بازه روي پارامتري دو توزیع یک کاماراسوامی٣ توزیع
فرآورده ي معین زمانی یک فاصله ي در که جامعه از افرادي نسبت مانند می کنند،   تغییر پایین کران یک و بالا کران یک یعنی متناهی کران دو بین که هستند
معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع مانند اعتماد قابلیت توابع رفتار G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده معرفی ضمن مقاله، این در می کنند. مصرف را خاصی
بررسی G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده در را تصادفی ترتیب هاي همچنین می دهیم. قرار موردمطالعه را آن ها در عمر گذشته ي و عمر باقی مانده میانگین

می دهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد واقعی داده هاي در را کاماراسوامی توزیع برازش قابلیت کاربردي، مثال یک قالب در درنهایت می کنیم.
معکوس. خطر نرخ عمر، باقی مانده میانگین مقعر، لگ اعتماد، قابلیت تصادفی، ترتیب هاي خطر، نرخ تابع کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

صنعت در که است آماري علوم مباحث از یکی اعتماد، قابلیت بحث
زمینه هاي در آن از کاربردهایی همچنین است. قرارگرفته موردتوجه بسیار
بررسی اعتماد قابلیت متون در می خورد. چشم به اقتصاد و پزشکی مهندسی،
مختلفی معیارهاي است. اهمیت حائز آن ها عمر طول مطالعه و سیستم ها
مطرح شده یکدیگر با آن ها مقایسه و سیستم ها عمر طول مطالعه ي براي
نرخ خطر، نرخ اعتماد، قابلیت توابع به می توان آن ها مهم ترین از که  است
و عمر طول گذشته ي میانگین عمر، طول باقی مانده میانگین معکوس، خطر
براي مناسب مدلی اغلب کاماراسوامی توزیع کرد. اشاره تصادفی ترتیب هاي
یک و بالا کران یک یعنی متناهی کران دو بین که است تصادفی متغیرهاي
فاصله یک در که جامعه از افرادي نسبت مانند می کنند، تغییر پایین کران
مزارع سطح کل درصد یا می کنند، مصرف را خاصی فرآورده معین زمانی
یک اثر در آن سر یک از درختی شکستگی نقطه فاصله یا هندوانه، کشت زیر
اقتصادي داده هاي آزمون، یک از به دست آمده نمرات افراد، قد سخت، طوفان
دماي روزانه، بارش مانند هیدرولوژیکی داده هاي و...، بیکاري داده هاي مانند
تلقی بتا توزیع براي بهتري جایگزین کاماراسوامی توزیع ازآنجاکه اتمسفر.
توزیع این از هیدرولوژي تحقیق ادبیات در مقالات از بسیاري در می شود
دادند نشان [١۶] همکاران و پونامبالم و [٩] کاماراسوامی می کنند. استفاده

براي توزیع این کاماراسوامی، توزیع β و α پارامترهاي انتخاب به بسته که
توزیع هر تقریباً یا مثلثی یکنواخت، توزیع مانند بسیاري توزیع هاي تقریب
این اساسی خواص بررسی به [٧] جونز می گیرد. قرار مورداستفاده تک-مدي۴
و آن پارامترهاي درستنمایی حداکثر برآورد و کشیدگی چولگی، مانند توزیع
بتا و کاماراسوامی توزیع تفاوت هاي و شباهت ها از خلاصه اي بیان به همچنین
تابع g(x) = dG(x)

dx و پیوسته تجمعی توزیع تابع G(x) اینکه فرض با پرداخت.
خانواده تجمعی توزیع تابع [٣] کاسترو دي و کوردیرو باشد، احتمال چگالی

کردند: تعریف زیر صورت به را G-کاماراسوامی توزیع هاي

F(x) = ١−{١−G(x)α}β α,β > ٠.

با توزیع هایی ایجاد و چولگی کنترل براي اضافی پارامتر دو β و α آن در که
توزیع  هاي خانواده هستند. سنگین تر دم هاي

مؤثر به طور می تواند مطلوب تجمعی توزیع تابع دلیل به G-کاماراسوامی

خانواده احتمال چگالی تابع باشند. شده سانسور داده ها اگر حتی شود استفاده
است: زیر صورت به و ساده فرم داراي کاماراسوامی -G توزیع هاي

f (x) = αβg(x)G(x)α−١{١−G(x)α}β−١
, (١)

که است این G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده عمده مزایاي از یکی
داراي خانواده این این، بر علاوه دارد. را چوله داده هاي به برازش توانایی

اهواز دانشگاه آمار دکتري ١دانشجوي

فسا دانشگاه آمار بخش ٢استادیار

3Kumaraswamy
4Single-modal



کاظمی٨٢ محمدرضا و نیکنام زهرا در... تصادفی ترتیب هاي و اعتماد قابلیت توابع رفتار

مهندسی رشته هاي از بسیاري در گسترده به طور و است بیشتري انعطاف پذیري
[٣] کاسترو دي و کوردیرو می گیرد. قرار مورداستفاده زیست شناسی و
روي بحث به اماّ پرداختند G-کاماراسوامی فرم هاي از تعدادي معرفی به
تجمعی توزیع تابع عنوان به G(x) گرفتن نظر در با نپرداختند. آن ها جزئیات
وایبل- نرمال-کاماراسوامی، توزیع هاي ترتیب به گامبل و گاما وایبل، نرمال،
آوردند. دست به گامبل-کاماراسوامی و گاما-کاماراسوامی کاماراسوامی،
کردند معرفی را وایبل-کاماراسوامی توزیع ویژگی چندین این بر علاوه
مثبت داده هاي تحلیل براي انعطاف پذیرتر مدل که رسیدند نتیجه این به و
را اعتماد قابلیت توابع رفتار آن ها کار اساس بر مقاله این در ما می باشد.
همکاران و نادر می کنیم. بررسی G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده در
داده هاي اساس بر کاماراسوامی توزیع آماري تحلیل و تجزیه به [١٣]
ریاضی ویژگی هاي بررسی به [۴] ناداراجا و کوردیرو پرداختند. رکورد
بیزي و درستنمایی حداکثر برآورد و پرداختند گامبل-کاماراسوامی توزیع

آوردند. دست به را آن پارامترهاي
دادند انجام کاماراسوامی توزیع مورد در استنباط هایی ،[١٩] همکاران و وانگ
آوردند. دست به توزیع این پارامترهاي براي فاصله اي و نقطه اي برآورد و
و پرداختند معکوس کاماراسوامی توزیع معرفی به [١] همکاران و آل-فتاح
توزیع این براي تنش-مقاومت مدل قراردادند موردبررسی را آن ویژگی هاي
شامل موازي سیستم هاي و سري تصادفی مقایسه به [٨] کایال آوردند. دست به
و تعاریف به بعدي بخش در پرداخت. -کاماراسوامی G توزیع شده خانواده
،٣ بخش در می پردازیم. داریم، نیاز آن ها به مقاله این در که مقدماتی مفاهیم
میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع مانند اعتماد قابلیت توابع رفتار
را G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده در عمر گذشته ي و عمر باقی مانده
توزیع هاي خانواده در را تصادفی ترتیب هاي ،۴ بخش در می کنیم. مطالعه
را کاماراسوامی توزیع قابلیت ،۵ بخش در می کنیم. بررسی G-کاماراسوامی

درنهایت می دهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد واقعی داده هاي به برازش در
می دهیم. ارائه را نتیجه گیري

مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢

آن ها به ابتدا که است مقدماتی مفاهیمی بیان به نیاز اصلی مباحث شروع از قبل
می کنیم. اشاره

مختلفی رده هاي به خطرشان نرخ تابع رفتار حسب بر تصادفی متغیرهاي
خطر نرخ با توزیع ها رده به می توان رده ها جمله این از می شوند. دسته بندي
شکل۵ وانی خطر نرخ با توزیع ها رده نزولی، خطر نرخ با توزیع ها رده صعودي،

کرد. اشاره وارون شکل وانی خطر نرخ با توزیع ها رده و

(X (یا F گوییم باشد. X تصادفی متغیر توزیع تابع F کنید فرض .٢. ١ تعریف
می دهیم نشان (٧IFR) ۶DFR نماد با و است (صعودي) نزولی خطر نرخ داراي
(X (یا F گوییم باشد. x از (صعودي) نزولی تابعی ،X خطر نرخ تابع ، h(x) اگر
وانی تابعی h(x) اگر است، وارون) شکل (وانی شکل وانی خطر نرخ داراي

باشد. وارون) شکل (وانی شکل

میانگین معکوس، خطر نرخ توابع براي خطر، نرخ تابع مشابه رده بندي هاي
دارد. وجود نیز عمر گذشته ي میانگین و عمر باقی مانده

(X (یا F گوییم باشد. X تصادفی متغیر توزیع تابع F کنید فرض .٢. ٢ تعریف
(٩IRHR) ٨DRHR نماد با و است (صعودي) نزولی معکوس خطر نرخ داراي
(صعودي) نزولی تابعی ،X معکوس خطر نرخ تابع ،h∗(x) اگر می دهیم نشان
شکل وانی معکوس خطر نرخ داراي (X (یا F تصادفی متغیر گوییم باشد. x از
وارون) شکل (وانی شکل وانی تابعی h∗(x) اگر است وارون) شکل (وانی

باشد.

F گوییم باشد. X تصادفی متغیر توزیع تابع F کنید فرض .٢. ٣ تعریف
١٠DMRL نماد با و است (صعودي) نزولی عمر باقی مانده میانگین داراي (X (یا
تابعی ،X عمر باقی مانده میانگین تابع ،m(x) اگر می دهیم نشان (١١IMRL)
میانگین تابع داراي (X (یا F تصادفی متغیر گوییم باشد. x از (صعودي) نزولی
وانی تابعی m(x) اگر است وارون) شکل (وانی شکل وانی عمر باقی مانده

باشد. وارون) شکل (وانی شکل

F گوییم باشد. X تصادفی متغیر توزیع تابع F کنید فرض .۴ .٢ تعریف
١٢DMPL نماد با و است (صعودي) نزولی عمر گذشته ي میانگین داراي (X (یا
تابعی ، X عمر گذشته ي میانگین تابع ،m∗(x) اگر می دهیم نشان (١٣IMPL)

5Bathtub-shaped
6Decreasing Failure Rate
7Increasing Failure Rate
8Decreasing Reversed Hazard Rate
9Increasing Reversed Hazard Rate
10Decreasing Mean Residual Life Testing
11Increasing Mean Residual Life Testing
12Decreasing Mean Past Life Testing
13Increasing Mean Past Life Testing
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میانگین تابع داراي (X (یا F تصادفی متغیر گوییم باشد. x از (صعودي) نزولی
وانی تابعی m∗(x) اگر است وارون) شکل (وانی شکل وانی عمر گذشته ي

باشد. وارون) شکل (وانی شکل

باشد: عمر طول تصادفی متغیر X کنید فرض .۵ .٢ لم

خطر نرخ داراي X آنگاه باشد، صعودي خطر نرخ داراي X اگر الف)
عمر گذشته ي میانگین و نزولی باقی مانده عمر میانگین و معکوس

است. صعودي

معکوس خطر نرخ داراي X آنگاه باشد، نزولی خطر نرخ داراي X اگر ب)
نزولی عمر گذشته ي میانگین و صعودي عمر باقی مانده میانگین و

باشد.

خطر نرخ داراي X آنگاه باشد، شکل وانی خطر نرخ داراي X اگر ج)
میانگین و وارون شکل وانی عمر باقی مانده میانگین و معکوس

است. شکل وانی عمر گذشته ي

نرخ داراي X آنگاه باشد، وارون شکل وانی خطر نرخ داراي X اگر د)
گذشته ي میانگین و شکل وانی عمر باقی مانده میانگین و معکوس خطر

(می[١١]). است وارون شکل وانی عمر

با که آماري مفاهیم از یکی احتمال: چگالی تابع بودن مقعر لگ
چگالی تابع بودن مقعر لگ است، مرتبط اعتماد قابلیت در سالخوردگی مفاهیم
پرداخته حقیقی تابع یک بودن مقعر لگ بیان به [١٧] رویدن است. احتمال

است.

ازاي به اگر است، مقعر لگ f : R → R منفی غیر تابع .۶ .٢ تعریف
f (αx+ (١ −α)y) ≥ باشیم داشته ،α ∈ (٠,١) ازاي به و x,y ∈ R همه
تعریف آنگاه ، f (x) > ٠ ،x ∈ R همه ازاي به اگر .( f (x))α ( f (y))١−α

از: است عبارت معادل

ln f (αx+(١−α)y)≥ αln f (x)+(١−α)ln f (y).

پذیر مشتق بار دو ln f (x) اینکه به مشروط − d٢

dx٢ ln f (x)≥ ٠ دیگر عبارت به
باشد.

اگر باشد. f (x) چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢. ٧ لم
است. صعودي خطر نرخ داراي X آنگاه باشد، مقعر لگ f (x)

چند توزیع هاي مؤلفه هاي ماکسیمم و مینیمم بودن مقعر لگ
متغیره:

توزیع تابع یک از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض
T١ = کنید فرض باشد. f (.) احتمال چگالی تابع و F(.) پیوسته مطلقاً

،Tn = Max(Xi) و Min(Xi),١ ≤ i ≤ n

لگ اولیه توزیع اگر که است معروف نتیجه اي صورت، این در . ١ ≤ i ≤ n

حالت این در واقع، در هستند. مقعر لگ توزیع داراي نیز Tn و T١ باشد، مقعر
اولیه توزیع اگر این، بر علاوه دارد. مقعر لگ توزیع یک ترتیبی آماره هر
Tn آنگاه باشد، DFR اولیه توزیع اگر و است IFR نیز T١ آنگاه باشد، IFR

.([٢] همکاران و (آرنولد است DFR نیز

تابع داراي X = (X١,X٢, ...,Xn) تصادفی بردار کنید فرض .٢. ٨ قضیۀ
صورت، این در است. f (.) احتمال چگالی تابع و F(.) پیوسته مطلقاً توزیع
مقعر لگ چگالی تابع یک داراي X = (X١,X٢, ...,Xn) تصادفی بردار اگر
نزولی معکوس خطر نرخ داراي Tn و صعودي خطر نرخ داراي T١ آنگاه باشد،

.([۶] لی و (هو است

اهمیت از احتمال توزیع هاي مقایسه آمار علم در تصادفی: ترتیب
است. کرده جلب خود به را زیادي محققان توجه و است برخوردار ویژه اي
در همچنین و هدف این جهت در ابزارها مهم ترین از یکی تصادفی ترتیب هاي
در کاربردهایی بر علاوه گذشته نیم قرن در که می باشد عمر طول مفاهیم مطالعه
قابلیت نظریه اقتصاد، نظیر دیگر شاخه هاي در کاربردهایی داراي آماري مسائل
زیستی، علوم بیمه، آمار صف، نظریه بقا، تحلیل مهندسی، سیستم هاي اعتماد
مقایسه به ترتیب بندي ها، مسئله در می باشد. و... اقتصاد عملیات، در تحقیق
مقایسه براي می پردازند. جامعه چند یا دو در آماره چند یا متغیر چند توزیع
دو میانگین هاي مقایسه می رسد نظر به که راهی آسان ترین توزیع، تابع دو
صورت میانگین ها یعنی عدد دو اساس بر تنها مقایسه اي چنین که است توزیع
مواقع بعضی در آن بر علاوه گردد. واقع مؤثر نمی تواند خیلی که می گیرد

ندارد. وجود میانگین  کوشی توزیع مانند
بیشتري و جزئی تر اطلاعات موارد از بسیاري در توزیع، تابع دو مقایسه براي
تصادفی ترتیب وجود اثبات با می باشد. دسترس در میانگین دو داشتن از
تقریب هاي یا کران می توان موردمطالعه، مدل و ساده مدل هاي بیان خاص
و عمر باقی مانده میانگین تابع خطر، نرخ تابع مانند مشخصه هایی براي مناسبی
و تصادفی ترتیب ایده ي آورد. دست به موردبررسی قطعه عمر طول از ...
[١٠] لهمن توسط آن نوع ساده ترین در توزیع ها کردن مرتب مفهوم همچنین
توزیع هاي مقایسه براي تصادفی ترتیب هاي از دیگر نوع چندین گردید. مطرح
معرفی شده [١٨] شانتیکومار و شیکد و [١٢] استویان و مولر توسط احتمال
توابع با ترتیب به پیوسته مطلقاً تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض است.
G = ١−G و F = ١−F بقاي توابع و g و f چگالی، توابع G و F توزیع

صورت این در باشد.

را آن و گویند درستنمایی نسبت ترتیب نظر از Y از کوچک تر را X الف)
توابع با ترتیب به پیوسته Y و X هرگاه می دهیم نمایش X ⩽lr Y با
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و X تکیه گاه هاي اجتماع به متعلق t هر ازاي به و باشند g و f چگالی
باشد. صعودي g(t)

f (t) ،Y
X ⩽hr با را آن و گویند خطر نرخ ترتیب نظر از Y از کوچک تر را X ب)
t ∈ (−∞,max(uX ,uY )) حسب بر G(t)

F(t)
هرگاه می دهند نمایش Y

تکیه گاه هاي بالاي حدود ترتیب به uY و uX آن در که باشد صعودي
می باشند. Y و X

و گویند معکوس خطر نرخ ترتیب نظر از Y از کوچک تر را X ج)
t ∈ حسب بر G(t)

F(t) هرگاه می دهند نمایش X ⩽rh Y نماد با را آن
حدود ترتیب به lY و lX آن در که باشد صعودي (min(lX , lY ),∞)

می باشند. Y و X تکیه گاه هاي پایین
هرگاه گویند معمولی تصادفی ترتیب نظر از Y از کوچک تر را X د)

می دهند. نمایش X ⩽st Y نماد با را آن و F(t)⩽ G(t) ،t هر براي
و گویند عمر باقی مانده میانگین ترتیب نظر از Y از کوچک تر را X ه)
mF (t)⩽ ،t هر براي هرگاه می دهند نمایش X ⩽mrl Y نماد با را آن
F عمر باقی مانده میانگین توابع ترتیب به mG و mF آن در که mG(t)

می باشند. G و

در اعتماد قابلیت توابع رفتار ٣

G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده
خانواده خاص حالات در اعتماد قابلیت توابع رفتار بررسی به بخش این در

می پردازیم. G-کاماراسوامی توزیع هاي
است: زیر صورت به G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده خطر نرخ تابع

h(x) =
αβg(x)G(x)α−١

١−G(x)α ,

h(x)∼ آنگاه ،x → ∞ اگر و h(x)∼ αβg(x)G(x)α−١ آنگاه ،x → ٠ اگر
. αβg(x)

١−G(x)α

از: است عبارت G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده اعتماد قابلیت تابع

F(x) = ١−F(x) = (١−Gα (x))β ,

کاماراسوامی توزیع ٣. ١
است G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده از خاصی حالت کاماراسوامی توزیع
کاماراسوامی توزیع است، [٠,١] یکنواخت توزیع داراي G خانواده این در که

می آید. دست به
چگالی تابع هرگاه است، کاماراسوامی توزیع داراي X تصادفی متغیر گوییم

باشد: زیر صورت به آن

f (x,α,β ) = αβxα−١)١− xα )β−١,٠ < x < ١,α > ٠,β > ٠, (٢)

Kum(α,β ) نماد با و هستند شکل پارامترهاي β > ٠ و α > ٠ آن در که
می دهیم. نمایش

است: زیر صورت به آن احتمال توزیع تابع

F(x,α,β ) = ١− (١− xα )β .

است: زیر صورت به کاماراسوامی توزیع خطر نرخ تابع

h(x) =
αβxα−١)١− xα )β−١

(١− xα )β =
αβxα−١

١− xα ,

دارد بستگی α پارامتر به تنها خطر نرخ تابع رفتار است مشخص که همان گونه
مشتق رفتار خطر نرخ تابع مطالعه منظور به ندارد. آن در نقشی دیگر پارامتر و
نرخ تابع رفتار α < ١ و α ≥ ١ حالت دو در می دهیم. قرار موردبررسی را آن

است. متفاوت خطر

است: زیر صورت به کاماراسوامی توزیع خطر نرخ تابع رفتار .٣. ١ قضیۀ

است. صعودي α ≥ ١ ازاي به خطر نرخ تابع الف)

است. شکل وانی α < ١ ازاي به خطر نرخ تابع ب)

الف. اثبات
است: زیر صورت به h(x) تابع مشتق

h′(x) = αβ
[
(α −١)xα−١)٢− xα )+αxα−١xα−١

(١− xα )٢

]
,

=
αβxα−٢(α −١+ xα )

(١− xα )٢ ,

صعودي خطر نرخ تابع ،h′(x)> ٠ ، α ≥ ١ و ٠ < x < ١ ازاي به ازآنجاکه
است.

مانند نقطه یک در تنها را ها x محور h(x) تابع مشتق حالت این در ب. اثبات
می کند. قطع x∗

x∗ = (١−α)
١
α

، x > x∗ ازاي به و نزولی خطر نرخ تابع و h′(x) < ٠ ، x < x∗ که زمانی
خطر نرخ تابع α < ١ ازاي به بنابراین است. صعودي تابع این و h′(x) > ٠

است. شکل وانی Kum توزیع
.h(x)−→ ٠ آنگاه x −→ ٠ اگر این بر علاوه

.h(x)−→+∞ آنگاه x −→ ١ اگر
می یابد. افزایش ، α −→ ٠ که زمانی x∗ نقطه

α مختلف مقادیر ازاي به کاماراسوامی توزیع خطر نرخ تابع نمودار (١) شکل
است. شده رسم R نرم افزار از استفاده با که می دهد نشان را β و
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پارامترها مختلف مقادیر ازاي به Kum توزیع خطر نرخ تابع نمودار :١ شکل

حالت هاي توزیع این خطر نرخ تابع که است مشخص شکل به توجه با
برمی گیرد. در را شکل وانی و صعودي

توزیع عمر گذشته ي میانگین عمر، باقی مانده میانگین معکوس، خطر نرخ توابع
از: عبارت اند ترتیب به ،٠ < x < ١ براي Kum

معکوس: خطر نرخ تابع

h∗(x) =
αβxα−١)١− xα )β−١

١− (١− xα )β ,

عمر: باقی مانده میانگین تابع

m(x) =
∫ ١

x (١−uα )β du
(١− xα )β ,

عمر: گذشته ي میانگین تابع

m∗(x) =
∫ x

٠ ١− (١−uα )β du
١− (١− xα )β ,

کاماراسوامی توزیع عمر گذشته ي میانگین تابع و عمر باقی مانده میانگین تابع
امکان پذیر به آسانی توابع این مستقیم بررسی درنتیجه ندارند. بسته اي فرم
معکوس خطر نرخ و خطر نرخ توابع بین که روابطی به توجه با ادامه در نیست.
تابع دو این رفتار دارد وجود عمر گذشته ي میانگین و عمر باقی مانده میانگین و

می کنیم. بررسی غیرمستقیم به طور را
(جونز است مقعر لگ α و β ≥ ١ ازاي به Kum احتمال چگالی تابع تذکر:

. ([٧]
که کاماراسوامی توزیع چگالی تابع بودن مقعر لگ خاصیت از استفاده با ما
ابتداي در که قضایایی و تعاریف همچنین و است به دست آمده [٧] جونز توسط
به اعتماد قابلیت توابع رفتار با رابطه در نتایجی کردیم معرفی را آن ها بخش

می آوریم. دست

خطر نرخ داراي α,β ≥ ١ ازاي به کاماراسوامی تصادفی متغیر .٣. ٢ نتیجه
است. (DMRL) نزولی عمر باقی مانده میانگین درنتیجه و (IFR) صعودي
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اثبات.

m′(x) =
−(١− xα )٢β −αβxα−١)١− xα )β−١ ∫ ١

x (١−uα )β du
(١− xα )٢β ,

= −١+
αβxα−١ ∫ ١

x (١−uα )β du
(١− xα )β+١ ,

می توان که است یک و صفر بین مقداري یک جمع علامت پشت عبارت
نزولی عمر باقی مانده میانگین تابع درنتیجه است m′(x)< ٠ که گرفت نتیجه

است.

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ٣ نتیجه
Tn = Max(Xi),١ ≤ و T١ = Min(Xi),١ ≤ i ≤ n کنید فرض باشد. Kum

حالت این در است، مقعر لگ α,β ≥ ١ ازاي به Kum توزیع چون . i ≤ n

هستند. مقعر لگ توزیع داراي α,β ≥ ١ ازاي به نیز Tn و T١ توزیع هاي

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .۴ .٣ نتیجه
خطر نرخ داراي (یعنی IFR ، α ≥ ١ ازاي به Kum توزیع چون باشد. Kum

،T١ = Min(Xi) آنگاه است، صعودي)
است. IFR نیز ،١ ≤ i ≤ n

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .۵ .٣ نتیجه
،T١ = Min(Xi) آنگاه باشد، α,β ≥ ١ ازاي به Kum

،Tn = Max(Xi) و صعودي خطر نرخ داراي ،١ ≤ i ≤ n

است. نزولی معکوس خطر نرخ داراي ،١ ≤ i ≤ n

خطر نرخ داراي α ≥ ١ ازاي به کاماراسوامی تصادفی متغیر .۶ .٣ نتیجه
α ≤ ١ ازاي به و است. صعودي عمر گذشته ي میانگین و نزولی معکوس
میانگین و وارون شکل وانی عمر باقی مانده میانگین و معکوس خطر نرخ داراي

است. شکل وانی عمر گذشته ي

میانگین و عمر باقی مانده میانگین توابع ترتیب به m∗(x) و m(x) اگر .٣. ٧ لم
آنگاه باشد، ٠ < x < ١ براي Kum توزیع عمر گذشته ي

الف)

m(x) =
∫ ١

x (١−uα )β du
(١− xα )β =

∑∞
n=٠

(−١)n

(αn+١)
(n

β
)
(١− xαn+١)

(١− xα )β ,

ب)

m∗(x) =
∫ x

٠ ١− (١−uα )β du
١− (١− xα )β =

x−∑∞
n=٠

(−١)n

(αn+١)
(β

n
)
xαn+١

(١− xα )β ,

داشت: خواهیم | x |< ١ براي آنگاه باشد حقیقی عدد یک γ اگر الف. اثبات

(١− x)γ =
∞

∑
n=٠

(−١)n
(

β
n

)
xn, (٣)

داشت: خواهیم است، ٠ < u < ١ اینکه و (٣) رابطه از استفاده با

(١−uα )β =
∞

∑
n=٠

(−١)n
(

β
n

)
uαn,

داریم: بنابراین

m(x) =
∑∞

n=(١−)٠n(β
n
)∫ ١

x uαndu

(١− xα )β

=
∑∞

n=٠
(−١)n

(αn+١)
(n

β
)
(١− xαn+١)

(١− xα )β ,

است. الف قسمت اثبات به شبیه قسمت این اثبات ب. اثبات

گامبل-کاماراسوامی توزیع ٣. ٢
به که گامبل-کاماراسوامی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع (١) رابطه در اگر

و g(x) = σ−١uexp(−u) صورت به ترتیب
دست به گامبل-کاماراسوامی توزیع دهیم قرار را است G(x) = exp(−u)

است، گامبل-کاماراسوامی توزیع داراي X تصادفی متغیر گوییم می آید.
باشد: زیر صورت به آن چگالی تابع هرگاه

f (x,α,β ) = αβσ−١uexp(−αu){١− exp(−αu)}β−١ , (۴)

است: زیر صورت به آن احتمال توزیع تابع .u = exp( x−µ
σ ) آن در که

F(x,α,β ) = ١}−١− exp(−αu)}β .

میانگین و عمر باقی مانده میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع
است: زیر صورت به ترتیب به گامبل-کاماراسوامی توزیع عمر گذشته ي

h(x) =
αβuexp(−αu)

σ {١− exp(−αu)}
,

h∗(x) =
αβσ−١uexp(−αu){١− exp(−αu)}β−١

١}−١− exp(−αu)}β ,

عمر: باقی مانده میانگین تابع

m(x) =

∫ ∞
x (١− exp(−α( t−µ

σ )))dt

(١− exp(−α( x−µ
σ )))β

,

عمر: گذشته ي میانگین تابع

m∗(x) =

∫ x
−∞(١− exp(−α( t−µ

σ )))dt

١− (١− exp(−α( x−µ
σ )))β

.

گامبل- توزیع خطر نرخ و احتمال چگالی توابع نمودار (٢) شکل
می دهد. نشان را σ = ١ و µ = ٠ ، β ، α مختلف مقادیر ازاي به کاماراسوامی
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بعضی ازاي به گامبل-کاماراسوامی خطر نرخ تابع نمودار ب) پارامترها، از مقادیر بعضی ازاي به گامبل-کاماراسوامی احتمال چگالی تابع نمودار الف) :٢ شکل
پارامترها از مقادیر

، β > ٠ ، α > ٠ ازاي به گامبل-کاماراسوامی احتمال چگالی تابع .٣. ٨ لم
است. (− ∂ ٢Ln f (x)

∂ ٢x > مقعر(٠ لگ σ = ١ و µ = ٠

∂Ln f (x)
∂x

=
−u
σ

{
١
u
−α +

α(β −١)
exp(−αu)−١

}
,

∂ ٢Ln f (x)
∂ ٢x

=
−u٢

σ ٢

{
١
u٢ +

α٢(β −١)exp(−αu)
[exp(−αu)−١]٢

}
+

u
σ ٢

{
١
u
−α +

α(β −١)
exp(−αu)−١

}
,

استفاده گامبل-کاماراسوامی توزیع چگالی تابع بودن مقعر لگ خاصیت از
به زیر صورت به آن اعتماد قابلیت توابع رفتار با رابطه در نتایجی و می کنیم

می آوریم. دست

، β > ٠ ، α > ٠ ازاي به گامبل-کاماراسوامی تصادفی متغیر .٣. ٩ نتیجه
باقی مانده میانگین درنتیجه و (IFR)صعودي خطر نرخ داراي σ = ١ و µ = ٠

است. (DMRL) نزولی عمر

اثبات.

m′(x) =
−(١− exp(−α( x−µ

σ )))

(١− exp(−α( x−µ
σ )))

,

است. نزولی عمر باقی مانده میانگین تابع درنتیجه است m′(x)< ٠ که

از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ١٠ نتیجه
T١ = Min(Xi),١ ≤ i ≤ n کنید فرض باشد. گامبل-کاماراسوامی توزیع
ازاي به گامبل-کاماراسوامی توزیع چون . Tn = Max(Xi),١ ≤ i ≤ n و
و T١ توزیع هاي حالت این در است، مقعر لگ σ = ١ و µ = ٠ ، α,β > ٠

هستند. مقعر لگ توزیع داراي α,β > ٠ ازاي به نیز Tn

از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ١١ نتیجه
ازاي به گامبل-کاماراسوامی توزیع چون باشد. گامبل-کاماراسوامی توزیع
T١ = Min(Xi),١ ≤ i ≤ n آنگاه است، IFR ،σ = ١ و µ = ٠ ، α,β > ٠

است. IFR نیز

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ١٢ نتیجه
T١ = آنگاه ، باشد σ = ١ و µ = ٠ ، α,β > ٠ ازاي به گامبل-کاماراسوامی
Tn = Max(Xi),١ ≤ i ≤ n و صعودي خطر نرخ داراي Min(Xi),١ ≤ i ≤ n

است. نزولی معکوس خطر نرخ داراي

µ = ٠ ،α,β > ٠ ازاي به کاماراسوامی گامبل تصادفی متغیر .٣. ١٣ نتیجه
صعودي عمر گذشته ي میانگین و نزولی معکوس خطر نرخ داراي σ = ١ و

است.
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نرمال-کاماراسوامی توزیع ٣. ٣
دهیم قرار استاندارد نرمال توزیع تابع و احتمال چگالی تابع (١) رابطه در اگر
داراي X تصادفی متغیر گوییم می آید. دست به نرمال-کاماراسوامی توزیع
باشد: زیر صورت به آن چگالی تابع هرگاه است، نرمال-کاماراسوامی توزیع

(۵)
f (x; µ,α,β ,σ)=

αβ
σ

ϕ(
x−µ

σ
)[Φ(

x−µ
σ

)]α−١]١−Φα (
x−µ

σ
)]β−١,

است: زیر صورت به آن احتمال توزیع تابع α,β ,σ > ٠ ، x,µ ∈ R

F(x; µ,α,β ,σ) = ١− [١−Φα (
x−µ

σ
)]β−١,

میانگین و عمر باقی مانده میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع
است: زیر صورت به ترتیب به نرمال-کاماراسوامی توزیع عمر گذشته ي

h(x) =
αβ
σ ϕ( x−µ

σ )[Φ( x−µ
σ )]α−١]١−Φα ( x−µ

σ )]β−١

[١−Φα ( x−µ
σ )]β

=
αβ
σ ϕ( x−µ

σ )[Φ( x−µ
σ )]α−١

[١−Φα ( x−µ
σ )]

,

معکوس: خطر نرخ تابع

h∗(x) =
αβ
σ ϕ( x−µ

σ )[Φ( x−µ
σ )]α−١]١−Φα ( x−µ

σ )]β−١

١− [١−Φα ( x−µ
σ )]β

,

عمر: باقی مانده میانگین تابع

m(x) =

∫ ∞
x [١−Φα ( u−µ

σ )]β du

[١−Φα ( x−µ
σ )]β

,

عمر: گذشته ي میانگین تابع

m∗(x) =

∫ x
−∞ ١− [١−Φα ( u−µ

σ )]β du

١− [١−Φα ( x−µ
σ )]β

,

گامبل- توزیع خطر نرخ و احتمال چگالی توابع نمودار (٣) شکل
می دهد. نشان را σ = ١ و µ = ٠ ، β ، α مختلف مقادیر ازاي به کاماراسوامی

بعضی ازاي به نرمال-کاماراسوامی خطر نرخ تابع نمودار ب) پارامترها، از مقادیر بعضی ازاي به نرمال-کاماراسوامی احتمال چگالی تابع نمودار الف) :٣ شکل
پارامترها از مقادیر

µ = ٠ ، α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی احتمال چگالی تابع .١۴ .٣ است.لم (− ∂ ٢Ln f (x)
∂ ٢x > ٠) مقعر لگ σ = ١ و



٩۴ -٨١ ص ،۴٨ پیاپی شماره ،١٣٩٨ زمستان و پاییز دوم، شماره چهارم، و بیست سال آماري، ٨٩اندیشه

∂ ٢Ln f (x)
∂ ٢x

= −١+(α −١)
−xϕ(x)Φ(x)−ϕ ٢(x)

Φ٢(x)

+ (β −١)
−α[(α −١)Φ٢α−٢(x)ϕ ٢(x)− xϕ(x)Φα−١(x)](١−Φα (x))+α٢Φ٢α−٢(x)ϕ ٢(x)

(١−Φα (x))٢ ,

استفاده نرمال-کاماراسوامی توزیع چگالی تابع بودن مقعر لگ خاصیت از
به زیر صورت به آن اعتماد قابلیت توابع رفتار با رابطه در نتایجی و می کنیم

می آوریم. دست

µ = ٠ ، α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی تصادفی متغیر .١۵ .٣ نتیجه
عمر باقی مانده میانگین درنتیجه و (IFR) صعودي خطر نرخ داراي σ = ١ و

است. (DMRL) نزولی

اثبات.

m′(x) =
−[١−Φα ( x−µ

σ )]β

[١−Φα ( x−µ
σ )]β

,

است. نزولی عمر باقی مانده میانگین تابع درنتیجه است m′(x)< ٠ که

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .١۶ .٣ نتیجه
کنید فرض باشد. نرمال-کاماراسوامی

توزیع چون . Tn = Max(Xi),١ ≤ i ≤ n و T١ = Min(Xi),١ ≤ i ≤ n

در است، مقعر لگ σ = ١ و µ = ٠ ، α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی
مقعر لگ توزیع داراي α,β > ٠ ازاي به نیز Tn و T١ توزیع هاي حالت این

هستند.

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ١٧ نتیجه
α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی توزیع چون باشد. نرمال-کاماراسوامی
آنگاه است، صعودي) خطر نرخ داراي (یعنی IFR ،σ = ١ و µ = ٠ ،

،T١ = Min(Xi)

است. IFR نیز ،١ ≤ i ≤ n

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک X١,X٢, ...,Xn کنید فرض .٣. ١٨ نتیجه
T١ = آنگاه باشد، σ = ١ و µ = ٠ ، α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی
Tn = Max(Xi),١ ≤ i ≤ n و صعودي خطر نرخ داراي Min(Xi),١ ≤ i ≤ n

است. نزولی معکوس خطر نرخ داراي

داراي α,β > ٠ ازاي به نرمال-کاماراسوامی تصادفی متغیر .٣. ١٩ نتیجه
است. صعودي عمر گذشته ي میانگین و نزولی معکوس خطر نرخ

خانواده در تصادفی ترتیب ۴

G-کاماراسوامی توزیع هاي
Kum توزیع در تصادفی ترتیب ١ .۴

مختلف β و یکسان α با Kum توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه الف)
و Xα,β١ چگالی هاي نسبت ،Xα,βi

∼ Kum(α,βi),i = ١,٢ کنید فرض
از: است عبارت Xα,β٢

f (x;β٢)

f (x;β١)
=

αβ٢xα−١)١− xα )β١−٢

αβ١xα−١)١− xα )β١−١ =
β٢
β١

(١− xα )β٢−β١ ,

،β٢ < β١ براي بنابراین . β٢ < β١ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα,β١ ≥ST Xα,β٢ ، Xα,β١ ≥HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≥LR Xα,β٢

بنابراین . β١ < β٢ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β١ ≥MRL Xα,β٢ و
، Xα,β١ ≤HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≤LR Xα,β٢ ،β١ < β٢ براي

.Xα,β١ ≤MRL Xα,β٢ و Xα,β١ ≤ST Xα,β٢

مختلف α و یکسان β با Kum توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ب)
و Xα١,β چگالی هاي نسبت ،Xαi,β ∼ Kum(αi,β ),i = ١,٢ کنید فرض

از: است عبارت Xα٢,β

f (x;α٢)

f (x;α١)
=

α٢xα١−٢

α١xα١−١ ,

،α١ < α٢ براي بنابراین .α١ < α٢ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα١,β ≥ST Xα٢,β ، Xα١,β ≥HR Xα٢,β می دهد نتیجه که Xα١,β ≥LR Xα٢,β

بنابراین . α٢ < α١ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα١,β ≥MRL Xα٢,β و
، Xα١,β ≤HR Xα٢,β می دهد نتیجه که Xα١,β ⩽LR Xα٢,β ،α٢ < α١ براي

.Xα١,β ≤MRL Xα٢,β و Xα١,β ≤ST Xα٢,β

تابع-توانی توزیع با Kum توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ج)
تابع-توانی تصادفی متغیر با را Kum توزیع از Xαi,β تصادفی متغیر می خواهیم
کنیم. مقایسه معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ،(Xα ∼ Beta(α,١)) Xα

از: است عبارت Xα و Xαi,β چگالی هاي نسبت

f (x;α,β )
f (x;α)

=
αβxα−١)١− xα )β−١

αxα−١ = β (١− xα )β−١,
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Xα,β ≥LR Xα ،β < ١ براي بنابراین .β < ١ اگر است، x از صعودي تابعی که
که .Xα,β ≥MRL Xα و Xα,β ≥ST Xα ، Xα,β ≥HR Xα می دهد نتیجه که
Xα,β ≤LR Xα ،β > ١ براي بنابراین . β > ١ اگر است، x از نزولی تابعی

.Xα,β ≤MRL Xα و Xα,β ≤ST Xα ، Xα,β ≤HR Xα می دهد نتیجه که

تابع-توانی توزیع با Kum توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه د)
تابع-توانی تصادفی متغیر با را Kum توزیع از Xαi,β تصادفی متغیر می خواهیم

Xβ

نسبت کنیم. مقایسه معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ،(Xβ ∼ Beta(١,β ))

از: است عبارت Xβ و Xα,β چگالی هاي
f (x;α,β )

f (x;β )
=

αβxα−١)١− xα )β−١

β (١− x)β−١ =
αxα−١)١− xα )β−١

(١− x)β−١ ,

و β > ١ براي بنابراین . α و β > ١ اگر است، x از صعودي تابعی که
و Xα,β ≥ST Xα ، Xα,β ≥HR Xα می دهد نتیجه که Xα,β ≥LR Xα ،α
،٠ < β < ١ و ٠ < α < ١ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β ≥MRL Xα

و ٠ < α < ١ براي بنابراین .٠ < β < ١ و α > ١ ،β > ١ و ٠ < α < ١

Xα,β ≤LR Xα ،٠ < β < ١ و α > ١ ،β > ١ و ٠ < α < ١ ،٠ < β < ١

.Xα,β ≤MRL Xα و Xα,β ≤ST Xα ، Xα,β ≤HR Xα می دهد نتیجه که

گامبل- توزیع در تصادفی ترتیب ٢ .۴
کاماراسوامی

β و یکسان α با گامبل-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه الف)
مختلف

چگالی هاي نسبت ،Xα,βi
∼ Kum−Gumbel(α,βi),i = ١,٢ کنید فرض

از: است عبارت Xα,β٢ و Xα,β١

f (x;α,β٢)

f (x;α,β١)
=

αβ٢xe−αx(١− e−αx)β١−٢

αβ١xe−αx(١− e−αx)β١−١

=
β٢
β١

(١− e−αx)β٢−β١ ,

،β٢ < β١ براي بنابراین . β٢ < β١ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα,β١ ≥ST Xα,β٢ ، Xα,β١ ≥HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≥LR Xα,β٢

بنابراین . β١ < β٢ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β١ ≥MRL Xα,β٢ و
، Xα,β١ ≤HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≤LR Xα,β٢ ،β١ < β٢ براي

.Xα,β١ ≤MRL Xα,β٢ و Xα,β١ ≤ST Xα,β٢

و یکسان β با گامبل-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ب)
مختلف α

چگالی هاي نسبت ،Xαi,β ∼ Kum−Gumbel(αi,β ),i = ١,٢ کنید فرض
از: است عبارت Xα٢,β و Xα١,β

f (x;α,β٢)

f (x;α,β١)
=

α٢βxe−αx(١− e−α٢x)β−١

α١xe−α١x(١− e−α١x)β−١

=
α٢
α١

e−x(α٢−α١)(
١− e−α٢x

١− e−α١x )
β−١,

،α٢ < α١ براي بنابراین .α٢ < α١ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα١,β ≥ST Xα٢,β ، Xα١,β ≥HR Xα٢,β می دهد نتیجه که Xα١,β ≥LR Xα٢,β

بنابراین . α٢ > α١ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα١,β ≥MRL Xα٢,β و
، Xα١,β ≤HR Xα٢,β می دهد نتیجه که Xα١,β ⩽LR Xα٢,β ،α٢ > α١ براي

.Xα١,β ≤MRL Xα٢,β و Xα١,β ≤ST Xα٢,β

گامبل توزیع با گامبل-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ج)
متغیر با را گامبل-کاماراسوامی توزیع از Xα,β تصادفی متغیر می خواهیم
نسبت کنیم. مقایسه معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ، X گامبل تصادفی

از: است عبارت X و Xαi,β چگالی هاي
f (x;α,β )

f (x)
=

αβxe−αx(١− e−αx)β−١

xe−x

= αβe−x(α−١)(١− e−αx)β−١,

α < β براي بنابراین . β < ١ و α < β اگر است، x از صعودي تابعی که
و Xα,β ≥ST X ، Xα,β ≥HR X می دهد نتیجه که Xα,β ≥LR X ،β < ١ و
α < β ، β > ١ و α > β اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β ≥MRL X

و α < β ، β > ١ و α > β براي بنابراین . β < ١ و α > β ، β > ١ و
، Xα,β ≤HR X می دهد نتیجه که Xα,β ≤LR X ،β < ١ و α > β ، β > ١

.Xα,β ≤MRL X و Xα,β ≤ST X

نمایی توزیع با گامبل-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه د)
متغیر با را گامبل-کاماراسوامی توزیع از Xα,β تصادفی متغیر می خواهیم
نسبت کنیم. مقایسه معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ،Xα نمایی تصادفی

از: است عبارت Xα و Xα,β چگالی هاي
f (x;α,β )

f (x;α)
=

αβxe−αx(١− e−αx)β−١

αe−αx = βx(١− e−αx)β−١,

Xα,β ≥LR Xα ،β > ١ براي بنابراین .β > ١ اگر است، x از صعودي تابعی که
که .Xα,β ≥MRL Xα و Xα,β ≥ST Xα ، Xα,β ≥HR Xα می دهد نتیجه که
،٠ < β < ١ براي بنابراین . ٠ < β < ١ اگر است، x از نزولی تابعی
و Xα,β ≤ST Xα ، Xα,β ≤HR Xα می دهد نتیجه که Xα,β ≤LR Xα

.Xα,β ≤MRL Xα
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نرمال- توزیع در تصادفی ترتیب ٣ .۴
کاماراسوامی

و یکسان α با نرمال-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه الف)
نسبت ،Xα,βi

∼ Kum−Normal(α,βi),i = ١,٢ کنید فرض مختلف β

از: است عبارت Xα,β٢ و Xα,β١ چگالی هاي
f (x;α,β٢)

f (x;α,β١)
=

β١)٢−Φα (x))β١−٢

β١)١−Φα (x))β١−١ =
β٢
β١

(١−Φα (x))β٢−β١ ,

،β٢ < β١ براي بنابراین . β٢ < β١ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα,β١ ≥ST Xα,β٢ ، Xα,β١ ≥HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≥LR Xα,β٢

بنابراین . β١ < β٢ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β١ ≥MRL Xα,β٢ و
، Xα,β١ ≤HR Xα,β٢ می دهد نتیجه که Xα,β١ ≤LR Xα,β٢ ،β١ < β٢ براي

.Xα,β١ ≤MRL Xα,β٢ و Xα,β١ ≤ST Xα,β٢

و یکسان β با نرمال-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ب)
مختلف α

چگالی هاي نسبت ،Xαi,β ∼ Kum−Normal(αi,β ),i = ١,٢ کنید فرض
از: است عبارت Xα٢,β و Xα١,β

f (x;α١,β )
f (x;α٢,β )

=
α١Φα١−١(x)(١−Φα١(x))β−١

α٢Φα١−٢(x)(١−Φα٢(x))β−١ ,

براي بنابراین .α١ < α٢ اگر است، x از صعودي تابعی که
، Xα١,β ≥HR Xα٢,β می دهد نتیجه که Xα١,β ≥LR Xα٢,β ،α١ < α٢

است، x از نزولی تابعی که .Xα١,β ≥MRL Xα٢,β و Xα١,β ≥ST Xα٢,β

می دهد نتیجه که Xα١,β ⩽LR Xα٢,β ،α٢ < α١ براي بنابراین . α٢ < α١ اگر
.Xα١,β ≤MRL Xα٢,β و Xα١,β ≤ST Xα٢,β ، Xα١,β ≤HR Xα٢,β

نرمال توزیع با نرمال-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه ج)
استاندارد

متغیر با را نرمال-کاماراسوامی توزیع از Xα,β تصادفی متغیر می خواهیم
کنیم. مقایسه معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ، X استاندارد نرمال تصادفی

از: است عبارت X و Xα,β چگالی هاي نسبت
f (x;α,β )

ϕ(x)
=

αβϕ(x)[Φ(x]α−١]١−Φα (x)]β−١

ϕ(x)
,

Xα,β ≥LR X ،β < ١ براي بنابراین . β < ١ اگر است، x از صعودي تابعی که
تابعی که .Xα,β ≥MRL X و Xα,β ≥ST X ، Xα,β ≥HR X می دهد نتیجه که
نتیجه که Xα,β ≤LR X ،β > ١ براي بنابراین .β > ١ اگر است، x از نزولی

.Xα,β ≤MRL X و Xα,β ≤ST X ، Xα,β ≤HR X می دهد

Kumتوزیع با نرمال-کاماراسوامی توزیع تصادفی متغیرهاي مقایسه د)
متغیر با را نرمال-کاماراسوامی توزیع از Xα,β تصادفی متغیر می خواهیم
معین تصادفی ترتیب هاي به نسبت ، (X ′

α,β ∼ kum(α,β )) Kum تصادفی
از: است عبارت X ′

α,β و Xα,β چگالی هاي نسبت کنیم. مقایسه

f (x;α,β )
f (x;α,β )

=
αβΦα−١(x)(١−Φα (x))β ϕ(x)

αβxα−١)١− xα )β−١ ,

،α,β > ١ براي بنابراین . α,β > ١ اگر است، x از صعودي تابعی که
Xα,β ≥ST X ′

α,β ، Xα,β ≥HR X ′
α,β می دهد نتیجه که Xα,β ≥LR X ′

α,β

و ٠ < α < ١ اگر است، x از نزولی تابعی که .Xα,β ≥MRL X ′
α,β و

براي بنابراین .٠ < β < ١ و α > ١ ،β > ١ و ٠ < α < ١ ،٠ < β < ١

،٠ < β < ١ و α > ١ ،β > ١ و ٠ < α < ١ ،٠ < β < ١ و ٠ < α < ١

و Xα,β ≤ST X ′
α,β ، Xα,β ≤HR X ′

α,β می دهد نتیجه که Xα,β ≤LR X ′
α,β

.Xα,β ≤MRL X ′
α,β

به مربوط کاربردي:داده هاي مثال ۵

بنزین عملکرد اطلاعات
واقعی داده هاي بر بتا مدل  با را کاماراسوامی مدل برازش قابلیت بخش این در
[١۵] پراتر توسط که داده هایی مجموعه از منظور این براي می کنیم. مقایسه
عملکرد اطلاعات به مربوط داده ها می کنیم. استفاده است، جمع آوري شده
نفت نسبت که عملکرد متغیرهاي است، متغیر شش و مشاهده ٣٢ شامل بنزین
حرارت درجه دما، است، جزء به جزء تقطیر از پس بنزین به تبدیل شده خام
ارائه شده اند. (١) جدول در که دسته زمین، جاذبه فشار، فارنهایت)، حسب (بر

می دهیم. قرار موردبررسی را عملکرد متغیر مقاله این در که
(۴) کل� ، داده ها براي محاسبه شده آماره هاي از خلاصه اي (٢) جدول
می دهد. نشان را بنزین عملکرد اطلاعات به مربوط داده هاي بافت نگار نمودار
کلموگروف- آماره و (AIC) آکائیکه اطلاع معیار از مدل ها مقایسه براي
کوچک مقادیر است. استفاده شده آن ها نظیر P-مقدار و (K−S) اسمیرنوف
بودن مناسب فرض شدن پذیرفته بر دلالت P-مقدار بزرگ و (K −S) آماره
گردیده ارائه (٣) جدول در مدل ها این برازش به مربوط محاسبات دارد. مدل
مدل هاي پارامترهاي درستنمایی حداکثر برآورد شامل جدول این است.
آزمون آماره مقدار همچنین و آن ها (AIC) آکائیکه اطلاع معیار مطرح شده،
با می باشد. آزمون این P-مقدار همراه به (K − S) کلموگروف-اسمیرنوف
نظر به مختلف معیارهاي مقایسه با و جدول این در ارائه شده مقادیر به توجه
همچنین است. کرده ارائه داده ها به بهتري برازش کاماراسوامی توزیع می رسد

می کند. کمک موضوع این تأیید به نیز (۵) شکل
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بنزین عملکرد اطلاعات به مربوط داده هاي :١ جدول

٠/٠٧۴ ٠/٢۶۶ ٠/١٣١ ٠/٠٨٠ ٠/۴۵٧ ٠/٣۴٧ ٠/٢٢٣ ٠/١٢٢

٠/٢۶٨ ٠/١۴۴ ٠/٣٣۶ ٠/٢۶٠ ٠/١۵٢ ٠/٠۶٩ ٠/٣٠۴ ٠/١٨٢

٠/٢٧٨ ٠/۶١٠ ٠/٠۶۴ ٠/٢٨٠ ٠/٣١٧ ٠/٢۴٨ ٠/١٠٠ ٠/٣۴٩

٠/١٨٠ ٠/۴٧٠ ٠/٠٨۵ ٠/٢٣٢ ٠/١۴٠ ٠/٣٢١ ٠/١٧۶ ٠/٠۵٠

بنزین عملکرد اطلاعات به مربوط داده هاي مجموعه آماري شاخص هاي :٢ جدول

میانگین میانه معیار انحراف تغییرات ضریب دامنه سوم چارك اول چارك (n) تعداد
٠/١٩۶ ٠/٠٨٩ ٠/١٠٧ ٠/۵۴۵ ٠/۴٢٩ ٠/٢٧٠ ٠/١١۶ ٣٢

بنزین عملکرد اطلاعات به مربوط داده هاي بافت نگار نمودار :۴ شکل

پارامترهاست.) استاندارد انحراف پرانتز داخل (عبارت .B ،Kum مدل دو براي P− valueو K −S و BIC و AIC و MLE مقادیر :٣ جدول

loglike P− value K −S BIC AIC β α توزیع
٢٨٫۵١٠ ٠٫٩٨٠ ٠٫٠٨٣١ −۵٠٫٠٩١ −۵٣٫٠٢٢ ١۶٫٣۶۴ (٧٫٠٧٢) ١٫٨٨۵ (٠٫٢٩٠) کاماراسوامی
٢٨٫٣٧٠ ٠٫٩۴٩ ٠٫٠٩٢١ −۴٩٫٨٣٩ −۵٢٫٧٧٠ ١٠٫١١٣ (٢٫۵٧٣) ٢٫۴۶۴ (٠٫۵٨٠) بتا



٩۴ -٨١ ص ،۴٨ پیاپی شماره ،١٣٩٨ زمستان و پاییز دوم، شماره چهارم، و بیست سال آماري، ٩٣اندیشه

B Kumو توزیع هاي با آن ها برازش و بنزین عملکرد اطلاعات به مربوط داده هاي مجموعه بافت نگار :۵ شکل

آن ها به داده شده برازش چگالی هاي همراه به داده ها بافت نگار (۵) نمودار
را (٣) جدول توسط به دست آمده نتیجه به نوعی شکل این می دهد. نشان را

دارد. را برازش بهترین کاماراسوامی مدل که می دهد نشان و می کند تأیید

نتیجه گیري و بحث
و پرداختیم G-کاماراسوامی توزیع هاي خانواده معرفی به مقاله این در
میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع نظیر اعتماد قابلیت توابع رفتار

نظیر خانواده این از رده اي زیر براي عمر گذشته ي میانگین عمر، باقی مانده
بررسی نرمال-کاماراسوامی کاماراسوامی،گامبل-کاماراسوامی، توزیع هاي
واقعی داده هاي تحلیل در بتا توزیع با کاماراسوامی توزیع توانایی کردیم.
بهتري برازش کاماراسوامی توزیع که کردیم مشاهده و دادیم قرار مقایسه مورد

دارد. داده ها مجموعه این براي بتا توزیع به نسبت
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