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چکیده:
دست یابی به منظور مدل، یک در متغیرها افزایش با هستند. برخوردار ویژه اي اهمیت از کاکس رگرسیونی مدل هاي شده، سانسور بقاي داده هاي تحلیل در
معروف تاوان توابع از برخی براي تاوانیده کاکس رگرسیون مدل بر مروري به مقاله، این در کرد. استفاده تاوانیده روش هاي از می توان کاراتر، مدل هاي به
برازش داده ها این به کاکس رگرسیون از بهتر تاوانیده مدل هاي که داده شده نشان و پزشکیmgus2بررسی شده داده هاي مجموعه هم چنین، است. پرداخته شده

دارد. داده ها این براي را عملکرد بهترین لاسو، تاوان که می شود

لاسو. تاوانیده، رگرسیون کاکس، رگرسیون خطر، تابع بقا، تابع کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

گسترده اي به صورت تاکنون زمان آن از که نمود ارائه را مدلی ،[٧]
تا زمان یا بقا زمان پاسخ متغیر فرمول بندي براي مدل این است. استفاده شده
کار به تبیینی و (توضیحی) پیش گو متغیرهاي سري یک براساس حادثه رویداد
[١١] نمایی رگرسیون مشابه و [٢١] رگرسیون از تعمیمی کاکس مدل می رود.
می توان متغیره تک حالت در بقا زمان مدل بندي در است. خاص حالتی در
رتبه اي لگاریتم آزمون هاي و کاپلان-میر منحنی هاي جایگزین روش هاي از

کرد. مراجعه [٢٠] به می توان بیشتر آگاهی براي کرد. استفاده

استفاده مطالعاتشان در کاکس، رگرسیون مدل از کاربردي آماردانان
پزشکی، در داده ها بررسی و تحلیل به می توان به عنوان مثال کردند.
اشاره مسري و ویروسی بیماري هاي سرطانی، بیماري هاي بالینی، آزمایش هاي
کاکس رگرسیون مدل که دارد وجود زیادي بسته هاي ،R نرم افزار در کرد.

می دهد. برازش متنوعی داده هاي به را

را پزشکی یا آماري پیشرفته مجله یک می تواند به سختی فرد امروزه،
رگرسیون مقایسه نیز، ایران در کند. پیدا [٧] مقاله به ارجاع یک حداقل بدون
معده، سرطان به مبتلا بیماران بقاي تحلیل در پارامتریک مدل هاي و کاکس
پیش آگهی عوامل و کولورکتال سرطان بیماران بقاي تحلیل ،[٢٢] توسط
مخاطرات مدل به کارگیري [٢٣] کاکس رگرسیون مدل از استفاده با دهنده

[۴] مغزي متاستاژ به مبتلا بیماران بر مؤثر عوامل شناسایی در کاکس متناسب
اقامت مدت بر مؤثر عوامل تعیین در کاکس پارامتري نیمه رگرسیون مدل
مصنوعی عصبی شبکه و کاکس رگرسیون مدل مقایسه [١٢] بستري بیماران
داشته اند. مورد این در بحث هایی [١۶] حاد لوسمی بیماران بقاي پیش بینی در
دارد وجود فراوانی ناشناخته هاي هم هنوز سازنده شان، پیشنهاد هاي علی رغم
کاربردي و آموزنده چندان و است نیافته آن ها براي پاسخی قبلی مقالات که
آینده پژوهش هاي در مطالعه یک موضوع می توانند ناشناخته ها، این و نیستند
استفاده با و نموده معرفی را خطر تابع رگرسیون مدل مقاله این در باشند.
بخش در می کنیم. تفسیر را کاکس مدل پارامترهاي کاربردي مثال یک از
ذکر را تاوان توابع از برخی و داده توضیح را تاوانیده برآوردگرهاي بعدي
قالب در تاوان توابع از برخی اجمالی معرفی به ٣ بخش در سپس کرده ایم.
مدل در تاوانیده برآوردگرهاي ،۴ بخش در و پرداخته کاکس رگرسیون مدل
تحلیل را کاربردي مثال یک ،۵ بخش در ادامه، در است. بیان شده کاکس
پیداکرده اختصاص نتیجه  گیري به ۶ بخش می کنیم. تفسیر را خروجی و کرده

است.
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خطر تابع رگرسیون مدل ٢

اصلی هدف و می کنیم مدل بندي را حادثه رویداد تا زمان بقا، تحلیل در
بعدي p پیشین متغیرهاي به T بقا زمان وابستگی بررسی مطالعات، این در
هدف، این به رسیدن براي معمول روش یک است. Xi = (Xi١, . . . ,Xip)

⊤

به صورت که دارد بستگی X = x متغیر به T شرطی تابع که است خطر تابع
می شود: تعریف زیر

h(t | x) = lim
∆t→٠

١
∆t

P{t ⩽ T < t +∆t | T ⩾ t,X = x}

مقدار t اگر است. لحظه اي تغییرات ∆t و بقا زمان T خطر، تابع h(t | x) که
ندارد. بالا کران h(t) و است h(t | x)⩾ ٠ باشد، مشخصی

می شود: تعریف زیر به صورت گسسته و پیوسته توزیع هاي در بقا تابع

S(t) = P(T > t) = ١−P(T ⩽ t) = ١−FT (t)

دست به مستقیم به طور را بقا تابع می توانیم باشد، مشخص خطر تابع اگر
است: بیان شده ادامه در خطر توابع از نمونه چند آوریم.

به صورت تجمعی توزیع تابع باشد، ثابت خطر تابع h(t) = λ اگر (١)
است. نمایی توزیع داراي T و بوده F(t) = ١− exp(−λ t)

داراي تجمعی توزیع تابع باشد، h(t) = pλ pt p−١ خطر تابع اگر (٢)
وایبول توزیع داراي T و بوده F(t) = ١− exp{−(λ t)p} صورت

است.

خطر تابع اگر (٣)

h(t) =
١

tσ ϕ
(

ln(t)
σ

)
Φ
(
− ln(t)

σ

) , σ > ٠

توزیع از T و است F(t) = Φ
(

ln(t)−µ
σ

)
تجمعی توزیعی تابع باشد،
می کند. پیروي نرمال لگ

دسترس در {(y١,δ١),(y٢,δ٢), . . . ,(yn,δn)} داده مجموعه کنید فرض
متغیر ،Ci آن در که ،δi = I(Ti ⩽ Ci) و yi = min{Ti,Ci} همچنین است،
نامنفی تصادفی متغیر ،Ti است. شکست iام واحد در شکست زمان تصادفی
مجموعه نشانگر تابع I(A) و می کند مشخص iام واحد در را بقا زمان که است
می شود، استفاده رگرسیونی مدل در که میانگین از استفاده به جاي است. A

کاکس رگرسیون مدل می کنیم. مدل بندي را خطر تابع کاکس، رگرسیون در
است: زیر کلی صورت داراي

h(t,X) = h٠(t)h(Xβ ), (٢. ١)

مقادیر از یکی δ مقدار براساس و می دهد نشان را زمان به وابستگی t آن، در که
می پذیرد. است، زمان دو هر جنس که Ci یا Ti متغیرهاي از مشاهده شده

کرد. پیشنهاد exp{X⊤β} نمایی به صورت را h(X⊤β ) مثبت تابع [٧]
می شود: نوشته زیر به صورت کاکس رگرسیون مدل صورت این در

h(t,X) = h٠(t)exp{X⊤β}. (٢. ٢)

رابطه از گرفتن لگاریتم با می توان است، مثبت مخاطره تابع ازآنجاکه
نوشت: زیر به صورت را آن ،(٢. ٢)

ln(h(t,X)) = ln(h٠(t))+{X⊤β}. (٢. ٣)

متغیر که تفاوت این با است چندگانه رگرسیون به شبیه کاکس روش بنابراین
است. مخاطره تابع کاکس، رگرسیون در پاسخ

متغیرهاي ارتباط یافتن براي روش کاربردي ترین کاکس، رگرسیون مدل
دلیل بدین را کاکس رگرسیون مدل است. خطر تابع پاسخ متغیر با پیش گو
مدل ندارد، بستگی زمان به و است ثابت زمان ها همه در خطر نسبت  که
دلخواه تصادفی بردار دو براي خطر نسبت مثلاً . می نامند نیز متناسب مخاطرات
که بگیرید نظر در را Xo = (X١,X٢, . . . ,Xp)

⊤ و X١ = (X١,X٢, . . . ,Xp)
⊤

مهم ترین از یکی این و زمان، به نسبت ثابت تابعی یعنی است. (۴ .٢) به صورت
.[٨] است. کاکس مدل مفروضات

h(t|β ,X١)

h(t|β ,Xo)
=

ho(t)exp(X⊤
١ β )

ho(t)exp(X⊤
o β )

= exp{(X١ −Xo)β} (۴ .٢)

شده برآورد رگرسیونی ضرایب ناپایداري کاکس، رگرسیون مدل در
تابع آن در که یابد، کاهش جزئی درستنمایی لگاریتم کردن بیشینه با می تواند

است: زیر به صورت جزئی درستنمایی لگاریتم

ℓp(β ) =
n

∑
i=١

δ j

[
X⊤

i β − ln

(
∑
j∈Ri

exp{X⊤
j β}

)]
, (۵ .٢)

شده سانسور داده δ j = ٠ اگر و نشده سانسور داده ،δ j = ١ اگر آن در که
را [١] ،(۵ .٢) رابطه به دستیابی جزئیات مورد در بیشتر آگاهی براي است.

ببینید.

تاوانیده برآوردگرهاي ٣

در و می پردازیم تاوانیده کاکس رگرسیون مدل معرفی به ابتدا بخش این در
است. بیان شده معروف تاوان توابع از برخی رابطه ریاضی ادامه

2Multiple linear regression
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تاوانیده کاکس رگرسیون ٣. ١
رگرسیون در پاسخ متغیر یک و خطی رگرسیون مدل پیش گو متغیر p رابطه

می شود: فرمول بندي زیر به صورت چندگانه٢ خطی

y = Xβ + ε, (٣. ١)

واریانس-کواریانس ماتریس کنید فرض و گرفته نظر در را (٣. ١) خطی مدل
یک σ ٢ > ٠ آن در که ،cov(ε)=σ ٢I عبارتی به است، σ ٢I برابر خطا مؤلفه
توان هاي کمترین برآوردگر است. همانی ماتریس I و نامعلوم عددي مقدار

یعنی خطاها دوم توان هاي مجموع که است برآوردگري ،(LS)دوم٣

S(β ) = (y−Xβ )⊤(y−Xβ ) (٣. ٢)

(معکوس پذیر X⊤X ماتریس بودن نامنفرد صورت در می کند. کمینه را
دست به زیر به صورت β شده برازش مقادیر بردار LSبرآوردگر بودن)،

می آید

β̂ = (X⊤X)−١X⊤y (٣. ٣)

بدیهی است. زیاد موردبررسی مسئله در پیش گو متغیرهاي تعداد اوقات گاهی
(٣. ١) مدل در مثلاً است. مشکل آن تفسیر و بوده پیچیده حاصل مدل است
و نیست قابل محاسبه به راحتی (X⊤X)−١ ماتریس باشد، بزرگ p چنانچه
روش یک از استفاده موارد این گونه در ندارد. وجود p > n حالت در
برآورد نهایی، هدف ازآنجایی که اما باشد. کارساز می تواند متغیر انتخاب
که کنیم استفاده روش هایی از است بهتر است، β رگرسیونی ضرایب بردار
می توان منظور، این براي کند. برآورد را β هم و داده انجام متغیر انتخاب هم
کنید دقت رسید. موردنظر هدف به و کرد استفاده تاوانیده۴ رگرسیون از
می شود. بزرگ نیز β قدرمطلق از تابعی باشد زیاد پارامترها تعداد چنانچه
دهیم، کاهش و کنیم تاوان را تابع این بزرگی مسائل این گونه در اگر بنابراین
از نتیجه به عنوان داد. کاهش را متغیرها تعداد غیرمستقیم به طور می توان عملاً
بزرگی با محکLSهمراه ،LSمحک کردن کمینه به جاي می توان بحث این
هم زمان به طور می شود باعث عمل این کرد. کمینه هم زمان را تاوان نتایج این
در کلی حالت در لذا کنیم. برآورد را β بردار هم و داد انجام بعد کاهش هم

است: زیر تابع کردن کمینه هدف تاوانیده، رگرسیون

Φ(β ) = S(β )+ pλ (β )

= (y−Xβ )⊤(y−Xβ )+ pλ (β ) (۴ .٣)

را تاوان میزان که است ثابتی λ و β برحسب تاوان تابع pλ (β ) آن در که
لازم است. λ > ٠ تنظیم کننده۵ پارامتر اینجا در می کند. تنظیم یا کنترل
پیچیدگی و پیش گویی۶ خطاهاي بین موازنه اي اینجا، در λ است ذکر به
مقدار تعیین است. اهمیت حائز آن درست انتخاب و می دهد انجام مدل٧
است. چالش برانگیز مسئله یک نیز، آمار در تنظیم کننده پارامتر براي مناسب
به ویژه آمار با ریاضی بهینه سازي مسائل بین ارتباط درباره بیشتر جزئیات براي

ببینید. را [٢] و [٣٢] ،[٣٠] رگرسیونی، روش هاي
رگرسیون به شبیه کاکس روش شد، داده  توضیح (٢) بخش در که همان طور
مخاطره تابع کاکس، رگرسیون در پاسخ متغیر که تفاوت این با است چندگانه
در پیش گو متغیرهاي تعداد وقتی ،(٢. ٢) کاکس رگرسیون مدل در است.
مدل ،p > n حالت در بقا زمان پیش گویی براي است، زیاد موردبررسی مسئله
تاوانیده صورت از ازاین رو باشد، کاربردي مستقیم به طور نمی تواند کاکس
لگاریتم تابع به توجه با حالت این در می کنیم. استفاده کاکس رگرسیون مدل
درستنمایی برآوردگر ،(۵ .٢) کاکس رگرسیون مدل در جزئی درستنمایی

می شود: حاصل زیر رابطه از تاوانیده

β̂ = arg max
β∈Rp

{l(β )− pλ (β )} (۵ .٣)

رگرسیون در دوم توان هاي کمترین روش مشابه را (۵ .٣) مسئله می توان
نوشت: می توان پس کرد. تبدیل کمینه سازي مسئله یک به چندگانه،

β̂ = arg min
β∈Rp

{−l(β )+ pλ (β )} (۶ .٣)

مقدار به تاوان توابع مختلف صورت هاي و است pλ (β ) = λ
p
∑

i=١
| βi |γ که

دارد. بستگی γ

است. بیان شده معروف تاوان توابع از برخی ریاضی رابطه ادامه در
[٢۶] لاسو،

pλ (β ) = λ
p

∑
i=١

| βi |

[١۵] ریج،

pλ (β ) = λ
p

∑
i=١

β ٢
i

[٣۴] سازوار٨، لاسوي
3Least squares
4Penalized regression
5Tuning parameter
6Prediction errors
7Model complexity
8Adobtive Lasso
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pλ (β ) = λ
p

∑
j=١

ŵ j | β j |

[٣۵] ارتجاعی٩، شبکه

pλ (β ) = λ١

p

∑
i=١

| βi |+λ٢

p

∑
i=١

β ٢
i

[٣۶] سازوار١٠، ارتجاعی شبکه

pλ (β ) = λ ∗
١

p

∑
j=١

ŵ j | β j |+λ٢

p

∑
i=١

β ٢
i

[١٠] اسکد١١،

p′λ (| β |) = λ
{
I{|β |⩽λ}+

(aλ | β |)+
(a−١)λ

I{|β |>λ}

}
a > ٢,β ̸= ٠

[٢٨] ذوب شده١٢، لاسوي

pλ (β ) = λ١

p

∑
i=١

| βi |+λ٢

p

∑
i=٢

| βi −βi−١ |

[۵] اسکار١٣،

pλ (β ) = λ
p

∑
j=١

| β j |+c ∑
j<k

max(| β j |, | βk |)

[١٧] هورسز١۴،

pλ (β ) = λ١α
p

∑
j=١

| β j |+λ٢(١−α) ∑
j<k

| β j −βk |

[٣١] آتان١۵،

pλ ,γ (| β |) = λ
(

γ +
٢
π

)
arctan

(
| β |

γ

)

[٩] سلو١۶،

pλ ,τ (β j) =
λ

log(٢)
log
(

| β j |
| β j |+τ

+١
)

[١۴] مشتق پذیر، لاسوي

pλ (β ) = λ
p

∑
i=١

p(βi,s)

[٢۵] ،١٧MIC

p(β ) =−٢
n

L(β )+
ln(n٠)

n

p

∑
j=١

ρn(β j)

[٣٣] ،١٨MCP

pλ (β ) =


λ | β | − β ٢

٢γ | β |⩽ γλ

١
٢ γλ ٢ | β |> γλ

مدل در تاوانیده برآوردگرهاي ۴

کاکس
با ژن هایی مثلاً است، زیاد پیش گو متغیرهاي تعداد وقتی بقا داده هاي تحلیل در
روش هاي شده اند، اندازه گیري ریزآرایه١٩ آزمایش هاي با که مختلف سطوح
در زیرا شوند، استفاده مستقیم به طور نمی توانند پارامتر برآورد کلاسیک
شده برآورد رگرسیون ضرایب از هیچ یک کاکس، مدل ضرایب برآورد
در دارند. حضور نهایی مدل در متغیرها تمام و نیست صفر با برابر دقیقاً

9Elastic net
10Adaptive Elastic net
11Smoothly clipped absolute devition (SCAD)
12Fused Lasso
13 Octagonal Shrinkage and Clustering Algorithm for Regression (OSCAR)
14 Hexagonal Operator for Regression with Shrinkage and Equality Selection (HORSES)
15 Arctangant (Atan)
16 seamless-L0 (SELO)
17Minimum Information Criterion
18Minimax Concave Penalty
19Microarray
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از بیشتر متغیرها که حالتی مدیریت و مهم متغیرهاي انتخاب به قادر نتیجه،
از بیمار n اندازه که معمول موارد در بود. نخواهیم باشد، مشاهدات تعداد
کردن بیشینه با را β نامعلوم پارامتر می توان باشد، بیشتر پیش گو متغیر p تعداد
که داده اند نشان تحقیقات برخی اما کرد. برآورد جزئی درستنمایی لگاریتم
از برخی بالاي همخطی و پیش گوها بعد بالاي فضاي دلیل به کاکس مدل
p > n حالت در بقا زمان پیش گویی براي مستقیم به طور نمی تواند ژن ها
تحلیل براي ریزآرایه داده هاي از هنگامی که باشد. کاربردي ریزآرایه ها در
می شود. درست ژن بیان هزاران از همیشه داده مجموعه می شود، استفاده بقا
کامل مدل (٢) باشد، پیچیده مدل (١) است ممکن این که دلیل به بنابراین
بیش باعث مدل در اضافی متغیرهاي وجود (٣) و باشد ناشناخته درست، و
و کرد استفاده مدل در پیش گو متغیرهاي همه از نمی توان شود، برآوردي
آماري تحلیل گران دلخواه همواره کم تر متغیرهاي تعداد با مدل ها ازآنجایی که
توضیح قابل هم و قابل فهم و آسان هم که شود انتخاب مدلی بنابراین است بوده

باشد. دیگران براي
مدل تاوانیده صورت از شد، داده توضیح ٢ بخش در که همان طور ازاین رو
ادامه در ببینید. را [١] بیشتر آگاهی براي می کنیم. استفاده کاکس، رگرسیون

می پردازیم. پرکاربرد تاوان توابع از برخی اجمالی معرفی به

ریج تاوان با کاکس رگرسیون ١ .۴
متغیرهاي کاکس، رگرسیون در اگر کردند. پیشنهاد را ریج روش [١۵]
مانند استاندارد برآورد روش هاي باشند، برخوردار بالایی همبستگی از پیش گو
در می کند، تولید بزرگ واریانس و ناپایدار برآوردهاي درستنمایی، بیشینه
کرد. استفاده مشکل این در راه حلی به عنوان می توان ریج روش از مواقع برخی
پارامتر بیشتر پایداري به منظور خطی، مدل هاي در ریج رگرسیون روش هاي
می پذیرد. برآوردگرها در ناچیز اریبی یک واریانس، برآورد تقویت و
لگاریتم که کردند استفاده کاکس رگرسیون در تاوانیده درستنمایی از [٢٩]

است: زیر به صورت تاوانیده جزئی درستنمایی

lRidge
λ (β ) = l(β )+λ

p

∑
j=١

β ٢
j (١ .۴)

می شود. نامیده ریج پارامتر می کند، کنترل را (β ) برآورد انقباضی مقدار که λ

بنابراین باشد، اطلاع ماتریس Ω(β )=X⊤X U(βو )= ∂
∂β l(β کنید( فرض

کنید فرض ریج، تاوان با جزئی لگاریتم تابع براي

Uλ (β ) =U(β )+λβ Ωλ (β ) = X⊤X+λ Ip

تابع بیشینه نیوتن-رافسون، روش با است. p× p همانی ماتریس یک Ip که
دست به تکراري الگوریتم طبق است تعریف شده (١ .۴) رابطه از که lλ (β )

روش با که کاکس برآوردگر از مرحله، اولین در برآوردگر این می آید.
مرحله برآورد بنابراین می کند. استفاده است، به دست آمده درستنمایی بیشینه

با است برابر ریج، اول

β̂ ١ = (Ω(β̂ )+λ I)−١Ω(β̂ )(β̂ )

باشد، شدید همخطی درجه درصورتی که ریج برآوردگر ویژگی هاي
است: زیر به صورت

از که است برآوردگري همان که β̂ λ = β̂ ١ = β̂ آنگاه ،λ = ٠ اگر .١

می شود. حاصل کاکس رگرسیون

هستند. اریب β̂ و β̂ λ برآوردگر دو هر آنگاه ،λ > ٠ اگر .٢

است. β̂ λ = β̂ ١ ثابت، λ مقدار یک براي خطی، مدل هاي در .٣

نسبت متغیرها که است ضرایبی برآورد در ریج انقباضی مدل کاربرد .۴

باشند. داشته بالایی همبستگی هم به

دارد. کاربرد است، مشاهدات تعداد از بیشتر پارامترها تعداد وقتی .۵

نمی شود. انجام ریج برآوردگر توسط متغیر انتخاب عمل .۶

لاسو تاوان با کاکس رگرسیون ٢ .۴
عملکرد در بهبود سبب تاوانیده، رگرسیون در ریج تاوان بردن کار به اگرچه
آن، در متغیرها همه حضور به توجه با دیگر، طرف از اما می شود، پیش گوها
کمترین روش ،[٢۶] راستا این در نیست. امکان پذیر به سادگی تفسیرپذیري
دقیق، مدل هاي به منجر که کرد پیشنهاد را عملگر انتخاب و انقباض مطلق قدر
می دهد انجام را متغیر انتخاب هم و انقباض هم که می شود تفسیرپذیري و پایا

نامید. لاسو را آن و
کاکس رگرسیون مدل در انقباض و متغیر انتخاب براي لاسو تاوان از [٢٧]
را آزمودنی جزئی درستنمایی لگاریتم کرد، ارائه او که طرحی کرد. استفاده
به عبارت دیگر، می کند. بیشینه پارامترها قدرمطلق مقادیر مجموع تاوان تابع با

β̂
LASSO

= argminβ∈Rp

{
l(β )+λ

p

∑
j=١

| β j |

}
(٢ .۴)

مقدار کاهش سبب می تواند لاسو که داد نشان شبیه سازي مطالعات در [٢٧]
شود. صفر دقیقاً ضرایب از بعضی ارائه و ضرایب

داد. ارائه بهینه سازي تکنیک هاي براساس لاسو روش براي الگوریتم دو [٢٧]
مطلق دوم توان هاي مشکلات از مکرر، راه حل شامل و تکراري الگوریتم هاي
به روز رافسون نیوتن روش از که است این (٢ .۴) حل براي استراتژي می باشد.

شود. استفاده شده٢٠
هم چنین و می کند مشخص را پیش گو متغیرهاي طرح ماتریس X کنید فرض

20Update Newton-Raphson method



همکاران۵٨ و اسلامی زهرا کاکس رگرسیون مدل در جریمه شده برآوردگرهاي

بنابراین باشد. Z = η +A−١U و A =− ∂ ٢l
∂ηη⊤ ،U = ∂

∂η l(β ) ،η = X⊤β

است: زیر به صورت l(β ) براي تیلور بسط سري اول جمله

(Z −η)⊤A(Z −η) (٣ .۴)

مسئله یک به صورت را لاسو برآوردگر یافتن است بهتر الگوریتم، بیان از قبل
به عبارت دیگر نوشت. بهینه سازي

β̂
LASSO
n = max{l(β )} s.t.

p

∑
j=١

| β j |⩽ s (۴ .۴)

می شود: استفاده زیر الگوریتم از لاسو برآوردگر یافتن براي ازاین رو

β̂ = ٠ دهید قرار و شود گرفته نظر در دلخواهی ثابت مقدار s .١

کنید. محاسبه β̂ کنونی مقدار براساس را Z,U,A,η .٢

کنید. کمینه p
∑

j=١
| β j |⩽ s شرط با را (Z −η)⊤A(Z −η) .٣

نکند. تغییر β̂ تا کنید تکرار آن قدر را ٣ و ٢ مراحل .۴

انجام دو درجه برنامه ریزي مسئله یک به صورت ٣ مرحله در کمینه سازي
می شود.

از: است عبارت لاسو رگرسیون خواص

ضرایب هم و می دهد انجام متغیر انتخاب هم هم زمان لاسو رگرسیون .١

می کند. منقبض را

انتخاب متغیر n حداکثر لاسو، رگرسیون روش ،p > n حالت در .٢

می کند.

نسبت به بیشتري برتري صفر به ضرایب از برخی کاهش در لاسو تاوان .٣

دارد. ریج تاوان

به نسبت شایسته رقیب یک کاکس مدل در متغیر انتخاب براي لاسو .۴

است. گام به گام انتخاب

پایداري از پس تنظیم کننده پارامتر آوردن دست به براي اعتبارسنجی روش از
می شود. استفاده اعتبارسنجی خطاي

ارتجاعی شبکه تاوان با کاکس رگرسیون ٣ .۴
از ترکیبی که است جدید تاوان توابع از یکی ارتجاعی شبکه تاوان تابع
تابع این شد. معرفی [٣۵] توسط بار اولین و است ریج و لاسو تاوان هاي
متغیر انتخاب ضرایب، از برخی دادن قرار صفر با لاسو همچون نیز تاوان
بیشتري متغیرهاي انتخاب به ارتجاعی شبکه ولی می دهد، انجام اتوماتیک
نسبت متغیرها که شرایطی در جهت همین به دارد. تمایل لاسو با مقایسه در
است کاربردي تر ارتجاعی شبکه برآوردگر باشند همبسته خیلی یکدیگر به
همبسته متغیرهاي مجموعه بین از را متغیرها از یکی فقط لاسو برآوردگر زیرا

کند. انتخاب می تواند
می شود: تعریف زیر به صورت ارتجاعی شبکه تاوان تابع

pα,λ (| β j |) = λ ×
(

α | β j |+(١−α)β ٢
j

)
تاوان تابع است. ریج به نسبت لاسو تاوان تأثیر تعیین α ∈ [٠,١] اینجا در

هستند. وابسته داده ها به که دارد تنظیم کننده پارامتر دو ارتجاعی شبکه
از مجموعه یک باید تاوانیده جزئی درستنمایی تابع کردن بیشینه براي
معمولاً هستیم. مواجه چالش با که کنیم پیدا (α,λ ) تنظیم کننده پارامترهاي
در سیستمی محاسبات به که می شود استفاده شبکه اي جستجو روش یک از
این به که دارد نیاز شبکه از نقطه هر در درستنمایی لگاریتم تاوان انحراف
کار آمد الگوریتم زمانی پیچیدگی و دقت در شبکه تراکم که است معنی

[٣] است.

دادند نشان [١٩] دادند. پیشنهاد را سازوار ارتجاعی شبکه روش [٣۶]
خاصیت کاکس رگرسیون مدل در سازوار ارتجاعی شبکه برآوردگر که
به منجر ارتجاعی شبکه تغییریافته تاوان تابع کردن اضافه دارد. پیش گویی

می شود: کاکس رگرسیون مدل براي سازوار ارتجاعی شبکه برآوردگر
(۵ .۴)

β̂
AEN

= argminβ∈Rp

{
l(β )+λ ∗

١

p

∑
j=١

ω̂ j | β j |+λ٢

p

∑
j=١

β ٢
j

}
اختیار را نامنفی مقادیر که هستند تنظیم کننده پارامترهاي λ٢ ⩾ ٠ و λ ∗

١ ⩾ ٠ که
قرار سازوار ارتجاعی شبکه برآوردگر را ω̂ j = (β̂

AEN
)−١ اگر و می کنند

بدین می شود. شامل را ارتجاعی شبکه یا و لاسو ریج، برآوردگرهاي دهیم،
نتیجه را ریج کاکس برآوردگر (۵ .۴) رابطه آنگاه ، λ ∗

١ = ٠ اگر (١) منظور،
لاسو برآوردگر آنگاه ،( j هر ازاي (به ω̂ j = ١ و λ٢ = ٠ اگر (٢) می دهد.
ω̂ j = ١ و λ ∗

١ ,λ٢ ̸= ٠ اگر (٣) می دهد. نتیجه را کاکس رگرسیونی مدل در
به سازوار ارتجاعی شبکه برآوردگر صورت این در باشد، ( j هر ازاي (به

می شود. تبدیل معمولی ارتجاعی شبکه برآوردگر
از: است عبارت ارتجاعی شبکه برآوردگر خواص از برخی

ندارد. پیش گویی خاصیت ارتجاعی شبکه برآوردگر .١

زمانی به خصوص مستقل متغیرهاي دسته بندي براي ارتجاعی، شبکه از .٢

می شود. استفاده است، بزرگ آن ها تعداد که
تاوان نواحی از محدبی ترکیب ارتجاعی، شبکه در تاوان ناحیه .٣

است. ریج و لاسو روش هاي
کم، یا متوسط متغیرهاي تعداد با مدل هایی براي ارتجاعی شبکه روش .۴

براي همچنین و باشد زیاد پیش گوها بین همبستگی که حالتی در
از قبولی قابل عملکرد نباشد، قابل توجه چندان همبستگی که حالتی

است. داده نشان خود
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اسکد تاوان با کاکس رگرسیون ۴ .۴
از: عبارت اند که کردند ارائه خوب تاوان تابع یک براي شرط سه ،[١٠]

به شده برآورد پارامتر باید مدل، اریبی از جلوگیري براي نااریبی٢١: .١

باشد. نزدیک پارامتر بزرگ مقادیر

زمانی است، واقعی آستانه در به دست آمده برآوردگر تنکی٢٢: .٢

تا می کند صفر را کوچک برآوردگر ضرایب خودکار به طور که
دهد. کاهش را مدل پیچیدگی

از تا است پیوسته داده ها در به دست آمده برآوردگر پیوستگی٢٣: .٣

کند. جلوگیري مدل ناپایداري

مقعر اگر و نیستند دارا را شرط سه این محدب تاوان توابع داشتند بیان آن ها
مقعر که را اسکد تاوان تابع منظور این براي و است، برقرار شرایط این باشد

می باشد: بدین صورت که کردند معرفی است

pλ (β ) =



λ | β j | | β j |≤ λ

− |β j |٢−٢αλ |β j |+λ ٢

٢(α−١) λ <| β j |< αλ

(α+١)λ ٢

٢ | β j |> λ

به طور اسکد تاوان تابع می شود. استفاده α = ٣٫٧ بهینه مقدار عمل در
و نمی باشد مشتق پذیر صفر در ولی است مشتق پذیر R−{٠} روي پیوسته
به صورت اسکد برآوردگر می باشد. خوب تاوان تابع سه گانه شروط داراي

می آید: دست به زیر

β̂
SCAD

= argminβ∈Rp

{
l(β )+

p

∑
j=١

pλ (β j)

}
(۶ .۴)

از: است عبارت اسکد برآوردگر خواص از برخی

می کند کنترل را تاوان سرعت اسکد، برآوردگر براي α تنظیم پارامتر .١

می شود. صفر سرعتی چه با که

کم تري اریبی اما می کند، تولید زیادي متغیر باشد، پایین مقدار α اگر .٢

می زند. تخمین را

MIC تاوان با کاکس رگرسیون ۵ .۴
برآورد و تقریبی، اطلاعات معیارهاي رساندن حداقل به براي ،MIC مدل
طراحی شده ،[٢۴] اساس بر ،[٢۵] توسط کاکس رگرسیونی مدل در تنکی
p با سناریوهاي براي را (٢۴BSS) زیرمجموعه ها بهترین MICانتخاب است.

،I(β ̸= ٠) است، نشانگر تابع روش، این در اصلی مسئله می دهد. انجام بزرگ
می شود. گسسته بهینه سازي به منجر و می کند درگیر را L٠ تاوان عملکرد که
از استفاده با را نشانگر تابع که می کند پیشنهاد MIC مشکل، این بر غلبه براي
معقول، تقریب یک زد. تقریب بریده شده هموار واحد تابع یا پیوسته تابع یک

می باشد: بدین صورت که است هایپربولیک تانژانت تابع

ω(β ) = tanh(aβ ٢) =
exp(aβ ٢)− exp(−aβ ٢)

exp(aβ ٢)+ exp(−aβ ٢)

تاوان تابع می کند. کنترل را تقریب دقت که است نامنفی مقیاس پارامتر یک a

بود خواهد صورت این به MIC

pn(β ) =−٢
n

L(β )+
ln(n٠)

n

p

∑
j=١

ρn(β j)

β j = γ jω(γ j) کردن بازپارامتري از که است تاوان تابع ρn(β j) که
می کنیم فرض که می شود تعریف ρn(β j) = ω(γ j) = tanh(anγ٢

j ) و
باشد. P( lim

n→∞
an
n < ∞)→ ١

بود: خواهد صورت این به کاکس مدل در MIC برآوردگر پس

β̂ = arg min
γ∈Rp

−٢l(β )+ ln(n٠)
p

∑
j=١

ω j (٧ .۴)

می باشد. ω j = tanh(n٠γ٢
j ) و β = (β j) = (γ jω j) که

از: است عبارت MIC برآوردگر خواص از برخی
دلیل به زیرا است کارآمدتر رقبا سایر از محاسباتی نظر از MIC .١

است. تنظیم بدون خود، خاص فرمول بندي
فضاي کردن کم بدون تقریبی، BIC یک بهینه سازي دلیل به MIC .٢

است. سومند منظم سازي روش یک جستجو،

کاربردي مثال ۵

پزشکی داده هاي مجموعه روي بر کاربردي مثال یک قالب در بخش این در
همراه را کاکس مدل پارامترهاي تفسیر و استفاده چگونگی ،[١٨] mgus2
R3.5.2 نرم افزار Survival بسته از داده ها این می دهیم. شرح جزئیات با

هستند. قابل دسترس
پزشکی داده هاي مجموعه این درباره مختصري توضیح از ناگزیر ابتدا در
در هستیم. mgus2 به اختصار یا مایو کلینیک گامپاتی مونوکلونال بیماران
این که دارد وجود خون در M پروتئین نام به غیرطبیعی پروتئینی بیماري این
داده مجموعه این در می شود. ساخته استخوان مغز پلاسماهاي در پروتئین
بین از و می شود حذف بررسی از گمشده، داده ۴۶ که داریم مشاهده ١٣٨۴

رفته اند. بین از مطالعه زمان طول در نفر ٩٣٨ مشاهده، ١٣٣٨
21Unbiasedness
22Sparsity
23Continuitly
24Best Subset Selection
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مطالعه از بزرگ تر است، معروف mgus2 به که داده مجموعه این
،futimeپاسخ متغیر می شود. mgusیافت داده مجموعه در که است شرایطی
و ٠ مقدار دو ،death متغیر است. ماه در تماس آخرین یا مرگ زمان واحد
تا زمان ptime اگر می دهد. نشان بیمار فوت یا ماندن زنده که پذیرفته را ١

pstat است. ماه در تماس آخرین یا (PCM) پلاسما سلول بدخیمی پیشرفت
بپذیرد ٠ مقدار اگر و می شود بدخیم یعنی بپذیرد را ١ مقدار اگر ،PCM وقوع
دقت نکته این به باید کاکس، مدل در پاسخ متغیر ساختن براي نیست. بدخیم
متغیر بپیوندد، وقوع به PCM یعنی بپذیرد را ١ مقدار pstat اگر که داشت
می پذیرد. را ٢∗death مقدار صورت، این غیر در و ١ مقدار event جدید
زمان، به مربوط جدید متغیر آنگاه بپذیرد، را ١ مقدار pstat اگر هم چنین
متغیر مقدار با برابر صورت این غیر در و ptime متغیر مقدار با برابر etime

ساخت. را متغیرها این می توان زیر ساده کد از استفاده با است. futime
event = with(mgus2, ifelse(pstat==1, 1, 2*death))

event = factor(event, 0:2, c(”censored”, ”progression”,

”death”))

etime = with(mgus2, ifelse(pstat==1, ptime, futime))

از: عبارت اند داده مجموعه این پیش گو متغیرهاي

تشخیص، زمان در سال برحسب سن age
،((F) زن نفر ۶١٠ و (M) مرد نفر ٧٢٨) جنسیت sex

هموگلوبین، تعداد hgb
خون، در کراتین میزان creat

مونوکلونال، سرم تجزیه اندازه mspike

mgus2داده هاي مجموعه کمی متغیرهاي توصیفی آماره هاي ،١ جدول
می دهد نشان را

بر پیش گو متغیرهاي اثرهاي بررسی کاکس خطرات رگرسیون هدف
تابع از کاکس خطرات مدل ضرایب برآورد تعیین براي است. بیماران بقا
exp{β} مقدار که هرکدام دراین بین که می کنیم استفاده جزئی درستنمایی

است. بیمار در مرگ خطر افزایش باعث باشد، بزرگ تر یک از

،sexM ،ageعوامل افزایش با ،٢ جدول از به دست آمده نتایج به توجه با
می یابد. افزایش گاموپاتی مونوکلونال بیماران در مرگ خطر ،mspike

یک بقا نمودار می دهد. نشان مجموعه این براي را بقا نمودار ،١ شکل
است. پیوسته چپ از و غیرصعودي تابع،

mgus2 داده کمی متغیرهاي توصیفی آماره هاي :١ جدول

بیشینه سوم چارك میانگین میانه اول چارك کمینه متغیرها
٩۶٫٠٠ ٧٩٫٠٠ ٧٠٫۶۶ ٧٢٫٠٠ ۶٣٫٢۵ ٢۴٫٠٠ age

١٨٫١٩ ١۴٫٧٠ ١٣٫٢٢ ١٢٫۵٠ ١٢٫٢٠ ۵٫٧٠ hgb

٢٢٫٠٠٠ ١٫٣٠٠ ١٫٢٩١ ١٫١٠٠ ٠٫٩٠٠ ٠٫۴٠٠ creat

٣٫٠٠ ١٫۵٠ ١٫١۶ ١٫٢٠ ٠٫۶٠ ٠٫٠٠ mspike

۴٢۴٫٠٠ ١٣۶٫٠٠ ٩٢٫۵١ ٨٠٫٠٠ ٣٧٫٠٠ ١٫٠٠ ptime

١٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٨٣ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ pstat

۴٢۴٫٠٠ ١٣٨٫٧۵ ٩۴٫٧٨ ٨٣٫٠٠ ٣٩٫٠٠ ١٫٠٠ futime

١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ٠٫٧٠١ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ death
مناسب داده نوع این براي کاکس رگرسیون مدل آیا بدانیم این که براي
:H٠ پس شود. بررسی خطر نرخ بودن متناسب فرضیه ابتدا که است لازم است،
مجموعه پیش گو متغیرهاي همه براي کاکس خطرات بودن متناسب فرضیه
خطرات بودن متناسب فرضیه :H١ مقابل فرضیه و است برقرار mgus2 داده
نیست. برقرار mgus2 داده مجموعه پیش گو متغیرهاي همه براي کاکس

آزمون بر مبتنی روش از کاکس، خطرات بودن متناسب فرضیه  بررسی به منظور
آزمون نتایج که می کنیم استفاده شوینفلد٢۵ باقی مانده هاي نمودار و [١٣]
بودن متناسب فرضیه  می دهد نشان و است آمده ٣ جدول در برازش نیکویی
است. mgus2برقرار داده مجموعه در پیش گو متغیرهاي تمامی براي خطرات

25Schoenfeld residuals
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mgus2 داده هاي براي کاکس خطرات رگرسیون مدل نتایج :٢ جدول

p-مقدار z s.e (β ) exp{β} β متغیرها
٠٫١٩٠۵ ١٫٣٠٩ ٠٫٠٠٨۵ ١٫٠١١ ٠٫٠١١ age

٠٫۶٣١۴ ٠٫۴٨٠ ٠٫٢٠۵٧ ١٫١٠۴ ٠٫٠٩٨٧ sexM

٠٫٠١۵۴ −٢٫۴٢٣ ٠٫٠۵۵۶ ٠٫٨٧۴ −٠٫١٣۵ hgb

٠٫۴٢۵٢ −٠٫٧٩٧ ٠٫١٨١٩ ٠٫٨۶۵ −٠٫١۴۵ creat

٨−١٠ ۵٫۵٢۶ ٠٫١۶۵١ ٢٫۴٩٠ ٠٫٩١٢ mspike
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بقا نمودار :١ شکل

mgus2 داده مجموعه در پیش گو متغیرهاي بودن متناسب فرضیه بررسی براي برازش نیکویی آزمون نتایج :٣ جدول

p-مقدار χ٢ متغیرها
٠٫٢٣ ١٫۴٢٨۴١ age

٠٫٩٣ ٠٫٠٠٧١١ sex

٠٫۶۵ ٠٫١٩٩٩١ hgb

٠٫٧۵ ٠٫١٠٣٨٩ creat

٠٫۵۶ ٠٫٣٣۶٧۵ mspike

شوینفلد باقی مانده هاي طرح ،Y محور شوینفلد، باقی مانده هاي نمودار در
مشکی خط می دهد، نشان را بقا زمان ،X محور و می کند مقیاس بندي را
را ٩۵٪ اطمینان بازه نمودار، در بریده شده بریده خط هاي و است β̂ وسط،
باقی مانده هاي نمودار در داده ها اگر می دهد. نشان برازش این اطراف براي

مستقل باقی مانده ها و پراکنده باشند زمان طول در تصادفی به صورت شوینفلد
است. برقرار خطرات بودن متناسب فرضیه آنگاه باشند، زمان از

داده، مجموعه این متغیرهاي براي شوینفلد باقی مانده هاي نمودار بررسی با
براي خطرات بودن متناسب فرضیه می کنید، مشاهده شکل٢ در که همان طور
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mgus2 داده هاي مجموعه در پیش گو متغیرهاي براي شوینفلد باقی مانده هاي نمودار :٢ شکل

می باشد. برقرار متغیرها

بیماران بقاي زمان براي آگاهی بخش مدل کردن پیدا مطالعه، این هدف

است. گامپاتی مونوکلونال بیماري داده هاي براساس

اجرا mgus2 داده مجموعه روي بر را ریج تاوان با کاکس رگرسیون
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عمودي خطوط .mgus2 داده هاي مجموعه براي لاسو و ریج برآوردگرهاي به مربوط جزئی درستنمایی لگاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجی نمودار :٣ شکل
راست) (خط انحراف ها حداقل از استاندارد انحراف یک با λ مقدار بزرگ ترین و چپ) (خط انحراف کمترین با λ مقادیر نقطه چین

ضرایب استاندارد خطاي و است شده آورده ۴ جدول در نتایج که می کنیم
مدل ضرایب برآورد تعیین براي است. به دست آمده خودگردان روش به
توجه با می کنیم. استفاده جزئی درستنمایی تابع از ریج، تاوان با کاکس
است نگرفته صورت متغیري انتخاب هیچ ،۴ جدول در ریج به مربوط ستون به
لاسو تاوان با کاکس رگرسیون می شوند. منقبض صفر سمت به تنها متغیرها، و
شده  آورده ۴ جدول در نتایج که می کنیم اجرا داده مجموعه این روي بر را

است. به دست آمده  خودگردان روش به ضرایب استاندارد خطاي و است
جزئی، درستنمایی لگاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجی نمودار ٣ شکل
مجموعه در logλ از تابعی به عنوان پایین و بالا استاندارد انحراف جمله از
به براي ریج تاوان پارامتر مقدار که است داده شده  نشان mgus2 داده هاي
رگرسیون براي مشابه به طور و λ = ٠٫٠١١۴٢۵٠٢ زیان تابع رساندن حداقل

است. ٠٫٠٠۴۴٠٢۶۶۵ برابر لاسو
منقبض صفر به را sex متغیر ،۴ جدول در لاسو به مربوط ستون به توجه با
مجموعه روي بر را ارتجاعی شبکه تاوان با کاکس رگرسیون می کند.
پارامترهاي باید هم زمان تاوان مدل این در می کنیم. اعمال mgus2 داده
تایی ١٠ متقابل اعتبارسنجی انحراف تا کرد مشخص را λ و α تنظیم کننده
جستجو الگوریتم از منظور این به شود. کمینه تاوانیده درستنمایی لگاریتم
حاصل می شود، مشاهده ۴ شکل  در که همان طور و می کنیم استفاده فاصله اي
این ،۴ جدول اساس بر که است λ = ٠٫٠۴٧١٧٢ و α = ٠٫۶۵٨۴۴ پارامتر

می دارد. نگه مدل در را mspike متغیر تنها برآوردگر
اجرا mgus2 داده مجموعه روي بر را اسکد تاوان با کاکس رگرسیون
به ضرایب استاندارد خطاي و است شده آورده ۴ جدول در نتایج که می کنیم
با برابر مدل این در بهینه جریمه پارامتر است. به دست آمده خودگردان روش

تاوان این ،۴ جدول در اسکد به مربوط ستون به توجه با است. ٠٫٠١٩٠٢٧٩۵

می کند. انتخاب را mspike متغیر
برازش mgus2 داده هاي مجموعه به که متفاوتی مدل هاي مقایسه براي
مدل برابر در (کاکس مدل دو نسبی کارایی از می توان است، داده شده
انحراف دوم توان مجموع تقسیم از کارایی این .[۶] کرد استفاده تاوانیده)
یک از برآورد دوم توان مجموع بر کاکس مدل در ضرایب برآورد معیار

به عبارت دیگر، می آید. دست به تاوانیده مدل

RE(β̂ Penalized, β̂ Cox) =

p
∑

j=١

(
s.e.(β Cox

j

)
p
∑

j=١

(
s.e.(β Penalized

j

)
برآوردگر از بهتر تاوانیده برآوردگر آنگاه ،RE(β̂ Penalized, β̂ Cox)> ١ اگر
براي را RE(β̂ Penalized, β̂ Cox) مقادیر ۵ جدول می کند. رفتار کاکس
جدول، این اساس بر می کند. بیان را ۴ جدول در تاوانیده برآوردگرهاي

دارد. را رفتار بهترین لاسو برآوردگر

نتیجه گیري ۶

در تاوانیده برآوردگرهاي از برخی و کاکس متناسب خطرات رگرسیون
رگرسیونی مدل هاي این مقاله، این در شدند. بررسی رگرسیونی مدل این
تاوان هاي با کاکس رگرسیون شد. بررسی mgus2 داده هاي مجموعه براي
mgus2 داده هاي مجموعه روي بر را اسکد و ارتجاعی شبکه لاسو، ریج،
متغیر انتخاب ریج، تاوان با کاکس رگرسیون شد مشاهده و کردیم اعمال
کاهش باعث و می کند منقبض صفر سمت به را متغیرها تنها و نمی دهد انجام
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متغیر چهار لاسو، تاوان با کاکس رگرسیون می شود. برآوردها واریانس
تاوان هاي با مدل می کند. منقبض صفر به را sex متغیر و است کرده انتخاب

را متغیرها سایر و می کند انتخاب را mspike متغیر اسکد، و ارتجاعی شبکه
می کنند. منقبض صفر سمت به

Cross−validated partial log likelihood deviance
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(α,λ ) براي mgus2 داده هاي مجموعه براي جزئی درستنمایی لگاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجی نمودار :۴ شکل

mgus2 استانداردشده داده هاي مجموعه براي اسکد و ارتجاعی شبکه ریج، لاسو، تاوان با کاکس رگرسیونی مدل نتایج :۴ جدول

اسکد ارتجاعی شبکه ریج لاسو
متغیرها

s.e β s.e β s.e β s.e β

٠٫٠٠٠٠٨٠٣٣٩٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠۵۵٨۶٨۶٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٢٣١٠٣ ٠٫١١٩٩ ٠٫٠٠٠٢٩٨٠٨ ٠٫٠٨٣٢ age

٠٫٠٠۶۴٧۶١٩٣۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠۵۵۴٣۴۴٩٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٣٢٩٩۶٨ ٠٫٠٢۵٨۶ ٠٫٠٠٢٩٠۵۴٢ ٠٫٠٠٠٠ sex

٠٫٠٠١٢٠٣٠۴١١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠۴١٩٨١٢۶٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠١۶٧۵٧٢ −٠٫٢٢٧۵ ٠٫٠٠٢٩٣٨٣١ −٠٫١٩٠۶ hgb

٠٫٠٠٨٧۵٧۵٢٧۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٧۵٧۶٩٠۴٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٧٨۵٩٣٧ −٠٫١٠١۴ ٠٫٠٠٨٩۴٢۶٣ −٠٫٠٢٢١ creat

٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٣۵۴٣ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫١١١١ ٠٫٠٠٢٨٠٨٣٣ ٠٫۴۵٧٧ ٠٫٠٠٠٧٣۵٨۴ ٠٫۴۶٩٣ mspike

تاوانیده برآوردگرهاي کارایی مقادیر جدول :۵ جدول

اسکد ارتجاعی شبکه ریج لاسو کاکس برآوردگرها
٣٧٫٣۴۴١۴ ٣۴٫۵٠٣٠۶ ٣٨٫٨۵۶٧٧ ٣٨٫٩٨٩٠٢ ١٫٠٠٠ کارایی

نسبی کارایی دارد، بهتري عملکرد تاوان مدل کدام بدانیم این که براي
لاسو برآوردگر که درمی یابیم مدل ها مقایسه با کردیم. محاسبه را متغیرها
سایر از بیشتر آن نسبی کارایی مقدار زیرا دارد مدل ها سایر از بهتري عملکرد

و کاراتر mgus2 داده مجموعه براي لاسو تاوان می دهد نشان و است مدل ها
و اسکد پس ازآن، و می گیرد قرار بعدي رتبه  در ریج تاوان است. قابل اعتماد

می گیرند. قرار ارتجاعی شبکه
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