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هیبرید فازي رگرسیون قابلیت میزان بررسی
رگرسیونی روش هاي سایر با مقایسه مبناي بر

واجارگاه٢ فتحی بهروز ،١ جوکندان احسانی منا سیده

٩٧/١١/٢٢ دریافت: تاریخ
٩٩/٣/١ پذیرش: تاریخ

چکیده:
می توان را فازي و غیرفازي داده هاي فازي رگرسیون در است. قرارگرفته بررسی و موردبحث فازي رگرسیون و کلاسیک رگرسیون میان تفاوت مقاله این در
امکانی، رگرسیون روش بررسی تحقیق این هدف می شود. استفاده غیر فازي داده هاي از فقط کلاسیک رگرسیون در درحالی که کرد. استفاده مدل بندي براي
غیرفازي ورودي براي وزنی فازي حساب اساس بر مربعات کمترین خطی رگرسیون هیبرید روش و امکانی رگرسیون بر مبتنی مربعات کمترین رگرسیون روش
بهینه مدل انتخاب براي برازش نیکویی معیار و اطمینان فاصله اطمینان، قابلیت اندازه ادامه در می باشد. متقارن مثلثی فازي اعداد از استفاده با فازي خروجی و
نشان فازي خطی مربعات کمترین رگرسیون هیبرید مدل بهینگی و داده قرار موردبررسی را مطرح شده روش هاي رفتار مثال هایی ارائه با پایان در است. ارائه شده

شد. داده
وزنی. فازي حساب فازي، مربعات کمترین امکانی، رگرسیون اطمینان، قابلیت اندازه هیبرید، رگرسیون کلیدي: واژه هاي

مقدمه ١

استفاده علوم کلیه در که است آماري ابزار یک کلاسیک خطی رگرسیون
متغیرها بین رابطه مدل بندي براي آماري روش یک رگرسیونی تحلیل می شود.
مربوط مشاهدات و متغیر ها که می شود فرض کلاسیک رگرسیون در است.
نرمال مانند آن ها احتمالی توزیع و خطا جملات درباره و باشند دقیق آن ها به
می شود. گرفته نظر در مفروضاتی و... واریانس ثبات بودن، ناهمبسته بودن،
این در نباشد، برقرار بالا مفروضات از فرض چند یا یک دارد امکان حال
.[٢] نمود کلاسیک رگرسیون جایگزین را فازي رگرسیون می توان صورت
شد. معرفی ١٩٨٢ سال در همکاران و تاناکا توسط بار اولین فازي رگرسیون
را رگرسیونی ضرایب مثلثی فازي اعداد و شاخص یک از استفاده با تاناکا
می شود. انجام شده برآورد مقدار ابهام میزان کردن حداقل با که نمود برآورد
از می توان را مسائل این گونه است. مرسوم امکانی رگرسیون به روش این
دست به را بهینه رگرسیونی مدل و نمود حل خطی برنامه ریزي روش هاي طریق
ارائه را مربعات کمترین فازي رگرسیون روش دایموند و کلمینس آورد.
مجموعه هاي روي فاصله یک از استفاده روش این اساس .[١٠] و [۶] کردند
فازي خروجی مقادیر دوم توان هاي مجموع آن از استفاده با که بود، فازي
افراد امروز به تا می شوند. کمینه فازي شده برآورد مقادیر و مشاهده شده

را مربعات کمترین رگرسیون و امکانی رگرسیون مختلف حالت هاي بسیاري
مربعات کمترین رگرسیون از ترکیبی پدریچ و ساویک .[١] کردند. بررسی
یک ادامه در [١۵] . دادند ارائه بودن، فازي میزان سازي کمینه معیار و فازي
فازي وزنی حساب اساس بر مربعات کمترین رگرسیون از هیبریدي روش
اشکالات برخی توجه با .[٧] یافت گسترش ٢٠٠١ سال در چانگ توسط
حساب مانند جدیدي رویکردهاي فازي منطق معمول روش هاي در موجود
از می توان دادند نشان برومان و توتماز سپس است. ارائه شده وزنی فازي
روشی عنوان به خطی هیبرید روش در ضرایب محاسبه براي اطمینان فاصله
میزان ارزیابی براي فاصله اي برآورد به پارامترها نقطه اي برآورد جایگزین

.[١٨] و [۵] نمود استفاده آن دقت

فازي و کلاسیک رگرسیون ٢

کمک به می توان که هستند به گونه اي رگرسیونی مدل هاي کلی حالت در
وابسته متغیر هاي شامل که نمود بررسی را متغیرها از مجموعه اي بین رابطه آن ها

می باشد: زیر صورت به آماري کلاسیک خطی رگرسیون هستند. مستقل و

Yi = β٠ +β١xi١ + · · ·+βkxik + εi, i = ١, . . . ,m. (١)
گیلان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ارشد، کارشناسی ١دانشجوي

گیلان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ٢استاد
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ضرایب β j و مستقل متغیرهاي xi j (پاسخ)، وابسته متغیر Yi آن در که
،E(εi) = ٠ میانگین با غیرفازي تصادفی خطاي εi و فازي غیر (پارامترها)

.cov(εi,ε j) = ٠∀i, j, i ̸= j کوواریانس و σ ٢(εi) = σ ٢ واریانس
و خطاها درباره و هستند دقیق مشاهدات و متغیرها کلاسیک رگرسیون در
در که دارد امکان می شود. گرفته نظر در مفروضاتی آن ها احتمالی توزیع
ابهام مشاهدات، بودن نادقیق یا بودن ناکافی مانند مشکلاتی با مدل ساختن
شیوه هاي از یکی باشند، داشته وجود مستقل و وابسته متغیرهاي ارتباط درباره
حالت در است. فازي رگرسیون کلاسیک، رگرسیون مناسب و جایگزین

:[٣] کرد تقسیم بندي حالت چهار به را فازي رگرسیون می توان کلی
مدل این می شود، گرفته نظر در فازي رگرسیونی مدل ضرایب که زمانی (١

می نامند. امکانی رگرسیون را
و باشند فازي خروجی) و (ورودي وابسته و مستقل متغیرهاي که زمانی (٢

باشند. غیرفازي مدل ضرایب
باشند. غیرفازي ورودي متغیرهاي و فازي مدل خروجی و ضرایب که زمانی (٣

باشند. فازي مدل ضرایب هم و متغیرها هم که زمانی (۴

سهموي، مثلثی، فازي اعداد از می توان فازي رگرسیون عضویت تابع در
می افزاید. فازي رگرسیون تنوع به عامل این کرد استفاده نرمال و ذوزنقه

رگرسیون و امکانی رگرسیون فازي، رگرسیون اصلی و مهم روش دو
است. داده شده بسط متعدد افراد توسط که هستند مربعات کمترین

امکانی رگرسیون ٢. ١
بار نخستین که است فازي رگرسیون روش هاي از یکی امکانی رگرسیون
خطی رگرسیون مدل .[١٧] شد مطرح ١٩٨٢ سال در همکاران و تاناکا توسط
متغیر دقیق، مستقل متغیرهاي مثلثی، فازي ضرایب با رگرسیونی مدل آن ها،
اعدادي فازي، ضرایب روش این به توجه با است. مثلثی فازي و دقیق پاسخ
داد. نمایش هستند عضویت درجه داراي که بازه اي اعداد با می توان که هستند
نیز وابسته متغیر برآورد باشند، فازي اعداد رگرسیونی ضرایب که صورتی در
می باشد. (٢) صورت به خطی چندگانه چند رگرسیونی مدل است. فازي عدد

ỹ = Ã٠ + Ã١xi + · · ·+ Ãpxp. (٢)

ضرایب Ãi فازي، مبدأ از عرض Ã٠ وابسته)، (متغیر فازي خروجی ỹi آن در که
که صورتی در است. مستقل) (متغیر غیرفازي ورودي x١, . . . ,xn و فازي
است. فازي عدد نیز پاسخ متغیر برآورد باشند، فازي اعداد رگرسیونی ضرایب
نظر در دقیق و غیرفازي صورت دو به می توان را مشاهده شده پاسخ هاي اما
متقارن مثلثی فازي اعداد رگرسیونی، مدل ضرایب که صورتی در گرفت.
فازي مرکز mi آن در که می شود داده نشان Ãi = (mi,ci) صورت به باشند

صورت به آن عضویت تابع و هستند فازي پهناهاي ci ها و

µÃi
(y) =


١− mi−m

ci
mi − ci ≤ y ≤ mi

١− m−mi
ci

mi ≤ y ≤ mi + ci

٠ o.w

(٣)

در که می باشد Ỹi = (Yi,ei) صورت به مشاهده شده فازي خروجی می باشد.
صورت به آن عضویت تابع و است فازي پهناي ei و Yiمرکز آن

µỸi
(y) =

 ١− mi−y
ei

mi − ei ≤ y ≤ mi

١− y−mi
ei

mi ≤ y ≤ mi + ei

(۴)

می شود. صفر ei مقدار باشد، دقیق مشاهده شده مقدار که صورتی در می باشد.
به را برازش بهترین مدل که کرد برآورد طوري باید را فازي پارامترهاي
کمینه مدل ابهام که شوند تعیین طوري باید مدل ضرایب باشد. داشته داده ها
داراي yi مقادیر تمامی براي Ỹ مشاهده شده خروجی عضویت درجه و شود
فازي ضرایب آوردن دست به براي باشد. h بزرگی به حداقل عضویتی درجه
به براي را آن همکاران و تاناکا که زیر خطی برنامه ریزي مسئله از می توان
فازي خروجی و دقیق مستقل متغیر حالت در مدل پارامتر هاي آوردن دست

.[١٧] کردند معرفی

min S = nc٠ +
n

∑
j=١

c j|xi j| c j ≥ ٠, (۵)

m٠ +
n

∑
j=١

(m jxi j)+(١−h)(c٠ +
n

∑
j=١

c jxi j)

≥ Yi +(١−h)ei,

m٠ +
n

∑
j=١

(m jxi j)− (١−h)(c٠ +
n

∑
j=١

c jxi j)

≤ Yi − (١−h)ei,

c j ≥ ٠, i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . ,n.

خطی برنامه ریزي مسئله حل با می  آید، وجود به محدودیت دو مشاهده هر از
مشاهده n توسط آمده وجود به محدودیت ٢n به توجه با S هدف تابع (۵)

می شود. کمینه

بر مبتنی مربعات کمترین رگرسیون ٢. ٢
امکانی رگرسیون

و ساویک توسط امکانی رگرسیون بر مبتنی مربعات کمترین رگرسیون روش
رگرسیونی مدل که ادعا این با آن ها .[١۵] شد مطرح ١٩٩١ سال در پدریچ
نمی آورد، به حساب رگرسیونی ضرایب محاسبه در را داده ها مرکزهاي تاناکا
اهمیت از نتیجه در دارند، را عضویت درجه بیش ترین مرکزها این درحالی که
با مشکل این حل براي آن ها دادند. ارائه را خود روش برخوردارند، بیشتري
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در را خود روش کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون روش از به کارگیري
کردند. بیان مرحله دو

توسط مدل پارامترهاي مراکز موجود داده هاي از استفاده با اول مرحله در
توضیح ٢. ١ بخش در که همان طور کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون
رگرسیون مدل از به دست آمده پارامترهاي سپس می آیند. دست به شد، داده
و گرفته نظر در فازي رگرسیون مدل پارامترهاي مرکز عنوان به را کلاسیک

می روند. بکار دوم مرحله ورودي هاي عنوان به
شده برآورد مراکز از استفاده با تاناکا روش با را آن  پهناهاي دوم مرحله در
روش انجام براي کردند. برآورد کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون توسط
کوپر و کلین بوم مربعات کمترین رگرسیون روش باید ابتدا پدریچ، و ساویک
دست به (۶) رابطه طریق از پارامترها، مرکز برآورد برد[١٢]. بکار را (١٩٧٨)

می آید.

m∗ = (X ′X)−١X ′Y. (۶)

فازي مشاهده شده پاسخ هاي مرکز Y بردار و ورودي متغیرهاي ماتریس X

مسئله یک حل یعنی شده دوم مرحله وارد m∗ آوردن دست به از بعد است.
m∗ بردار از m بردار جاي به اما همکارانش و تاناکا روش به خطی برنامه ریزي
c j برنامه ریزي مسئله این در می شود. استفاده آمد، دست به یک مرحله در که

.[٨] آیند دست به برنامه ریزي مسئله حل از که هستند مجهولی متغیرهاي

min S = nc٠ +
n

∑
j=١

c j|xi j| c j ≥ ٠, (٧)

m∗
٠ +

n

∑
j=١

(m∗
j xi j)+(١−h)(c٠ +

n

∑
j=١

c jxi j)

≥ Yi +(١−h)ei,

m∗
٠ +

n

∑
j=١

(m∗
j xi j)− (١−h)(c٠ +

n

∑
j=١

c jxi j)

≤ Yi − (١−h)ei,

c j ≥ ٠, i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . ,n.

(٧) برنامه ریزي مسئله حل با آمده، وجود به محدودیت دو مشاهده هر براي
کمینه مشاهده n توسط آمده وجود به محدودیت ٢n به توجه با S هدف تابع

می آید. دست به c j مقادیر و می گردد

مربعات کمترین رگرسیون هیبرید ٣

فازي خطی
وزنی فازي حساب از استفاده با مربعات کمترین رگرسیون بخش این در
و پیش بینی شده خطاي مربعات فرمول بندي براي که است معرفی شده

صورت به فازي اعداد می رود[٧]. بکار فازي، متغیرهاي شده اندازه گیري
متغیره دو رگرسیون مدل بنابراین می شوند. بیان متقارن مثلثی عضویت توابع

صورت به می توان را

Ŷi = Ã٠ + Ã١Xi = (a٠,c٠)+(a١,c١)Xi (٨)

متقارن مثلثی اعداد صورت به می توان را پیش بینی شده مقدار هر و نمود بیان
داد. نمایش زیر

Ŷi = (a٠ +a١Xi,c٠ + c١Xi) (٩)

صورت به می توان را Ỹi مشاهده شده مقدار هر است. i= ١,٢, . . . ,n آن در که
کران µỸi درحالی که است. µ سطح در Ŷi کران µŶi داد. نمایش Ỹi =(Yi,ei)

می آیند. دست به زیر رابطه طریق از که است µ عضویت سطح در Ỹi

µŶi = [a٠ − (١−µ)c٠]+ [a١ − (١−µ)c١]Xi

= (a٠ +a١Xi)− (١−µ)(c٠ + c١)Xi, (١٠)

µỸi = Yi − (١−µ)ei (١١)

مقدار بین خطا باقیمانده مجموع وزنی، فازي حساب تعریف از استفاده با
می شود. فرمول بندي (١٢) صورت به Ỹi مشاهده شده و Ŷi پیش بینی شده

∑(e)٢ =
n

∑
i=١

(Ŷi − Ỹi)
٢ (١٢)

=
n

∑
i=١

[
∫ ١

٠ [(
µŶi − µỸi)

٢µdµ]∫
µdµ

شود. محاسبه (١٣) صورت به می تواند آن مخرج که
∫

µdµ = ٢
∫ ١

٠
µdµ = ٢[

١
٢

µ١[٢
٠ = ٢(

١
٢
) = ١. (١٣)

داد: نشان می توان صورت براي و
F =

[∫ ١

٠
[(µŶi − µỸi)

٢µdµ
]

(١۴)

=
∫ ١

٠
[(a٠ +a١Xi −Yi)− (١−µ)(c٠ + c١Xi − ei)]

٢µdµ

=
∫ ١

٠
[(a٠ +a١Xi −Yi)

٢µ −٢µ(١−µ)(a٠ +a١Xi −Yi)

(c٠ + c١Xi − ei)+(c٠ + c١Xi − ei)
٢µ(١−µ)٢]dµ

=
١
٢
(a٠ +a١Xi −Yi)

٢ − ١
٣
(a٠ +a١Xi −Yi)

(c٠ + c١Xi − ei)+
١

١٢
(c٠ + c١Xi − ei)

٢

مربعات مجموع کردن حداقل از مربعات کمترین روش براي هدف تابع
مجهول ۴ داراي (١۴) معادله می آید. دست به (F (تابع خطا باقیمانده
مدل مجهول ضرایب آوردن دست به براي است. (a٠,a١,c٠,,c١,)

مجهول ها حسب بر (١۴) معادله از باید ،F کردن حداقل اساس بر رگرسیونی
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طریق این از داد. قرار صفر مساوي را به دست آمده عبارت هاي و گرفته مشتق
آورد. دست به را مجهول ۴ می توان

∂F
∂a٠

= ٢
n

∑
i=١

(a٠ +a١Xi −Yi)+
١
٣

n

∑
i=١

[(c٠ + c١Xi

− ei)] = ٠ (١۵)
∂F
∂a١

= ٢
n

∑
i=١

(a٠ +a١Xi −Yi)Xi +
١
٣

n

∑
i=١

[(c٠ + c١Xi

− ei)]Xi = ٠ (١۶)
∂F
∂c٠

=
١
٣
(a٠ +a١Xi −Yi)+٢(

١
١٢

)(c٠ + c١Xi

− ei) = ٠ (١٧)
∂F
∂c١

=
١
٣
(a٠ +a١Xi −Yi)Xi +٢(

١
١٢

)(c٠ + c١Xi

− ei)Xi = ٠ (١٨)

می آیند. دست به نرمال مجموعه معادله هاي معادله ها، کردن مرتب از بعد
ماتریس سطري عملیات از استفاده با می توان را بالا ۴×۴ مجهولی چند معادله
(١٨) تا (١۵) معادله هاي بازآرایی و ماتریسی عملیات از بعد .[١٣] نمود حل

کرد. ساده مجهولی دو دستگاه دو صورت به را آن ها می توان na٠ +∑n
i=١(Xi)a١ = ∑n

i=١ Yi

∑n
i=١(Xi)a٠ +∑n

i=١(X
٢
i )a١ = ∑n

i=١(XiYi)
(١٩)

آورد. دست به را a١ و a٠ می توان (١٩) دستگاه حل با nc٠,L +∑n
i=١(Xi)c١,L = ∑n

i=١ ei,L

∑n
i=١(Xi)c٠ +∑n

i=١(X
٢
i )c١ = ∑n

i=١(Xiei)
(٢٠)

می آیند. دست به c١ و c٠ (٢٠) دستگاه حل از

رگرسیون در اطمینان قابلیت اندازه ٣. ١
هیبرید

معادله اطمینان قابلیت اندازه ارزیابی به نوبت رگرسیونی ضرایب یافتن از بعد
از استفاده با ¯̃Y میانگین مشاهده شده مقادیر براي می رسد. هیبرید رگرسیون
میزان و می شود محاسبه غیرفازي اعداد عنوان به وزنی فازي حساب روش

می شود. محاسبه (٢١) صورت به معیار انحراف

Sỹ =

√
١

n−١

n

∑
i=١

(Ỹi − ¯̃Y )٢ (٢١)

ارزیابی براي می باشد. داده ها پهناي یا پراکندگی میزان نشان دهنده Sỹ مقدار
خطی هم اثر ارزیابی براي HR از هیبریدي ضریب همبستگی اطمینان قابلیت
هم هیبرید استاندارد خطاي می شود. استفاده هیبرید خطی رگرسیون مدل

داده هاي و هیبرید رگرسیون مدل بین برازش نیکویی میزان اندازه گیري براي
هم هیبرید برآورد استاندارد خطاي HSe می شود. استفاده مشاهده شده فازي
داده ها و هیبرید رگرسیون مدل بین برازش نیکویی میزان اندازه گیري براي
مدل براي اطمینان قابلیت به اندازه توجه با می شود. استفاده مشاهده شده فازي
وزنی فازي حساب از استفاده با HSe و HR [۴] به توجه با کلاسیک رگرسیون

می شود. تعریف زیر صورت به
هیبرید همبستگی ضریب الف)

(HR)٢ =
∑n

i=١(Ŷi − ¯̃Y )٢

∑n
i=١(Ỹi − ¯̃Y )٢

(٢٢)

برآورد استاندارد خطاي ب)

HSe =

√
١

n− p−١

n

∑
i=١

(Ŷi − Ỹ )٢ (٢٣)

می باشد. یک برابر p متغیره دو مدل براي آزادي درجه n− p−١ آن در که
باشد، بیشتر HSe میزان هرچقدر می کند. تغییر Sỹ و صفر بین HSe مقدار
HSe اگر می شود. بهتر بینی بیش در دقت نتیجه در و بهتر برازش نیکویی
آنجایی از بود. نخواهد موفق رگرسیونی مدل باشد Sỹ از بیشتر یا و نزدیک
HSe از می توان است رگرسیونی مدل از مستقل و ثابت مقدار یک Sỹ که
مختلف رگرسیونی مدل هاي اثربخشی میزان ارزیابی براي HSe/Sỹ نسبت و

کرد. استفاده

در رگرسیونی ضرایب اطمینان فاصله ٣. ٢
هیبرید رگرسیون

پارامترها این از و آمد دست به فازي رگرسیون ضرایب شد بحث که همان طور
به طور شد. استفاده بازه اي تحلیل و بودن فازي میزان سازي حداقل معیار در
خطی هیبرید روش در ضرایب محاسبه براي اطمینان فاصله از می توان مشابه
براي فاصله اي برآورد به پارامترها نقطه اي برآورد جایگزین روشی عنوان به
اطمینان فاصله برآورد ساختن براي .[١٨] و [۵] باشد آن دقت میزان ارزیابی
داراي و εi خطاي توزیع بودن نرمال فرض بایستی B j رگرسیون ضرایب براي
آن ها براي را بودن مستقل همچنین و σ ٢ ثابت واریانس و صفر میانگین
میانگین با مستقل نرمال توزیع هاي داراي yi مشاهدات بنابراین پذیرفت.
مربعات حداقل برآوردگر چون می باشند. σ ٢ واریانس و β٠ +∑k

i=١ β jxi j

σ ٢(X ′X)−١ کوواریانس ماتریس و β میانگین بردار با نرمال توزیع داراي β̂

میانگین با نرمال β̂ j رگرسیونی ضرایب از یک هر حاشیه اي توزیع لذا می باشد،
(X ′X)−١ ماتریس قطر ام j عضو C j j که است، σ ٢C j j واریانس و β j

آماره هاي از یک هر نتیجه در می باشد.
β̂ j −β j√

σ̂ ٢C j j

, j = ٠,١, . . . ,k (٢۴)
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خطا واریانس برآورد σ̂ ٢ که است. آزادي درجه n− p−١ با t توزیع داراي
دست به (٢۵) صورت به که می باشند باقیمانده ها مربعات میانگین MSE و

می آیند.

MSE =
SSE

n− p−١
= σ̂ ٢ (٢۵)

(٢۶) به رگرسیون ضریب براي %١)١٠٠ −α) اطمینان فاصله یک بنابراین
.[١۴] است صورت

β̂ j ± t α
٢ ,n−p−١

√
σ̂ ٢C j j (٢۶)

یا

β̂ j ± t α
٢ ,n−p−١

√
SSE

n− p−١
C j j (٢٧)

عددي نتایج ۴

بخش هاي در که مطالبی از استفاده با و عددي مثال هاي کمک با بخش این در
است. قرارگرفته بررسی و موردبحث خطی فازي رگرسیون شد ارائه قبل
(Xi : Yi; i = ١, . . . ,٨) داده هاي جفت می شود مشاهده (٢٨) در که همان طور

.[١١] است ارائه شده فازي اند، ها Y و غیرفازي ها X آن در که

[Xi,Yi] = [(٢ : ١۴),(۴ : ١١),(۶ : ٨),(١٧ : ١۵),(١٠

: ١٢),(١٩ : ١),(٢٢۴ : ١),(١٨۶ : ٣٠)]. (٢٨)

و غیرفازي Xi صورت به و می شوند فازي داده ها ها Yi به ±١ کردن اضافه با
درمی آیند. Yi

[Xi,Ỹi] =[(٢ : (١۴,١)),(۴ : (١١,١)),(۶ : (١٧,١)),

(٨ : (١۵,١)),(١٠ : (١٩,١)),(١٢ : (٢٢,١)),

(١۴,(١٨,١)),(١۶,(٣٠,١))]. (٢٩)

معرفی فازي رگرسیون ارائه شده داده هاي جفت  به توجه با قسمت این در
رگرسیون کلاسیک، رگرسیون از به دست آمده نتایج مرحله هر در که می شود
اطمینان قابلیت اندازه فازي، مربعات کمترین هیبرید رگرسیون فازي، بازه اي

می شود. مقایسه اطمینان فاصله نهایت در و هیبرید رگرسیون و

کلاسیک رگرسیون ١ .۴
مدل براي معیاري عنوان به مربعات کمترین رگرسیون از قسمت این در
براي می شود. استفاده . . و. فازي مربعات کمترین رگرسیون و فازي رگرسیون
رگرسیون ضرایب R نرم افزار از استفاده با فازي Yi و غیرفازي Xi داده هاي

است. شده آورده دست به کلاسیک خطی

Ŷ = A٠ +A١X = ٩٫٣۶+٠٫٩٩X . (٣٠)

رگرسیونی خط شیب A١ = ٠٫٩٩ و مبدأ از عرض A٠ = ٩٫٣۶ آن در که
مهم ابزاري نیز اطمینان قابلیت اندازه رگرسیونی، معادله کنار در می باشند.

می باشد. رگرسیونی تحلیل براي
مشاهدات استاندارد انحراف

Sy =

√
١

(n−١)

n

∑
i=١

(Yi − Ȳ )٢ = ۵٫٨, (٣١)

برآورد استاندارد خطاي

Se =

√
١

(n−٢)

n

∑
i=١

(Ŷi −Yi)٢ = ٣٫۴۵, (٣٢)

همبستگی ضریب

R٢ =
∑n

i=١(Ŷi − Ȳ )٢

∑n
i=١(Yi − Ȳ )٢ = ٠٫٧٠. (٣٣)

بنابراین

R =
√

R٢ = ٠٫٨٣. (٣۴)

امکانی رگرسیون ٢ .۴
هر براي (٣١) در ارائه شده داده طبق ،(٧) معادلات به توجه با روش این ر
محدودیت ١۶ مثال این براي بنابراین می شود. تولید محدودیت دو مشاهده
فازي کل پهناي کردن حداقل براي هدف تابع معادله می آید. وجود به
و h = ٠٫۵ ، h = ٠ حالت سه در که می رود بکار رگرسیونی ضرایب
h = ٠ حسب بر زیر محدودیت هاي است. قرارگرفته موردبررسی h = ٠٫٧

نوشته شده اند.

min S = ٨s٠ +٧٢s١ (٣۵)
m٠ +٢m١ + s٠ +٢s١ ≥ ١۴

m٠ +۴m١ + s٠ +۴s١ ≥ ١١

m٠ +۶m١ + s٠ +۶s١ ≥ ١٧

m٠ +٨m١ + s٠ +٨s١ ≥ ١۵

m٠ +١٠m١ + s٠ +١٠s١ ≥ ١٩

m٠ +١٢m١ + s٠ +١٢s١ ≥ ٢٢

m٠ +١۴m١ + s٠ +١۴s١ ≥ ١٨

m٠ +١۶m١ + s٠ +١۶s١ ≥ ٣٠

m٠ +٢m١ − s٠ −٢s١ ≤ ١۴

m٠ +۴m١ − s٠ −۴s١ ≤ ١١

m٠ +۶m١ − s٠ −۶s١ ≤ ١٧

m٠ +٨m١ − s٠ −٨s١ ≤ ١۵
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امکانی رگرسیون :١ جدول

h S m١ m٠ s١ s٠

٠/٠٠ ٣٨ ٠/٩٢ ٩/٩٣ ٠/٢٢ ٢/٧۶

٠/۵٠ ۶٨ ٠/٩٢ ٩/٩٣ ٠/۴۴ ۴/۵١

٠/٧٠ ١٠٨ ٠/٩٢ ٩/٩٣ ٠/٧۴ ۶/٨۶

m٠ +١٠m١ − s٠ −١٠s١ ≤ ١٩

m٠ +١٢m١ − s٠ −١٢s١ ≤ ٢٢

m٠ +١۴m١ − s٠ −١۴s١ ≤ ١٨

m٠ +١۶m١ − s٠ −١۶s١ ≤ ٣٠

می آید: دست به زیر جواب هاي h = ٠ براي

m٠ = ٩٫٣۶ m١ = ٠٫٩٢ s٠ = ١٫٧۶ s١ = ٠٫٢٢ (٣۶)

را مدل فازي ضرایب بنابراین می باشد. s = ٣٠ هدف) (تابع کل پهناي مقدار
صورت به می توان

Ŷ = Ã٠ + Ã١X = (٩٫٣۶,١٫٧۶)+(٠٫٩٢,٠٫٢٢)X (٣٧)

h مختلف مقادیر براي مسئله این می شود، مشاهده ١ جدول در که همان طور
پهناي و مرکز بر h تأثیر کار این انجام هدف است. قرارگرفته موردبررسی
S و s١ ،s٠ اما نکردند تغییر ها Ã مرکز h تغییر اثر در است. Ã فازي اعداد
اندازه می شود. بیشتر مدل ابهام میزان h افزایش با یعنی این افزایش یافته اند.
با ١ جدول در موجود اطلاعات اساس بر امکانی رگرسیون اطمینان قابلیت
میزان و Se = ۴٫١۵ ،R = ٠٫٧۴ آن نتایج و محاسبه شده اند Ỹi مراکز از استفاده

می باشند. Se/Sy = ٠٫٧٢

بر مبتنی مربعات کمترین رگرسیون ٣ .۴
امکانی رگرسیون

با و می شوند گرفته نظر در غیرفازي مقادیر عنوان به فازي Ỹ مرکز روش این در
رگرسیون مدل ضرایب کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون روش از استفاده
باید سپس می باشد. (٣٢) مشابه نتایج آن که می آید دست به مربعات کمترین
برنامه ریزي مسئله حل با می توان که آورد دست به را رگرسیونی ضرایب پهناي
را ٢ جدول از به دست آمده نتایج آورد. دست به را ضرایب این (٣٨) خطی
که همان طور کرد. مقایسه کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون با می توان

محدودیت هاي می یابد. افزایش مدل پهناي میزان h افزایش با می شود مشاهده
به دست آمده اند. h = ٠٫٧ حسب بر زیر

min = ٨c٠ +٧٢c١; (٣٨)
٩٫٣۶+٠٫٣+(٠٫٩٩)٢(s٠ +٢s١)≥ ١۴٫٣;

٩٫٣۶+۴(٠٫٩٩)+٠٫٣(s٠ +۴s١)≥ ١١٫٣;

٩٫٣۶+۶(٠٫٩٩)+٠٫٣(s٠ +۶s١)≥ ١٧٫٣;

٩٫٣۶+٠٫٣+(٠٫٩٩)٨(s٠ +٨s١)≥ ١۵٫٣;

٩٫٣۶+٠٫٣+(٠٫٩٩)١٠(s٠ +١٠s١)≥ ١٩٫٣;

٩٫٣۶+٠٫٣+(٠٫٩٩)١٢(s٠ +١٢s١)≥ ٢٢٫٣;

٩٫٣۶+١۴(٠٫٩٩)+٠٫٣(s٠ +١۴s١)≥ ١٨٫٣;

٩٫٣۶+١۶(٠٫٩٩)+٠٫٣(s٠ +١۶s١)≥ ٣٠٫٣;

٩٫٣۶+٠٫٣−(٠٫٩٩)٢(s٠ +٢s١)≤ ١٣٫٧;

٩٫٣۶+۴(٠٫٩٩)−٠٫٣(s٠ +۴s١)≤ ١٠٫٧;

٩٫٣۶+۶(٠٫٩٩)−٠٫٣(s٠ +۶s١)≤ ١۶٫٧;

٩٫٣۶+٠٫٣−(٠٫٩٩)٨(s٠ +٨s١)≤ ١۴٫٧;

٩٫٣۶+٠٫٣−(٠٫٩٩)١٠(s٠ +١٠s١)≤ ١٧٫٧;

٩٫٣۶+٠٫٣−(٠٫٩٩)١٢(s٠ +١٢s١)≤ ٢١٫٧;

٩٫٣۶+١۴(٠٫٩٩)−٠٫٣(s٠ +١۴s١)≤ ١٧٫٧;

٩٫٣۶+١۶(٠٫٩٩)−٠٫٣(s٠ +١۶s١)≤ ٢٩٫٧;

برابر فازي مربعات کمترین رگرسیون مرکزي خط که کرد مشاهده می توان
Ŷ = A٠ +A١X = ٠٫٩٩+٩٫٩٣X کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون خط
مقادیر براي مسئله این می شود. بیشتر مدل ابهام میزان h افزایش با است.
مرکز بر h تأثیر کار این انجام هدف است. قرارگرفته موردبررسی h مختلف
، s٠ اما نکردند تغییر ها Ãi مرکز h تغییر اثر در است. Ãi فازي اعداد پهناي و

افزایش یافته اند. S و s١



١٠- ١١٣۵ ص ،۴٨ پیاپی شماره ،١٣٩٨ زمستان و پاییز دوم، شماره چهارم، و بیست سال آماري، ١١١اندیشه

امکانی رگرسیون بر مبتنی مربعات کمترین رگرسیون مدل :٢ جدول

h S m١ m٠ s١ s٠

٠/٠٠ ٣٣/١١ ٠/٩٩ ٩/٣۶ ٠/٢١ ٢/٢۵

٠/۵٠ ۶۶/٢٢ ٠/٩٩ ٩/٣۶ ٠/۴٢ ۴/۴٩

٠/٧٠ ١١٠/٣٧ ٠/٩٩ ٩/٣۶ ٠/٧ ٧/۴٩

خطی مربعات کمترین رگرسیون هیبرید ۴ .۴
فازي

روش دادن نشان براي متقارن مثلثی فازي اعداد عنوان به (٣١) داده هاي از
استفاده وزنی فازي حساب طریق از هیبریدي مربعات کمترین رگرسیون
(۴٠) و (٣٩) معادلات دستگاه می توان (٢٢) و (٢١) نرمال معادلات می شود.

کرد. محاسبه را

 ٨a٠ +٧٢a١ = ١۴٢,

٧٢a٠ +٨١۶a١ = ١٣۶٨
(٣٩)

و ٨c٠ +٧٢c١ = ٨,

٧٢c٠ +٨١۶c١ = ٧٢.
(۴٠)

مقادیر (۴٠) معادله حل و a١ = ٠٫٩٩ و a٠ = ٩٫٣۶ مقادیر (٣٩) معادله حل با
براي هیبرید فازي رگرسیون مدل بنابراین می آیند. دست به c١ = ٠ و c٠ = ١

می باشد. (۴١) صورت به µ = ٠

Ŷ = A٠ +A١X = (٩٫٣۶,١)+(٠٫٩٩,٠)X (۴١)

مبدأ از عرض براي فازي پهناي می شود مشاهده (۴١) معادله در که همان طور
رگرسیون ضرایب برابر فازي مراکز می باشد. ٠ شیب براي فازي پهناي و ١

سطح هر براي می توان را فازي پهناهاي است. کلاسیک مربعات کمترین
می توان را µ = ٠٫٧ براي هیبرید رگرسیون معادله مثلاً آورد. دست به عضویت

آورد. دست به (۴٢) صورت به

Ŷ = A٠ +A١X = (٩٫٣۶,٠٫٣)+(٠٫٩٩,٠)X (۴٢)

به هیبرید اطمینان قابلیت مقادیر متناظر، فرمول هاي در مقادیر جایگذاري با
می شود. محاسبه زیر صورت

هیبرید همبستگی ضریب الف)

(HR)٢ =
∑n

i=١(Ŷi − ¯̃Y )٢

∑n
i=١(Ỹi − ¯̃Y )٢

(۴٣)

=
∑n

i=١[(a٠ +a١Xi − ¯̃Y )٢ + ١
۶ (c٠ + c١Xi)

٢]

∑n
i=١[(Yi − ¯̃Y )٢ + ١

۶ (ei)٢]

= ٠٫٧١ (۴۴)

بنابراین

HR =
√

٠٫٧١ = ٠٫٨۴٨۴ ≃ ٠٫٨۵ (۴۵)

تقریباً مقدار این می باشد، R = ٠٫٨٣۵ کلاسیک رگرسیون همبستگی ضریب
است. برابر هیبرید فازي رگرسیون همبستگی ضریب با

برآورد استاندارد خطاي ب)

HSe =

√
١

n− p−١

n

∑
i=١

(Ŷi − Ỹi)٢ (۴۶)

=

√
١

n− p−١

n

∑
i=١

[(a٠ +a١Xi −Yi)٢

−
√

١
n− p−١

(c٠ + c١xi − ei)٢

= ١٫٧٩

محاسبه را HSe/Sỹ نسبت می توان می شود. صفر (c٠ +c١xi −ei) مقدار که
کرد.

HSe

Sỹ
=

١٫٧٩
٣٫١۴

= ٠٫۵٩. (۴٧)

آورده ٣ جدول در آن اطمینان قابلیت اندازه و رگرسیون معادله بین مقایسه
و رگرسیونی معادله هاي و اطمینان قابلیت اندازه قسمت این در است. شده

که: رسید نتایج این به می توان شد. مشاهده آن ها محاسبه روش
و است برابر کلاسیک رگرسیون روش ضرایب با (۴١) معادله فازي مرکز (١

ندارد. فازي مرکز بر تأثیري h مقدار تغییر
را پهنا نیم کمترین (۴١) معادله می شود مشاهده ٣ جدول در که همان طور (٢

دارد. فازي رگرسیون مدل هاي سایر به نسبت



واجارگاه١١٢ فتحی بهروز و جوکندان احسانی منا سیده بهینه فازي خطی رگرسیون مدل

ارائه شده مدل هاي براي اطمینان قابلیت اندازه :٣ جدول

HSe/Sỹ HSe HR رگرسیونی معادله رگرسیونی مدل
٠/۵٩ ٣/۴۵ ٠/٨۴ Ŷ = (٩٫٣۶,١)+(٠٫٩٩,٠)X µ = ٠ فازي هیبرید مربعات کمترین رگرسیون
٠/٧١ ۴/١۵ ٠/٧۵ Ŷ = (٩٫٩۶,١٫٧۶)+(٠٫٩٢,٠٫٢٢)X h = ٠ امکانی رگرسیون
٠/٧٣ ۴/٢۴ ٠/٧٣۵ Ŷ = (٩٫٣۶,٣٫٢۵)+(٠٫٩٩,٠٫٢١)X h = ٠ فازي مربعات کمترین رگرسیون
٠/۶٠ ٣/۴۵ ٠/٨٣ Ŷ = ٩٫٣۶+٠٫٩٩X کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون

Ŷ = (٩٫٣۶,۶٫۵٨)+(٠٫٩٩,٠٫۶۵)X هیبرید مربعات کمترین رگرسیون براي درصد ٩۵ اطمینان فاصله
Ŷ = (٩٫٣۶,۵٫٢٣)+(٠٫٩٩,٠٫۵٢)X هیبرید مربعات کمترین رگرسیون براي درصد ٩٠ اطمینان فاصله
Ŷ = (٩٫٣۶,٣٫٨٧)+(٠٫٩٩,٠٫٣٨)X هیبرید مربعات کمترین رگرسیون براي درصد ٨٠ اطمینان فاصله

با (۴١) معادله HSe مقدار می شود مشاهده ٣ جدول در که همان طور (٣

فازي رگرسیون مدل هاي سایر با مقایسه در و است برابر فازي رگرسیون Se

کلاسیک رگرسیون با نیز HSe/Sỹ نسبت و دارد را HSe کمترین (۴١) معادله
در بررسی شده مدل هاي سایر به نسبت را مقدار کمترین و است برابر تقریباً
بهترین هیبرید رگرسیون مدل گرفت نتیجه می توان داراست. را ٣ جدول
است. برخوردار ٣ جدول رگرسیونی مدل هاي سایر به نسبت را برازش نیکویی
به نسبت هیبرید رگرسیون روش اطمینان قابلیت اندازه ارزیابی بر علاوه (۴

کلاسیک رگرسیون برنامه هاي که آنجایی ویژه به است. ساده تر روش ها سایر
می باشند. قابل استفاده

در رگرسیونی ضرایب اطمینان فاصله ۵ .۴
هیبرید رگرسیون

در رگرسیون عبارت هاي فازي اطمینان فاصله از استفاده با بخش این در
جدول در فاصله ها این که است ارائه شده % ٩۵ و % ٩٠ ،% ٨٠ مختلف سطح هاي
می توان نوشته شده اند. پهنا و مرکز مقادیر حسب بر معادله ها شده اند. آورده
کمترین رگرسیون اطراف در هیبرید مربعات کمترین رگرسیون که دید
فازي میزان که می شود مشاهده ٣ جدول در هستند. متمرکز کلاسیک مربعات
باید بیشتر اطمینان براي بنابراین می یابد افزایش اطمینان سطح افزایش با بودن

پذیرفت. را بیشتر اطمینان عدم
(۴٨) به صورت می توان را اطمینان فاصله شد داده توضیح که همان طور

آورد. دست به

β٠ ± t α
٢ ,n−p−١

√
SSE

(n− p−١)
c٠٠, (۴٨)

β١ ± t α
٢ ,n−p−١

√
SSE

(n− p−١)
c١١ (۴٩)

نتیجه گیري و بحث ۵

و امکانی) (رگرسیون فازي ضرایب با رگرسیون میان بررسی مقاله این در
با و شد انجام امکانی رگرسیون بر مبتنی فازي مربعات کمترین رگرسیون
روش جز به روش ها تمامی براي گرفتند. قرار موردبررسی عددي مثال هاي
برآورد براي خطی برنامه ریزي از فازي هیبرید مربعات کمترین رگرسیون
شد، تولید محدودیت دو مشاهده هر ازاي به که شد. استفاده فازي ضرایب
تابع lingo مانند خطی برنامه ریزي مسائل حل نرم افزارهاي از استفاده با که
مشاهدات توسط تولیدشده محدودیت هاي به توجه با موردنظر هدف هاي
رفتار نوعی هیبرید فازي مربعات کمترین رگرسیون شد. رسانده حداقل به
از حاصل نتایج می شود مدل ابهام میزان کاهش باعث که دارد محدودکننده
است. کلاسیک مربعات کمترین رگرسیون به نزدیک بسیار هیبرید رگرسیون
رگرسیون از به دست آمده نتایج می شود استفاده غیرفازي داده هاي از که زمانی
طور همین است. برابر معمولی رگرسیون با هیبرید فازي مربعات کمترین
مربعات کمترین رگرسیون براي کلاسیک رگرسیون برنامه هاي از می توان
اطمینان قابلیت اندازه گفت می توان دیگر عبارت به نمود. استفاده هیبرید
است. قطعیت عدم میزان و هیبرید اطمینان قابلیت از خاصی حالت کلاسیک
مربعات کمترین رگرسیون فازي، رگرسیون روش هاي سایر با مقایسه در
مدل می تواند نتیجه در می کند. ارائه را اطمینان قابلیت اندازه بهترین هیبرید
تحلیل دهد. ارائه فازي رگرسیون مدل هاي سایر به نسبت را بهتري پیش بینی
یک آن اطمینان قابلیت اندازه تحلیل و هیبرید مربعات کمترین رگرسیون
فقط ارائه شده روش هاي است. فازي اعداد شامل رگرسیونی کامل روش
عضویت تابع داراي داده ها تمام یعنی شدند اعمال مثلثی فازي اعداد براي

بودند. نرمال مثلثی
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