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نماییشده یکنواخت پارتو توزیع و یکنواخت پارتو توزیع
درآمد دادههاي در آنها کاربردهاي و

نانواپیشه2 عبداللهی آزیتا نانواپیشه،1 عبداللهی آنیتا

1397/1/25 دریافت: تاریخ
1397/8/24 پذیرش: تاریخ

چکیده:
در و بوده انعطافپذیر توزیع این است. شده شناخته توزیع یک از تعمیمی که میگردد معرفی جدید توزیع یک مقاله، این در
براي سپس و میشود ارائه جدید الگوي این توزیعی و ریاضی ویژگیهاي از برخی ابتدا در دارد. کاربرد درآمد دادههاي مدلبندي
مناسب نیز دادهها برازش نتایج شد. خواهد ارائه واقعی دادههاي در توزیع این از کاربردهایی جدید، توزیع انعطافپذیري دادن نشان

میکنند. تأیید شده گرفته نظر در واقعی مجموعهدادههاي براي را جدید الگوي این بودن
اطمینان. قابلیت معیار آنتروپی، گشتاورها، چندك، نماییشده، یکنواخت پارتو توزیع پارتو، توزیع کلیدي: واژههاي

ما به خاص دادههاي از مجموعه یک براي مناسب توزیع یک
باشیم. داشته دادهها بارة در استدلالهایی تا کرد خواهد کمک
آماري توزیع اصلاح براي روشهایی از استفاده دلیل، همین به
در مجموعهدادهها در بیشتر انعطافپذیري ایجاد بهمنظور موجود
یکنواخت پارتو توزیع است. گرفته صورت مختلف زمینههاي
کاربرد دلیل به تازگی به آماري توزیعهاي سایر مانند [2 ،1]
اطمینان قابلیت و شخصی درآمد میزان توزیع مدلسازي در آن
براي است. کرده جلب خود به را زیادي توجه زمینهها سایر و
مراجعه [4 ،3] منابع به زمینه این در شده انجام جزئیات بررسی
مدلبندي در پارتو توزیع انعطافپذیري افزایش هدف با شود.
این در .[6 ،5] دادهاند توزیع در مختلفی تغییرات درآمد، دادههاي
یکنواخت پارتو توزیع نام به پارتو توزیع از جدیدي بسط مقاله
دو هر با درآمد دادههاي مدلسازي اصلی انگیزة با نماییشده،
ادامه، در است. شده ارائه غیریکنواخت و یکنواخت خطر نرخ
ابتدا (3) بخش در است: شده سازماندهی زیر بهصورت مقاله
توزیع خطر تابع و بقا تابع احتمال، چگالی تابع تجمعی، توزیع تابع
تعریف نماییشده یکنواخت پارتو توزیع و یکنواخت پارتو

مقدمه 1
است کاربردي علوم مهمترین از یکی آمار اینکه به توجه با
از است، مرتبط اقتصاد جمله از علمی رشتههاي سایر با که
زمینۀ در تحقیقات براي زیادي علاقۀ اخیر، سالهاي در رو این
مدلهاي است. آمده وجود به درآمد توزیع پارامتري مدلهاي
سطح استانداردهاي ارزیابی براي درآمد، توزیع به مربوط احتمالی
استاندارد مقایسۀ براي همچنین و کشور یک مردم کلّ زندگی
کشور یک مختلف مناطق یا و اجتماعی طبقات زندگی سطح
ارائۀ احتمالی مدل یک ایجاد براي این بر بنا شدهاند. ارائه
براي تجربی فراوانی توزیع مشخصۀ با نظري توزیع تابع یک
است. ضروري مدل، پارامترهاي تخمین مناسب روش انتخاب
زمینه نشاندهندة جمعیت درآمد توزیع آماري تحلیل این بر بنا
اجتماعی سیاستهاي و بودجه مورد در تصمیمگیري براي لازم
بر علاوه که است شده ارائه جدیدي توزیع مقاله این در است.
درآمد دادههاي مدلسازي براي مناسب یکتوزیع انعطافپذیري
مجموعهدادهها مدلبندي براي مناسب توزیع یک شناسایی است.
کردن مشخص است. اهمیت با بسیار آماري تحلیلهاي در

ایران طباطبایی، علامه دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانشآموختۀ 1

ایران تهران، دانشگاه مکانیک، دکتراي دانشجوي 2
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بهصورت که میدهد نشان پارامترها مختلف مقادیر بهازاي را
میشود. پایدار یک نقطۀ در و است غیرکاهشی یکنواخت

(1) رابطۀ بهصورت (U-PD) توزیع تجمعی توزیع تابع اگر
بهصورت توزیع این احتمال چگالی تابع صورت این در باشد،

است: زیر

g(X) =
b

b− a

θmθ

xθ+١ , m
(b− a

b

)− ١
θ < x < ∞ (2)

سنجیدن براي است معیاري خطر (نرخ خطر نرخ تابع و بقا تابع
نیز توزیع این مشخص) زمانی بازة یک در سیستم یک شکست

هستند: زیر بهصورت بهترتیب

S(x) =
b(mx )

θ

b− a
,

h(x) =
bθmθ

b−axθ+١

b(m
x )θ

b−a

.

بحث مورد جدید توزیع آماري خواص ،(4) بخش در میشود.
استفاده با جدید توزیع پارامترهاي ،(5) بخش در و میگیرد قرار
میشوند بیان و محاسبه درستنمایی ماکسیمم برآورد روش از
با جدید مدل از کاربردهایی (6) و (5) بخش در نهایت در و
ارائه شبیهسازي نتایج و واقعی دادههاي از مجموعه دو از استفاده

میشود.

جدید مدل 2
باشد یکنواخت پارتو توزیع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض
زیر بهصورت آن تجمعی توزیع تابع صورت این در (U-PD)

:[7] است
G(X) = ١ −

b(mx )
θ

b− a
, m

(b− a

b

)− ١
θ < x < ∞ (1)

θ > ٠ و مقیاس پارامترهاي −∞ < a ≤ b < ∞ که
توزیع این تجمعی توزیع تابع نمودار 1 شکل است. شکل پارامتر

پارامترها مختلف مقادیر بهازاي یکنواخت پارتو تجمعی توزیع تابع .1 شکل

پارامترها مختلف مقادیر بهازاي (U-PD) توزیع احتمال چگالی تابع .2 شکل
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است: زیر بهصورت نیز توزیع این خطر نرخ تابع

h(x) =

[
bθγ
b−a

mθ

xθ+١

][
١ − b(m

x )θ

b−a

]γ−١

١ −
[

١ − b(m
x )θ

b−a

] . (5)

خطر نرخ تابع و احتمال چگالی تابع نمودار زیر شکلهاي در
است. شده رسم پارامترها مختلف مقادیر بهازاي جدید توزیع
حسب بر توزیع این خطر نرخ تابع است مشخص که همانطور
وارون وانیشکل و وانیشکل بهصورت پارامترهایش مقادیر

است.

میدهد، نشان را توزیع این احتمال چگالی تابع نمودار 2 شکل
غیر یکنواخت بهصورت توزیع این احتمال چگالی تابع که
تجمعی توزیع تابع داراي X کنید فرض حال است. افزایشی
شده توانی توزیع تابع صورت این در باشد، (1) رابطۀ بهصورت

است: زیر بهصورت (EU-PD) آن
G(X) =

[
١ −

b(m
x
)θ

b− a

]γ
, m

( b− a

b

)− ١
θ < x <∞ (3)

بالا رابطۀ از مشتقگیري با توزیع این احتمال چگالی تابع
میآید: دست به زیر بهصورت

g(x) =
[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

][
١ −

b(mx )
θ

b− a

]γ−١
,

m
(b− a

b

)− ١
θ < x < ∞ (4)

مقادیر بهازاي (EU-PD) توزیع احتمال چگالی تابع (ب)
پارامترها مختلف

مقادیر بهازاي (EU-PD) توزیع احتمال چگالی تابع (آ)
پارامترها مختلف

مختلف مقادیر بهازاي (EU-PD) توزیع خطر تابع (د)
پارامترها

مختلف مقادیر بهازاي (EU-PD) توزیع خطر تابع (ج)
پارامترها

جدید توزیع خطر نرخ تابع و احتمال چگالی تابع نمودار .3 شکل
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اگر میشود. پرداخته است، نیاز مورد گشتاورها

g(X) =
[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

][
١ −

b(mx )
θ

b− a

]γ−١
,

بهصورت: آن بسط صورت این در

g(X) =
[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

] ∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(mx )

θ)j

(b− a)j
(6)

است: زیر بهصورت نیز آن توزیع تابع بسط مشابه بهطور و

G(X) =
[

١ −
b(mx )

θ

b− a

]γ
G(X) =

∞∑
j=٠

(
γ

j

)
(−١)j(b(mx )

θ)j

(b− a)j
. (7)

بهصورت (EU-PD) توزیع r-ام مرتبه گشتاور صورت این در
میشود: محاسبه زیر

E[Xr] =

∫ ∞

w
xr
[ bθγ
b− a

mθ

xθ+١

] ∞∑
j=٠

(γ − ١
j

) (−١)j(b(m
x
)θ)j

(b− a)j
dx

=

∫ ∞

w
x−θj+r−θ−١

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

) (−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j
[
bθγ

b− a
mθ]dx

=
x−θj+r−θ

−θj + r − θ

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

) (−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

[ bθγ
b− a

mθ
]w
x
,

داریم: این بر بنا .w = m( b−a
b )−

١
θ که

E[Xr] = −
(
m( b−a

b
)−

١
θ
)−θj+r−θ

−θj + r − θ

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

)

×
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

[ bθγ
b− a

mθ
]
. (8)

است: زیر بهصورت جدید توزیع اول گشتاور این بر بنا

E[X] = −
(
m( b−a

b
)−

١
θ
)−θj+١−θ

−θj + ١ − θ

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

)

×
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

[ bθγ
b− a

mθ
]
.

و (8) رابطۀ از استفاده با نیز گشتاورها سایر ترتیب همین به
محاسبۀ به بخش این در میآیند. دست به r به مقدار دادن با
محاسبۀ در که میشود، پرداخته (2) رابطۀ ناقص گشتاورهاي
محاسبۀ در همچنین بونفرونی، منحنی معادلات و لورنز منحنی
میانه از انحراف میانگین و میانگین از انحراف میانگین معیارهاي

و (U-PD) توزیع آماري ویژگیهاي 3
(EU-PD) توزیع

و یکنواخت پارتو توزیع ویژگیهاي از برخی بخش این در
داراي X اگر میشود. ارائه نماییشده یکنواخت پارتو توزیع
ضریب واریانس، میانگین، آنگاه باشد، یکنواخت پارتو توزیع
بهترتیب آن r-ام مرتبه گشتاور و کشیدگی و چولگی تغییرات،

است: زیر بهصورت

E(X) =
b

١
θ

(b− a)
١
θ

θm

θ − ١
,

V ar(X) =
b

٢
θ

(b− a)
٢
θ

(θm٢)

(θ − ٢)
−
( b

١
θ

(b− a)
١
θ

θm

θ − ١
)٢
,

CV =

√
b

١
θ θm

(b−a)
١
θ

( (θ−١)−٢θ−٢µ
(θ−٢)(θ−١)

)
+ µ

b
١
θ (θm)

(b−a)
١
θ (θ−١)

,

CS =

b
٣
θ (θm٣)

(b−a)
٣
θ (θ−٣)

− ٣µ b
٢
θ (θm٢)

(b−a)
٢
θ (θ−٢)( b ١

θ (θm)

(b−a)
١
θ

( (θ−١)−٢θ−٢µ
(θ−٢)(θ−١)

)
+ µ٢

)٣

+

٢µ٢ b
١
θ (θm)

(b−a)
١
θ (θ−١)

− µ٢

( b ١
θ (θm)

(b−a)
١
θ

( (θ−١)−٢θ−٢µ
(θ−٢)(θ−١)

)
+ µ٢

)٣
,

CK =

b
۴
θ (θm۴)

(b−a)
۴
θ (θ−۴)

− ۴µ b
۴
θ (θm٣)

(b−a)
۴
θ (θ−٣)( b ١

θ (θm)

(b−a)
١
θ

( (θ−١)−٢θ−٢µ
(θ−٢)(θ−١)

)
+ µ٢

)٣

+

۶µ٢ b
٢
θ (θm٢)

(b−a)
٢
θ (θ−٢)

− ۴µ٣ b
١
θ (θm)

(b−a)
١
θ (θ−١)

+ µ۴

( b ١
θ (θm)

(b−a)
١
θ

( (θ−١)−٢θ−٢µ
(θ−٢)(θ−١)

)
+ µ٢

)٣

است: زیر بهصورت توزیع این r-ام مرتبه گشتاور و

E(Xr) =
br/θ(θmr)

(b− a)r/θ(θ − r)
.

مانند (EU-PD) توزیع خواصآماري از برخی بخش این در حال
لورنز منحنی انحرافها، میانگین ناقص، گشتاورهاي و گشتاورها

میشوند. ارائه بونفرونی منحنی معادلات و

توزیع ناقص گشتاورهاي و گشتاورها 1.3
ارائه (EU-PD) معرفیشده مدل گشتاورهاي بخش این در
محاسبۀ در که g(x) بسط ارائه به آن از قبل ولی میشوند
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بونفرونی منحنی معادلات و لورنز منحنی معادلات قسمت این در
بررسی براي اقتصاد در زیادي کاربردهاي که شد خواهد ارائه
لورنز، منحنی دارند. بیمه و پزشکی اطمینان، قابلیت فقر، و درآمد
درآمد تجمعی نسبت و درآمد دارندگان تجمعی نسبت بین ارتباط
دارندگان آنکه شرط به میدهد، نشان را آنان توسط دریافتشده
شده مرتب صعودي ترتیب به درآمدشان میزان حسب بر درآمد
کل از سهمی مبین لورنز منحنی از نقطه هر ترتیب، این به باشند.
شده کسب جامعه افراد از نسبتی توسط که است جامعه درآمد
اگر هستند. آن از کمتر یا و درآمد معینی مقدار داراي که است
معادلات آنگاه باشد، (2) رابطۀ در ارائهشده توزیع داراي X

است: زیر بهصورت بونفرونی منحنی

BF [F (x)] =
١

µF (x)

∫ x

٠
uf(u)du

=
١

µ
[

١ − b(m
x )θ

b−a

]γ
[(

m( b−a
b )−

١
θ

)−θj+١−θ

−θj + ١ − θ

∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j
[ bθγ

b− a
mθ
]]
(12)

بود: خواهد زیر بهصورت نیز لورنز منحنی و
LF [F (x)] = BF [F (x)] =

١
µ

∫ x

٠
uf(u)du

=
١

µ
[

١ − b(m
x

)θ

b−a

]γ (
(
m( b−a

b
)−

١
θ
)−θj+١−θ

−θj + ١ − θ

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

)

×
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

[ bθγ
b− a

mθ
]) (13)

(MLE) درستنمایی ماکسیمم تابع 4
اندازة با (EU-PD) توزیع از تصادفی نمونهاي Xn, . . . , X١ اگر
بهصورت توزیع این درستنمایی ماکسیمم تابع آنگاه باشند، n

است: زیر

g(X) =
[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

][
١ −

b(mx )
θ

b− a

]γ−١

L =

n∏
i=١

[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

] n∏
i=١

[
١ −

b(mx )
θ

b− a

]γ−١
.

داریم: آنگاه باشد، (2) رابطۀ توزیع Xداراي اگر دارند. کاربرد
∫ w

٠
xrg(x)dx =

∫ w

٠
xr
[ bθγ
b− a

mθ

xθ+١

]
×

∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(m

x
)θ)j

(b− a)j
dx

=

∫ w

٠
x−θj+r−θ−١

∞∑
j=٠

×
∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j
[ bθγ
b− a

mθ]dx
=

x−θj+r−θ

−θj + r − θ

∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

×
[ bθγ
b− a

mθ]w
٠

داریم: این بر بنا .w = m( b−a
b )−

١
θ که

∫ w

٠
xrg(x)dx =

(
m( b−a

b )−
١
θ

)−θj+r−θ

−θj + r − θ

∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)

× (−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j
[ bθγ

b− a
mθ
] (9)

معادلات و لورنز منحنی انحرافها، میانگین 2.3
بونفرونی منحنی

میانگین از انحراف آنگاه باشد، (2) رابطۀ توزیع داراي X اگر
میآید: دست به زیر رابطۀ از

δ١(x) =

∫ ∞

٠
|x−M |f(x)dx = ٢MF (M)−M + µ− ٢I(M)

=٢M
∞∑
j=٠

(
γ

j

)
(−١)j(b(m

M
)θ)j

(b− a)j
−M + µ

=− ٢

[(
m( b−a

b
)−

١
θ
)−θj+١−θ

−θj + ١ − θ

×
∞∑
j=٠

(
γ − ١
j

)
(−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j
[ bθγ
b− a

mθ]] (10)

زیر بهصورت نیز میانه از انحراف و I(b) =
∫ b

٠ xf(x)dx که
است:

δ٢(x) =

∫ ∞

٠
|x− µ|f(x)dx = ٢µF (µ)− ٢I(µ)

= ٢µ
∞∑
j=٠

(γ
j

) (−١)j(b(m
µ
)θ)j

(b− a)j

= −٢

[(
m( b−a

b
)−

١
θ
)−θj+١−θ

−θj + ١ − θ

∞∑
j=٠

(γ − ١
j

) (−١)j(b(m)θ)j

(b− a)j

×
[ bθγ
b− a

mθ
]] (11)
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چندمتغیره نرمال توزیع است. امکانپذیر نرمال تقریب اساس
دوطرفه اطمینان بازههاي ایجاد براي میتواند N۵(٠, I−١(ϑ))

η که رود کار به مدل پارامترهاي براي درصدي ١)١٠٠ − η)

است. معناداري سطح

کاربردها 5
قبل بخشهاي در ارائهشده توزیع از کاربردهایی بخش این در
برازش (EU-PD) توزیع که میشود داده نشان و میشود بیان
فراهم درآمد مجموعهدادههاي براي مدلها سایر به نسبت بهتري
در جامعه رفاه تعیین شاخصهاي و معیارها از یکی میکند.
فاکتور این اگرچه است. ملی درآمد آزاد، بازار به متکی اقتصاد
اما نیست، جامعه در درآمد عادلانه و مناسب توزیع بیانکنندة
ملّی درآمد است. جامعه درآمد واقعیت بیانکنندة نوعی به خود،
در کشور، یک اتباع کسبشدة درآمدهاي مجموع از عبارتست
از پس اقتصادي معین دورة یک در ملّی اقتصاد یک چارچوب
کوزنتس توسط که وارون u (نظریه مصرفی. سرمایههاي کسر
عامل بهعنوان را اقتصادي فعالیت سطح اساساً شد معرفی (1955)
بهطور میکند. مشخص درآمدي نابرابري اصلی تعیینکنندة
اقتصادي، رشد اوّلیۀ مرحلۀ در که دارد تأکید امر این دقیقتر
بهبود بعدي مراحل در فقط و میشود بدتر درآمدي نابرابري
را اقتصادي فعالیت یا درآمد فعالیت سطح کوزنتس مییابد.
تأکید وي کرد. شناسایی درآمدي نابرابري اصلی عامل بهعنوان
زمانی و میشود بدتر درآمد نابرابري توسعۀ اوّلیه مراحل در کرد
مهاجرت شهري مناطق به روستایی مناطق از کار نیروي که
در نابرابري حرکت الگوي که آنجا از میشود. بهتر میکنند،
وارون u الگوي بهعنوان است، وارون u شکل به شبیه زمان طول
درآمد دادههاي ارائهشده، مجموعهدادههاي .[8] میشود) شناخته
به مربوط ریال) میلیارد حسب بر ) (١٣٩٣−١٣٣٨) سالهاي ملّی
اسلامی جمهوري مرکزي بانک سایت از که است ایران کشور

است. شده گرفته ایران

١۶۶٠٨۴٫ ٩, ١۵٣٧٨٩٫ ۴, ١٣۶٩٨١٫ ۴, ١٢۴٢٩٨٫ ۴, ١١١٢۵٧٫ ٨,

است: زیر بهصورت درستنمایی تابع لگاریتم نتیجه در

l(a, b, θ,m, γ) =
n∑

i=١

log
[ bθγ

b− a

mθ

xθ+١

]
+ (γ − ١)

n∑
i=١

log
[

١ −
b(mx )

θ

b− a

] (14)

داریم: پارامترها به نسبت (14) رابطۀ از مشتقگیري با
∂ln

∂a
=

n∑
i=١

bθγ
(b−a)٢

mθ

xθ+١

[ bθγ
b−a

mθ

xθ+١ ]
+ (γ − ١)

n∑
i=١

− b(m
x

)θ

(b−a)٢

[١ − b(m
x

)θ

b−a
]
,

∂ln

∂b
=

n∑
i=١

θγ(b−a)−bθγ

(b−a)٢
mθ

xθ+١

[ bθγ
b−a

mθ

xθ+١ ]
+ (γ − ١)

n∑
i=١

−(m
x

)θ(b−a)+b(m
x

)θ

(b−a)٢

[١ − b(m
x

)θ

b−a
]

,

∂ln

∂θ
=

n∑
i=١

(bγ)
(b−a)

mθ lnm−(xθ+١)(ln x)(mθ)

xθ+١

[ bθγ
b−a

mθ

xθ+١ ]

+ (γ − ١)
n∑

i=١

− b(m
x

)θ(b−a)+(ln m
x

)

(b−a)٢

[١ − b(m
x

)θ

b−a
]

,

∂ln

∂m
=

n∑
i=١

[ bθγ
(b−a)

θmθ−١

xθ+١]

[ bθγ
b−a

mθ

xθ+١ ]
+ (γ − ١)

n∑
i=١

[− b
(b−a)

θmθ−١

xθ+١ ]

[١ − b(m
x

)θ

b−a
]
,

∂ln

∂γ
=

n∑
i=١

bθ
(b−a)٢

mθ

xθ+١

[ bθγ
b−a

mθ

xθ+١ ]
+

n∑
i=١

− b(m
x

)θ

(b−a)٢

[١ − b(m
x

)θ

b−a
]
.

دادن قرار صفر برابر با پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد
میآیند دست به غیرخطی تابع حل از استفاده با و بالا عبارات
فاصلۀ بازهاي، برآورد ارائۀ براي نیستند. صریحی شکل داراي که
ماتریس به نیاز پارامترها، روي آماري فرضیۀ آزمون و اطمینان

است: زیر بهصورت مشاهدهشده اطلاع ماتریس است. اطلاع

J(ϑ) =



Iaa Iab Iaθ Iam Iaγ

Iab Ibb Ibθ Ibm Ibγ

Iaθ Iaθ Iθθ Iθm Iθγ

Iam Ibm Iθm Imm Imγ

Iaγ Ibγ Iθγ Imγ Iγγ


ماتریس عناصر براي واضحی عبارات .ϑ = (a, b, θ,m, γ)

′ که
تابع لگاریتم دوم مشتق از که دارد وجود مشاهدهشده اطلاع
شرایطی تحت میآیند. دست به پارامترها به نسبت درستنمایی
میشود انجام پارامتري فضاي از خارج در پارامترها براي که
توزیع به همگرا √

n(Θ̂−Θ) مجانبی توزیع مرزها، روي نه امّا
است. انتظار مورد اطلاع ماتریس I(ϑ) که است N٠)٠, I−١(ϑ))

بر ،[14] نظم شرایط تحت پارامترها بردار براي مجانبی استنباط
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7 10-1 صص ،46 پیاپی شمارة ،1397 زمستان و پاییز دوم، شمارة سوم، و بیست سال آماري، اندیشۀ

مجموعهدادهها براي برازش بهترین ارائهشده مدل مقدار) کمترین
در ارائهشده لیندلی توزیع که است ذکر شایان میکند. فراهم
طول دادههاي براي که است تکپارامتري توزیع یک جدول،
از بسیاري در توزیعها از بعضی به نسبت و بوده مناسب عمر
عمر طول میانگین و شکست نرخ تابع چگالی، تابع نظیر خواص
این چگالی تابع است. برخوردار بیشتري انعطاف از باقیمانده

است: زیر بهصورت توزیع

fL(x) =
β٢

١ + β
(١ + x)e−βx, x ≥ ٠, β > ٠

مطالعۀ درستنمایی، ماکسیمم روش عملکرد ارزیابی بهمنظور
انجام R نرمافزار از استفاده با بار ١٠٠٠٠ تکرار با شبیهسازي

میشود: انجام زیر موارد مبناي بر برآوردها ارزیابی میشود.
ماکسیمم برآورد و تجربی خطاهاي دوم توان میانگین

براي شبیهسازي داده هر بهازاي درستنمایی

i = ١, ٢, . . . , ١٠٠٠٠

میانگین و اریبی مقدار میشوند. تعیین (â, b̂, θ̂, m̂, γ̂) بهصورت
میآیند: دست به زیر فرمولهاي از خطاها دوم توان

biash(n) =
١

١٠٠٠٠

١٠٠٠٠∑
i=١

(ĥl − h);

MSEh(n) =
١

١٠٠٠٠

١٠٠٠٠∑
i=١

(ĥl − h)٢

٢٣۴١٩٧٫ ٣, ٢٠٧١٧۴٫ ۴, ٢٠٢۵۶۴٫ ٧, ١٨٨٨٢١٫ ٢, ١۶٧۴٢۵٫ ٣,

۶٨٩٨٧۴٫ ٢, ۴۵۵٢٨۵٫ ٨, ٣٨٨٩٨۵٫ ٧, ٢٨۴٨٣٠٫ ۵, ٢۵٨٩٨٢٫ ٠,

٩٩٨۶٢٨٫ ٧, ۴٢٧٢٣۵٫ ٨, ۶٨۵۶٢۶٫ ٣, ۵۴۵٧٠٠٫ ۵, ٧١١٣۵٧٫ ٣,

٧١٨٢٢۴٫ ٠, ٨٨۶٠٩٢٫ ٣, ۶۵١۴٠٩٫ ۶, ۶٣٨۴٢٧٫ ٢, ۵٨٩٢۵٧٫ ۶,

۴٨۴٠۵٠٫ ٣, ٨۶٣٢٨۴٫ ١, ٩٠٠١۵١٫ ٨, ٨۵۵۵۶۶٫ ٢, ٨٧٨١٩٨٫ ٧,

١٠٧٧۶٠٣٫ ٧, ٨٠٠٠٧٧٫ ۵, ٧۵٩٩٨١٫ ٣, ۶٢٣٩٨۴٫ ٠, ۶٧۴۶۵۶٫ ١,

١٢۴٣٨٠١٫ ٠, ١١۶٣٠٢٩٫ ١, ٩٨٩۶٣٧٫ ٣, ٩۵۵۵٢١٫ ۶, ٩٢۴٢۵٠٫ ١,

١۵٨٠٣۴٨٫ ٠, ٩٧٧۴٩٢٫ ۵, ١١٩۵۴٩٨٫ ٩, ١٢۵٩۴۶۵٫ ۵, ١٠۶٩٠۵١٫ ۵,

١٧٧٨١٧٧٫ ۴, ١٧٨٩٩٨۴٫ ۵, ١۶٠٠٣۴۴٫ ٨, ١۵٠٧٣۵٩٫ ٨, ١٣٣۴۴٢۴٫ ٧,

١۶٠۶٣١۶٫ ٠, ١۶۴٩٢۴٨٫ ١, ١٩٩٠٢۶١٫ ٣, ١٨٧١۶٣٧٫ ۶, ١٧٠۴۵۶۵٫ ١.

و توزیع چندین احتمال چگالی تابع نمودار 4 شکل در
براي توزیع بهترین انتخاب جهت درآمد، دادههاي بافتنگاشت
مشخص شکلها از که همانطور است. شده رسم دادهها به برازش
بهتري برازش مدلها، سایر به نسبت ،(EU-PD) توزیع است
نیکوئی بررسی جهت میکند. فراهم مجموعهدادهها این روي
از واقعی، دادههاي توزیع با شده ارائه آماري توزیعهاي برازش
گردید. استفاده AIC و اسمیرنوف) (کلموگروف- k−s آزمون
اسمیرنوف، کلموگروف- آزمون و دادهها MLE ،1 جدول در
شدهاند. ارائه واقعی، مجموعهدادههاي براي BIC و AIC مقدار
اساس (بر AIC معیارهاي به توجه با است مشخص که همانطور

واقعی مجموعهدادههاي براي برازش نیکویی آزمون و پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد .1 جدول
BIC AIC (K − S) برآوردها مدل

γ m θ b a

١۶٧٫ ٣٧ ١۵٧٫ ٣١ ٠٫ ۴٩١۵ ٠٫ ٩۶ ٠٫ ٣۴ ١٫ ٧۵ ٢٫ ٧۵ ١ جدید مدل
١٧۴٫ ١ ١٧٣٫ ٢ ١٫ ٣٩٣٧ − ١ ١ ۵٩۴٣٫ ۵٩ ١٨٫ ٧٩ یکنواخت پارتو
١٠٠٧٢ ۵٠٣۶۵ ٠٫ ٨۵٧۴ − − − ٠٫ ١٠۶٠ − لیندلی
١۵٣٣٠ ١۵٣١٠ ٠٫ ۶٣١٩ − − ١٫ ١٧٨ × ١٠−۵ − − نمایی

١٩۶٫ ۶۴ ١٨٩٫ ۵۶ ١٫ ۴٨٣٢ ٠٫ ٧١۵ ٠٫ ٢٧١٩ ١٫ ٠١٣٣٧ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠١ ٠٫ ٧۴٩٢٣ نماییشده پارتو بتا
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درستنمایی ماکسیمم روش تحت برآوردها خطاهاي دوم توان میانگین و اریبی مقادیر .2 جدول
خطاها دوم توان میانگین اریبی واقعی مقادیر نمونه اندازه

γ̂ m̂ θ̂ b̂ â γ̂ m̂ θ̂ b̂ â γ m θ b a n

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠٨ −٠٫ ١٢ ١ ٠٫ ۵ ٢ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١٠٠

٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠٨ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٢۴ ٠٫ ٣١ ٠٫ ١١ −٠٫ ٠٩ −٠٫ ١٣ ١ ٠٫ ٣ ٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵

٠٫ ١۴ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠١ ٠٫ ١٢ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٢١ ٠٫ ١۶ −٠٫ ١٨ ٠٫ ١٢ ٠٫ ١۴ ١ ٠٫ ٢ ۴ ٠٫ ٨ ٠٫ ٧

٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠٨ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٠٨ ١ ٠٫ ۵ ٢ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٣٠٠

٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٠٧ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٠٩ ٠٫ ١٢ ١ ٠٫ ٣ ٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠٠٨ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ١١ ٠٫ ٠٩ ١ ٠٫ ٢ ۴ ٠٫ ٨ ٠٫ ٧

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٠٨ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠۴ −٠٫ ٠۴ ١ ٠٫ ۵ ٢ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ۵٠٠

٠٫ ٠٨ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠۵ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ١۴ −٠٫ ٠۶ ١ ٠٫ ٣ ٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٠۶ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠٨ ١ ٠٫ ٢ ۴ ٠٫ ٨ ٠٫ ٧

مجموعهدادهها براي بافتنگاشت همراه به گرفته نظر در توزیعهاي شدة داده برازش احتمال چگالی تابعهاي نمودارهاي .4 شکل

با ارائهشده توزیع که گفت میتوان کلّی، نتیجۀ بهعنوان
نسبتاً مکانیسم خود، شکست نرخ تابع و چگالی تابع به توجه
مجموعهدادههاي از وسیعی طیف برازش براي انعطافپذیري
میتواند این بر بنا و میکند فراهم درآمد)، (دادههاي مثبت واقعی
در منابع، در دیگر موجود الگوهاي براي مناسبی جایگزین
تحلیل مهندسی، اقتصاد، زمینههاي در واقعی دادههاي الگوبندي

باشد. هیدرولوژي و بقا
که است نشده ارائه مقاله این در توزیع این از ویژگی چندین
از برخی گرفت. خواهند قرار بررسی مورد آینده تحقیقات در
آمارة گشتاورهاي ترتیبی، آمارههاي از: عبارتاند ویژگیها این
تصادفی، ترتیبهاي اکسترمم، آمارههاي مجانبی توزیع ترتیبی،
متغیر دو نسبت توزیع باقیمانده، تجمعی آنتروپی و آنتروپی
زمینهاي میتواند نیز استنباطی موضوعهاي همچنین تصادفی.
موضوعها این از برخی آورد. فراهم را آینده در تحقیق براي
اساس بر برآوردیابی پارامترها، بیزي برآوردیابی از: عبارتاند

شبیهسازي مطالعات 6
برابر نمونه اندازة (a, b, θ,m, γ) پارامترها مختلف مقادیر براي
2 جدول در نتایج میشود. گرفته نظر در n = ١٠٠, ٣٠٠, ۵٠٠

و پایدار کاملاً نتایج که است این نشاندهندة که شدهاند، ارائه
نزدیک واقعی مقادیر به نمونه، از اندازه این براي اینکه مهمتر
کاهش MSE مقدار نمونه اندازة افزایش با این بر علاوه هستند.

مییابد.

نتیجهگیري
آن ویژگیهاي و (EU-PD) توزیع از جدیدي مدل مقاله این در
ساده فرمهاي داراي مدلها سایر به نسبت مدل این شد. ارائه
مقادیر به توجه با و بوده ریاضی لحاظ به چگالی و توزیع توابع
وارون وانیشکل و وانیشکل خطر نرخ تابع داراي پارامترهاي

است.
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این از آینده مشاهدههاي پیشبینی قطري، دوم توان کمترین
غیره. و توزیع

روش مانند دیگر بهکمکروشهاي برآوردیابی سانسورها، انواع
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