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وابسته توزیع�هاي و اسلش توزیع بر مروري
1 کارمی عاطفه

1396/8/2 دریافت: تاریخ
1397/6/26 پذیرش: تاریخ

چکیده:
توزیع مشابه توزیع�هاي ساختن به علاقه�مند همیشه محققان اما می�کند، بازي نرمال توزیع را شکل زنگوله�اي نمودارهاي در اصلی نقش
از برخی معرفی به مقاله این در کرده�اند. معرفی نرمال توزیع جایگزین به�عنوان را انعطاف�پذیري توزیع�هاي منظور بدین هستند. نرمال
می�شود، پرداخته است نرمال مقیاس آمیختۀ توزیع�هاي از خانواده�اي که اسلش توزیع معرفی به نخست می�شود. پرداخته توزیع�ها این
مناسبی جایگزین به�عنوان اسلش توزیع که می�شود باعث ویژگی همین و است نرمال توزیع به نسبت سنگین�تري دم داراي توزیع این
و معرفی را تغییریافته اسلش جدید توزیع ادامه در می�شود. معرفی را چوله اسلش توزیع آن از پس شود. شناخته نرمال توزیع براي
نیز گشتاورها چگالی، تابع تصادفی، نمایش مانند توزیع�ها این ویژگی�هاي از برخی می�شود. بیان چوله تغییریافتۀ اسلش توزیع سپس

می�شود. ارائه مثال یک مطالب بیشتر تشریح براي شده�اند. بررسی
سنگین. دم تغییریافته، اسلش توزیع اسلش، توزیع کلیدي: واژه�هاي

بیان توزیع�ها این ویژگی�هاي از برخی و پرداخته چوله تغییریافته
مورد را اسلش توزیع زیادي محققان اخیر سال�هاي در می�شود.
استفاده با را اسلش توزیع از تعمیمی [3] داده�اند. قرار بررسی
توزیع از تعمیمی [1] کرد؛ معرفی مقیاس آمیخته توان توزیع از
از خانواده�اي [4] کرده�اند، بررسی و بیان را چندمتغیره اسلش
کرده�اند. معرفی بیضوي ساختارهاي وسیلۀ به را اسلش توزیع
را بود سنگین�تري دم داراي که اسلش توزیع از تعمیمی [5]
بر آن، از پس و کرده بیان تغییریافته اسلش توزیع عنوان با
کرده ارائه چوله نرمال توزیع براي آزالینی که تعریفی اساس
در کردند. معرفی را چوله تغییریافته اسلش توزیع ،[2] است
پرداخته چوله اسلش توزیع و اسلش توزیع معرفی به 2 بخش
در می�شود. بیان آن ویژگی�هاي از برخی و چگالی تابع و
ویژگی�هاي و کرده معرفی را تغییریافته اسلش توزیع 3 بخش
گشتاورهاي و احتمال چگالی تابع تصادفی، نمایش مانند آن،
برآوردیابی به ادامه در می�گیرد. قرار بررسی مورد توزیع این
و گشتاوري روش کمک با تغییریافته اسلش توزیع پارامترهاي

مقدمه 1
توزیع از معمولاً هستند متقارن که داده�هایی مدل�سازي در
مرجع به�عنوان نرمال توزیع می�شود. استفاده نرمال یا گوسی
در است بدیهی می�گیرد. قرار استفاده مورد داده�ها مدل�سازي در
برقرار همیشه بودن نرمال فرض واقعی داده�هاي بررسی و تحلیل
انعطاف�پذیري توزیع�هاي از واقعی داده�هاي بررسی براي نیست.
مثال به�عنوان می�شود استفاده نرمال توزیع جایگزین به�عنوان
سوي از اخیر دهۀ چند در که کرد اشاره اسلش توزیع به می�توان
یکی است. گرفته قرار توجه مورد زیادي پژوهشگران و محققان
لحاظ این از و است آن بودن متقارن اسلش، توزیع ویژگی�هاي از
دم توزیع این که تفاوت این با می�کند، عمل نرمال توزیع مشابه
این اساس بر دارد، استاندارد نرمال توزیع به نسبت سنگین�تري
توزیع دارد. شباهت t توزیع به بیشتر اسلش توزیع ویژگی،
ویژگی��هاي بررسی به [7] و شد معرفی [8] در بار نخستین اسلش
و اسلش توزیع معرفی به مقاله این در پرداخته�اند. توزیع این
اسلش توزیع و تغییریافته اسلش توزیع عنوان با آن از تعمیمی

ایران شیراز، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 1
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است: زیر به�صورت q = ١ براي

fSL(x, ١) =


(ϕ(٠)− ϕ(x))

x٢ , x ̸= ٠

ϕ(٠)
٢

, x = ٠

آن�گاه: ،X ∼ SL(٠, ١, q) اگر .2.2 قضیۀ
E(X) = ٠,

V ar(X) =
q

q − ٢
,

q > ١

q > ٢

ضریب ،E(X − µ)۴

σ۴ −٣ رابطۀ به توجه با و q > ۴ براي همچنین
است: زیر به�صورت استاندارد اسلش توزیع براي کشیدگی

β٢ = ٣
(
(q − ٢(٢

q(q − ۴)
− ١
)

موضوع این و است صفر از بزرگ�تر به�دست�آمده مقدار که
توزیع به نسبت اسلش، توزیع چگالی تابع استکه این نشان�دهندة

است. کشیده�تر نرمال

چوله اسلش توزیع 2.2
ویژگی�هاي از برخی بیان و چوله اسلش توزیع معرفی به ادامه در

می�شود. پرداخته آن
چوله اسلش توزیع داراي X تصادفی متغیر .3.2 تعریف

X ∼ SSL(µ, σ, q, α)

باشد: زیر به�صورت X تصادفی نمایش هرگاه است،

X
d
=
Zα

U
١
q

,

تصادفی متغیرهاي آن در که

Zα ∼ SN(٠, ١, α), U ∼ U(٠, ١)

چگالی تابع اسلش، توزیع تصادفی نمایش به توجه با مستقل�اند.
است: زیر به�صورت توزیع این

fSSL(x;µ, σ, q, α) = q

∫ ١

٠
uqfSN (xu;xµ, σ٢, α)du,

fSN (xu;xµ, σ٢, α) و x, α ∈ R, q > ٠ آن در که به�قسمی
این�که به توجه (با است. چوله نرمال توزیع چگالی تابع

است.) fSN (x;µ, σ٢, α) = ٢ϕ(x, µ, σ٢)Φ(α
(x− µ)

σ
)

توزیع 4 بخش در می�شود. پرداخته درست�نمایی ماکسیمم روش
توزیع این ویژگی�هاي و کرده معرفی را چوله تغییریافته اسلش
روش از استفاده با توزیع این پارامترهاي آخر، در و می�شود بیان
در می�شود. برآورد درست�نمایی ماکسیمم روش و گشتاوري
نرمال، توزیع مقایسۀ به واقعی داده�هاي از استفاده با 5 بخش
همچنین می�شود. پرداخته تغییریافته اسلش توزیع و اسلش توزیع
دسته�اي کمک با را تغییریافته چوله اسلش و چوله اسلش توزیع
پرداخته نتیجه�گیري به پایان در می�شود. مقایسه داده�ها از دیگر

می�شود.

اسلش توزیع و اسلش توزیع معرفی 2
چوله

اسلش توزیع 1.2
استاندارد اسلش توزیع داراي X تصادفی متغیر .1.2 تعریف

هرگاه است، q > ٠ دم پارامتر با X ∼ SL(٠, ١, q)

X
d
=

Z

U
١
q

U ∼ U(٠, ١) و Z ∼ N(٠, ١) تصادفی متغیرهاي آن در که
توزیع سمت به اسلش توزیع q −→ ∞ که زمانی مستقل�اند.
به�دست�آمده نتایج به توجه با کرد. خواهد میل استاندارد نرمال
احتمال چگالی تابع داراي استاندارد اسلش تصادفی متغیر ،[9] در

است: زیر به�صورت

fSL(xu) = q

∫ ١

٠
uqϕ(xu)du

به�صورت آن توزیع تابع آن�گاه باشد، X ∼ SL(٠, ١, q) اگر
است: زیر

FSL(xu) = q

∫ ١

٠
uq−١Φ(xu)du

همچنین است. استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(.) آن در که
اسلش توزیع تقارن دلیل به رابطه این که است، FSL(٠, q) =

١
٢

اسلش توزیع احتمال چگالی تابع صریح صورت است. برقرار
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V ∼ Exp(٢) و Z ∼ N(٠, ١) تصادفی متغیرهاي آن در که
توزیع جاي به نمایی توزیع کردن جایگزین دلیل مستقل�اند.
احتمال از بیشتري وزن نمایی توزیع در که است این یکنواخت
یا 2 پارامتر با نمایی توزیع این بر بنا دارد، قرار دم�ها روي
مناسب�تر سنگین دم�هاي با ساختیکتوزیع براي 2 از بزرگ�تر
سادگی ،2 پارامتر انتخاب دلیل بود. خواهد یکنواخت توزیع از
اسلش توزیع داراي Y اگر همچنین است. محاسبات براي
Y ∼ MSL(µ, σ٢, q) q و σ٢ و µ پارامترهاي با تغییریافته

است: زیر به�صورت Y تصادفی نمایش آن�گاه باشد،

Y
d
=σ

Z

V
١
q

+ µ,

بود: خواهد زیر به�صورت Y احتمال چگالی تابع این بر بنا

fMSL(y;µ, σ, q) =
٢q√

٢πσ٢

∫ ∞

٠
vqe

(−
١
٢
)[
(y − µ)٢

σ٢ v٢+۴vq ]

dv.

(1)
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چوله اسلش و اسلش چوله، نرمال نرمال، چگالی منحنی شکل1.

احتمال چگالی تابع آن�گاه باشد، q = ١ اگر ،(1) رابطۀ به توجه با
می�آید: دست به زیر به�صورت تغییریافته اسلش توزیع

fMSL(y;µ, σ
٢
, ١) =



٢σ

(y − µ)٢
(

١
√

٢π
+

٢σe

٢σ٢

(y − µ)٢

y − µ
Φ(

٢σ

y − µ
)) y < µ

(٨πσ٢)
−

١

٢ y = µ

٢σ

(y − µ)٢
(

١
√

٢π
−

٢σe

٢σ٢

(y − µ)٢

y − µ
Φ(−

٢σ

y − µ
)) y > µ

است. استاندارد نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع ،Φ(.) آن در که

ضریب و چولگی ضریب واریانس، ریاضی، امید .4.2 قضیۀ
است: زیر به�صورت چوله اسلش توزیع کشیدگی

E(x) =
q

q − ١

√
٢
π
δ, q > ١

V ar(x) =
q

q − ٢
− (

q

q − ١
)٢ ٢
π
σ, q > ٢

β١(X) =

۴
√

٢δ٣q٣

π
٣
٢ (q − ٣(١

+

√
٢q(٣δ − δ٣)√
π(q − ٣)

(
q

q − ٢
− ٢δ٢q٢

π(q − ٢(١ )

٣
٢

−

٣
√

٢δq٢
√
π(q − ١)(q − ٢)

(
q

q − ٢
− ٢δ٢q٢

π(q − ٢(١ )

٣
٢

, q > ٣

β٢(X) =

٣q
q − ۴

+
١٢δ۴q۴

π٢(q − ١)۴ − ١٢δ٢q٣

π(q − ٢(١(q − ٢)

(
q

q − ٢
− ٢δ٢q٢

π(q − ٢(١ )
٢

−

٨δq٣)٢δ − δ٣)

π(q − ١)(q − ٣)

(
q

q − ٢
− ٢δ٢q٢

π(q − ٢(١ )
٢ − ٣, q > ۴

است. δ = α√
١ + α٢

آن در که

نرمال توزیع�هاي دم رفتار و چولگی (1) نمودار
چوله اسلش ،SN(٠, ١, ١) چوله نرمال ،N(٠, ١) استاندارد
می�دهد. نشان را SL(٠, ١, ١) استاندارد اسلش و SSL(٠, ١, ١, ١)

توزیع چگالی تابع می�شود مشاهده که همان�طور نمودار این در
این با هستند مثبت چولگی داراي چوله، اسلش و چوله نرمال
به نسبت سنگین�تري دم داراي چوله اسلش توزیع که تفاوت
و اسلش توزیع احتمال چگالی مورد در است، چوله نرمال توزیع
داراي اسلش توزیع که گرفت را نتیجه همین می�توان نیز نرمال

است. نرمال توزیع به نسبت سنگین�تري دم

تغییریافته اسلش توزیع 3
تغییریافته اسلش توزیع داراي X تصادفی متغیر .1.3 تعریف

باشد زیر به�صورت X هرگاه است X ∼MSL(٠, ١, q)

X
d
=

Z

V
١
q

,
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آن�گاه: باشد، Y ∼MSL(µ, σ, q) اگر این بر بنا
E(Y ) = µ,

V ar(Y ) = σ٢ ٢

٢
q Γ(

q − ٢
q

), q > ٢

β٢ =

٣Γ(
q − ۴
q

)

Γ٢(
q − ٢
q

)

, q > ۴

را تغییریافته اسلش و اسلش توزیع چگالی تابع (2) نمودار در
می�توان نمودار به توجه با است. شده رسم q مختلف مقادیر براي
اسلش توزیع به نسبت تغییریافته اسلش توزیع که گرفت نتیجه

است. سنگین�تري دم داراي

تغییریافته اسلش توزیع گشتاوري برآورد 1.3
در را MSL(µ, σ, q) توزیع از Y١, ..., Yn تصادفی نمونۀ
براي گشتاوري برآورد 5.3 قضیه به توجه با بگیرید، نظر
دست به زیر به�صورت است، q > ٠ آن در که ، θ = (µ, σ, q)

می�آید:
µ̂M = Ȳ ,

σ̂M =
٢
−

١
q̂M S√

Γ(
q̂M − ٢
q̂M

)

,

b٢ =

٣Γ(
q̂M − ۴
q̂M

)

Γ٢(
q̂M − ٢
q̂M

)

ضریب و معیار انحراف میانگین، به�ترتیب b٢ و S ،Ȳ آن در که
است. نمونه�اي کشیدگی

پرداخته تغییریافته اسلش توزیع ویژگی چند بیان به ادامه در
می�شود.

آن�گاه باشد، Y ∼ MSL(µ, σ, q) اگر .2.3 نتیجه
. lim
q→∞

fMSL(y;µ, σ, q) =
١
σ
ϕ(
y − µ

σ
)

آن در که Y |V = v ∼ N(µ, v−
٢
q σ٢) اگر .3.3 نتیجه

.Y ∼MSL(µ, σ, q) آن�گاه است، V ∼ Exp(٢)

داراي T =
Y√

٢
آن�گاه ،Y ∼ MSL(٠, ١, ٢) اگر .4.3 نتیجه

است. آزادي درجۀ 2 با t توزیع

محاسبه را تغییر�یافته اسلش توزیع گشتاورهاي 5.3 قضیه در
براي کشیدگی ضریب و واریانس ریاضی، امید سپس و می�شود

می�شود. آورده دست به را توزیع این

،X ∼ MSL(µ, σ, q) و X ∼ MSL(٠, ١, q) اگر .5.3 قضیۀ
داریم: q > ٢r و r = ١, ٢, ... براي آن�گاه

µ٢r = E(X٢r) =
(٢r)!
٢rr!

٢

٢r
q Γ(

q − ٢r
q

),

µ٢r−١ = E(X٢r−١) = ٠,

E(Y r) =

r∑
k=٠

(
r

k

)
σkµr−kµk
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چوله اسلش توزیع داراي Y تصادفی متغیر .1.4 تعریف
است، Y ∼ (٠, ١, q, α) و α و q ،σ ،µ پارامترهاي با تغییریافته

باشد: زیر به�صورت Y اگر

Y
d
=
Zα

V
١
q

نرمال توزیع Zα) Zα ∼ SN(٠, ١, α) تصادفی متغیر آن در که
مستقل V ∼ Exp(٢) و است) آزالینی توسط شده معرفی چوله
چوله تغییریافته اسلش توزیع چگالی تابع این بر بنا هستند. هم از

می�آید: دست به زیر به�صورت

fMSSL(y; ٠, ١, q, α) =٢
√

٢
π

∫ ∞

٠
v

١
q e

(−
١
٢
)y٢v

٢
q −٢v

× Φ(αyv

١
q )dv

است. استاندارد نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع ،Φ(.) آن در که
گرفتن نظر در با آن�گاه باشد، Z ∼ (٠, ١, q, α) اگر همچنین
�مکان- خانواده احتمال چگالی تابع ،Y = µ + σZ خطی تبدیل

است: زیر به�صورت تغییریافته اسلش توزیع مقیاس

fMSSL(y;µ, σ, q, α) =
٢
σ

√
٢
π

∫ ∞

٠
v

١
q e

(
−١

٢
)[(

y − µ

σ
)٢v

٢
q ]−٢v

× Φ(α(
y − µ

σ
)v

١
q )dv.

آن�گاه ،q −→ ∞ و α = ٠ ،Y ∼ (µ, σ, q, α) اگر .2.4 نتیجه
است. Y ∼ N(µ, σ)

آن در که Y |V = v ∼ SN(µ, v
−

٢
q σ٢, α) اگر .3.4 نتیجه

.Y ∼MSSL(µ, σ, q, α) آن�گاه است، V ∼ Exp(٢)

آن�گاه ،Y ∼MSSL(٠, ١, ٢, α) اگر .4.4 نتیجه

f(y|α) = ١

١)٢ +
y٢

۴
)

٣
٢

FT (αy|٠,
y٢ + ۴

٣
, ٣)

تجمعی توزیع تابع نشان�دهندة FT (x;µ, σ, q) که بود. خواهد
است. آزادي درجۀ q با t توزیع

اسلش توزیع درست�نمایی ماکسیمم برآورد 2.3
تغییریافته

در را Y ∼ MSL(µ, σ, q) توزیع از Y١, ..., Yn تصادفی نمونۀ
به�صورت توزیع این براي درست�نمایی لگاریتم تابع بگیرید، نظر

است: زیر

L(µ, σ, q) =n log(٢) + n log(q)− n

٢
log(٢π)

− n log(σ) +

n∑
i=١

logG(yi),

آن در که

G(yi) = G(yi;µ, σ, q) =

∫ ∞

٠
vqe

(−
١
٢
)[
(y − µ)

٢

σ٢ v٢+۴vq ]
dv.

نرمال معادلات دستگاه L(µ, σ, q) تابع از مشتق�گیري با
می�آید: دست به زیر به�صورت

n∑
i=١

G١(yi)

G(yi)
= ٠,

n∑
i=١

G٢(yi)

G(yi)
=
n

σ
,

n∑
i=١

G٣(yi)

G(yi)
= −n

q

G٢(yi) = (∂/∂σ)G(yi)،G١(yi) = (∂/∂µ)G(yi) آن در که
عبارت با برابرند ترتیب به که است G٣(yi) = (∂/∂q)G(yi) و

است: زیر

G١(yi) =
١
σ٢

∫ ∞

٠
vq+٢(yi − µ)e

(−
١
٢
)[
(y − µ)٢

σ٢ v٢+۴vq ]
dv, (2)

G٢(yi) =
١
σ٣

∫ ∞

٠
vq+٢(yi − µ)٢e

(−
١
٢
)[
(y − µ)٢

σ٢ v٢+۴vq ]
dv, (3)

G٣(yi) = q

∫ ∞

٠
(١ − ٢vq) log(v)e

(−
١
٢
)[
(y − µ)٢

σ٢ v٢+۴vq ]
dv. (4)

درست�نمایی ماکسیمم برآوردگرهاي آوردن دست به براي
مانند عددي روش�هاي از را (4) تا (2) معادلات باید پارامترها

کرد. حل دوربین-واتسن روش

چوله تغییریافته اسلش توزیع 4
چوله تغییریافته اسلش توزیع عنوان با جدیدي بخشتوزیع این در
بررسی را آن ویژگی�هاي از برخی ادامه در و می�کنیم معرفی

.[6] می�شود
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گشتاوري برآورد 1.4
،σ ،µ براي گشتاوري برآورد این بر بنا Y ∼ (µ, σ, q, α) اگر

می�آید: دست به زیر به�صورت α و q

Ȳ = µ+
σδ√
π

٢

١
٢
+

١
q Γ(

q − ١
q

),

S٢ = ٢

٢
q σ٢[Γ(

q − ٢
q

)− ٢δ٢

π
Γ٢(

q − ١
q

)],

١
n

n∑
i=٠

Yi
٣ =

٣∑
j=٠

(
٣
j

)
σjµ٣−jµj ,

١
n

n∑
i=٠

Yi
۴ =

۴∑
j=٠

(
۴
j

)
σjµ۴−jµj

است. نمونه�اي واریانس و میانگین به�ترتیب S و Ȳ آن در که

(MLE) درست�نمایی ماکسیمم برآورد 2.4
نظر ,MSSL(µدر σ, q, α) توزیع از را Y١, ..., Yn تصادفی نمونۀ
می�آید دست به زیر به�صورت درست�نمایی لگاریتم تابع بگیرید،

L(µ, σ, q, α) = n log(۴) + n log(σ) +

n∑
i=١

logG(yi),

آن در که

G(yi) = G(yi;µ, σ, q, α) =

∫ ∞

٠
t

١
q e

(−
١
٢
)[
(y − µ)٢

σ٢ v٢+۴vq ]

dv.

است: زیر به�صورت نرمال معادلات دستگاه این بر بنا

آن�گاه ،Y ∼ (µ, σ, q, α) و X ∼ (٠, ١, q, α) اگر .5.4 قضیۀ
تغییریافته اسلش توزیع qگشتاورهاي > r و r = ١, ٢, ... براي

است: زیر به�صورت چوله

µr = E(Xr) = Γ(
q − r

q
)E(Zα

r),

E(Y r) =
∑r

j=٠
(
r
j

)
σjµr−jµj ,

ریاضی، امید آن�گاه باشد، Y ∼ (µ, σ, q, α) اگر این بر بنا
چوله اسلش توزیع کشیدگی ضریب و چولگی ضریب واریانس،

می�آید: دست به زیر به�صورت تغییریافته

E(Y ) =µ+
σδ
√
π

٢

١
٢
+

١
q Γ(

q − ١
q

), q > ١

V ar(Y ) =σ٢ ٢

٢
q [Γ(

q − ٢
q

)−
٢δ٢

π
Γ٢(

q − ١
q

)], q > ٢

β١ =

πΓ(
q − ٣
q

)(٣ − δ٢)− ٣πΓ(
q − ٢
q

)Γ(
q − ١
q

)

[πΓ(
q − ٢
q

)− ٢δ٢Γ٢(
q − ١
q

)]

٣
٢

+

۴δ٢Γ٣(
q − ١
q

)

[πΓ(
q − ٢
q

)− ٢δ٢Γ٢(
q − ١
q

)]

٣
٢

δ
√

٢, q > ٣

β٢ =

٣π٢Γ(
q − ۴
q

)− ٨πΓ(
q − ١
q

)Γ(
q − ٣
q

)(٣ − δ٢)

[πΓ(
q − ٢
q

)− ٢δ٢Γ٢(
q − ١
q

)]
٢

+

١٢πΓ٢(
q − ١
q

)Γ(
q − ٢
q

)δ٢ − ١٢Γ۴(
q − ١
q

)δ۴

[πΓ(
q − ٢
q

)− ٢δ٢Γ٢(
q − ١
q

)]
٢

است. δ = α√
١ + α٢

آن در که
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و است. دست�آمده به 1 جدول در داده�ها این براي توصیفی
اسلش و اسلش مدل پارامترهاي براي MLE برآورد آن از پس
اطلاع معیار از استفاده با همچنین می�شود. محاسبه تغییریافته
تغییریافته اسلش توزیع� که می�شود داده نشان (AIC) آکائیکه
است. مناسب��تر آلبومین، داده�هاي براي اسلش توزیع به نسبت
شده داده نشان 2 جدول در آکائیکه اطلاع معیار MLEو مقادیر

است.

چوله اسلش و چوله اسلش توزیع مقایسه 2.5
واقعی داده�هاي از استفاده با تغییریافته

توزیع دو پارامترهاي به مربوط MLE محاسبۀ به بخش این در
پرداخته واقعی داده�هاي براي تغییریافته اسلشچوله و اسلشچوله
شده مصرف بتا-کاروتن غذایی رژیم از داده�ها این می�شود.
به�دست�آمده روز، در میکروگرم حسب بر بیمار 315 توسط
نمایش 3 جدول در داده�ها این براي توصیفی آماره�هاي است.2
همچنین است.) نمونه�اي چولگی ضریب b١) است، شده داده
و MSSL مدل دو پارامترهاي براي MLE مقادیر 4 جدول در
براي آکائیکه اطلاع معیار ادامه در است. شده داده نشان SSL
اطلاع معیار مقایسۀ با می�شود. آورده دست به توزیع دو هر
تغییریافته چوله اسلش توزیع که گرفت نتیجه می�توان آکائیکه،

است. چوله اسلش توزیع از مناسب�تر داده�ها براي

نتیجه�گیري 6
از برخی و کرده معرفی را اسلشچوله اسلشو توزیع مقاله این در
تغییریافته� اسلش توزیع آن از پس می�شود. بیان آنها ویژگی�هاي
توزیع به نسبت سنگین�تري دم که چوله تغییریافته اسلش توزیع و
ویژگی�هاي بررسی به و کرده بیان را دارند چوله اسلش و اسلش
کمکروشگشتاوري با توزیع دو این پارامترهاي و پرداخته آن
مثال دو بیان با سپس شد. برآورد درست�نمایی ماکسیمم روش و
سنگینی دم داراي که داده�ها برخی براي که می�شود داده نشان

است. مناسب�تر چوله اسلش و اسلش توزیع�هاي هستند

n∑
i=١

G١(yi)

G(yi)
= ٠,

n∑
i=١

G٢(yi)

G(yi)
=
n

σ
,

n∑
i=١

G٣(yi)

G(yi)
= −n

q
,

n∑
i=١

G۴(yi)

G(yi)
= ٠,

،G٢(yi) = (∂/∂σ)G(yi)،G١(yi) = (∂/∂µ)G(yi) آن در که
است. G۴(yi) = (∂/∂α)G(yi) و G٣(yi) = (∂/∂q)G(yi)

که

G١(yi) =
١
σ

∫ ∞

٠
g(t)dt (5)

G٢(yi) =
yi − µ

σ٢

∫ ∞

٠
g(t)dt (6)

G٣(yi) =
yi − µ

σq٢

∫ ∞

٠
log(t)g(t)dt−

١
q٢

∫ ∞

٠
log(t)t

١
q e−٢t

× ϕ(
yi − µ

σ
t

١
q )Φ(α

yi − µ

σ
t

١
q )dt. (7)

G۴(yi) =
yi − µ

σ
√

٢π

∫ ∞

٠
t

٢
q e−٢tϕ(

yi − µ

σ
t

١
q
√

١ + α٢)dt (8)

آن در که است.
∫ ∞

٠
t

٢
q e

−٢t
ϕ(

yi − µ

σ
t

١
q )[

yi − µ

σ
t

١
q Φ(

yi − µ

σ
t

١
q )] − αϕ(

yi − µ

σ
t

١
q )]dt

ماکسیمم برآوردگرهاي آوردن دست به براي است.
روش�هاي از را (8) تا (5) معادلات باید پارامترها درست�نمایی

کرد. حل نیوتن-رافسون روش مانند عددي

مثال 5
با تغییریافته اسلش و اسلش توزیع مقایسه 1.5

واقعی داده�هاي از استفاده
صفرا آزمایش و کبد عملکرد از که داده�هایی از مثال این در
کلینیک در 1984 تا 1974 سال�هاي بین نفر، 418 روي بر (PBC)
فایل از داده�ها این است. شده استفاده است؛ به�دست�آمده مایو
در است. شده فراخوانی R نرم�افزار در survival بسته در pbc
آماره�هاي می�گیرد. قرار بررسی مورد آلبومین داده�هاي این�جا

2 http://Lib.stat.cmu.edu/datasets/Plasma-Retinol



کارمی عاطفه وابسته توزیع�هاي و اسلش توزیع بر مروري 64

آلبومین داده�هاي براي توصیفی آماره�هاي .1 جدول
n X̄ S b٢

418 3.497 0.425 3.546
تغییریافته اسلش و اسلش توزیع پارامترهاي براي پرانتز) داخل (مقادیر استاندارد انحراف مقدار و درست�نمایی ماکسیمم برآورد آکائیکه، اطلاع معیار .2 جدول

توزیع نام µ̂ σ̂ q̂ AIC

اسلش توزیع 3.508(0.021) 0.339(0.030) 5.436(1.925) 472.256
تغییریافته اسلش توزیع 3.509(0.021) 0.332(0.031) 6.356(2.132) 466.729

بتا-کاروتن داده�هاي براي توصیفی آماره�هاي .3 جدول
n X̄ S b١ b٢

315 2096.787 1474.964 1.636 6.575
تغییریافته چوله اسلش و چوله اسلش توزیع پارامترهاي براي درست�نمایی ماکسیمم برآورد .4 جدول

توزیع µ̂ σ̂ q̂ α̂ AIC

چوله اسلش توزیع 402.779 1554.962 3.646 13.964 5346.030
چوله تغییریافته اسلش توزیع 408.739 1503.053 4.285 13.520 5340.320
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