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چکیده:
است. گرفته قرار مطالعه مورد جزئیات در نرمال، - بتا توزیع خانواده، این از عضوي و کلّی بهصورت X - بتا خانوادة مقاله این در
بیرن و نرمال - گاما توزیعهاي با توزیع این مقایسۀ همچنین و نرمال - بتا توزیع کاربرد دادن نشان براي واقعی مجموعهداده یک از

است. شده استفاده سندرس، بام
برآورد بیزي، اطلاع معیار آکائیکه، اطلاع معیار نرمال، - گاما توزیع سندرس، بام بیرن توزیع بتا، توزیع کلیدي: واژههاي

درستنمایی. ماکسیمم

بام بیرن - بتا توزیعهاي با نرمال - بتا توزیع بعد بخشهاي در
میشوند مقایسه نرمال - گاما توزیع و سندرس بام بیرن و سندرس
واقعی مدلبندي براي نرمال - بتا توزیع که میشود داده نشان و
براي میکند. عمل توزیعها بقیه از چوله) (دادههاي کربن الیاف

کردهایم. استفاده R و SAS نرمافزارهاي از کار این

و مشخصات نرمال: - بتا توزیع 2
ویژگیها

بسیاري دارد. وجود پیوسته توزیعهاي تولید براي روش چندین
پس است. گرفته قرار بحث مورد [11] کتاب در روشها این از
شد. ظاهر تحقیقات در جدیدي روشهاي کتاب، این انتشار از
اشاره و کردند معرفی را بتا شدة تولید توزیعهاي از کلاسی [2]
توزیعهاي از خاصی حالات ترتیبی آمارههاي توزیع که نمودند

است. بتا شدة تولید
مطالعه مورد را بتا شدة تولید خواصتوزیعهاي از برخی [12]
شدهاند مطالعه قبلاً بتا شدة تولید توزیعهاي از بسیاري داد. قرار

ببینید). را [18 ،17 ،16 ،15 ،14 ،13] مثال: (بهعنوان

مقدمه 1
در آنها توانایی بتا تعمیمیافته توزیعهاي ازویژگیهاي یکی
توزیعهاي توسط صریح بهطور که است چوله دادههاي برازش
از کلاسی ابتدا در .[1] شود داده برازش نمیتواند موجود
میشود: تعریف زیر رابطۀ از استفاده تعمیمیافته بتاي توزیعهاي

G(x) = ١
β(a,b)

∫ F (x)

٠ ta−١)١ − t)b−١dt (1)

گرفته قرار بحث مورد اخیر سالهاي در تعمیمیافته بتا توزیع چند
گامبل، - بتا نرمال، - بتا توزیعهاي بهترتیب [5 ،4 ،3] است.
متناظر چگالی تابع کردند. پیشنهاد را نمایی - بتا و بتا-فرشت

است: زیر بهصورت (1) با

g(x) =
f(x)

β(a, b)
(F (x))a−١)١ − F (x))b−١ (2)

نمایش BN(µ, σ, a, b) نماد با (2) نرمال - بتا توزیع چگالی تابع
است: زیر عبارت بهصورت و میشود داده

g(x) =
١

β(a, b)
(Φ(

x− µ

σ
))a−١)١ − Φ(

x− µ

σ
))b−١

× ϕ(
x− µ

σ
)σ−١. (3)
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دست به نتیجه (4) عبارت در u = Φ(x−µ
σ ) جایگذاري با که

میآید.
استفاده با نرمال - بتا توزیع چگالی از ویژگی چند اکنون
شدهاند) رسم R نرمافزار کمک با نمودارها (کلیّۀ نمودارها از
بتا توزیع ،a = b اگر که میدهد نشان 1 شکل میشود. بررسی

است. متقارن µ روي بر نرمال -

a = b وقتی BN(٠, ١, a, b) نرمال - بتا توزیع شکل1.

چوله راست به a > b وقتی نرمال - بتا توزیع ،2 شکل به توجه با
مییابد. کاهش راست چولگی ،b افزایش با که است
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مختلف bهاي بهازاي BN(٠, ١, ٠٫ ۵, b) نرمال - بتا توزیع شکل2.

چوله چپ به a < b وقتی نرمال - بتا توزیع ،3 شکل به توجه با
مییابد. کاهش چپ چولگی ،a افزایش با که است

با است شده بتا شده تولید توزیعهاي به منجر که روشی
یافت گسترش موّلد بهعنوان تعمیمیافته بتا توزیع یک از استفاده
براي را معکوس احتمال انتگرال تبدیل [21]روش .[20 ،19]
چوله نرمال خانواده شامل که بردند، کار به چوله توزیعهاي
خاص کلاس یک بهعنوان ،[23 ،22] آزالینی توسط معرفیشده

بود.
آنگاه باشد، b و a پارامترهاي با بتا توزیع داراي V اگر
و µ پارامترهاي با نرمال - بتا توزیع داراي x = σΦ−١(V ) + µ

است. (3) بهصورت آن احتمال چگالی تابع که است b و a و σ
تقلیل نرمال توزیع به نرمال - بتا توزیع ،a = b = ١ که هنگامی
جذابتر نرمال توزیع از مراتب به نرمال - بتا توزیع که مییابد
زیر شکل به را نرمال - بتا توزیع خطر نرخ تابع میتوان است.

نمود: بیان

h(x) =
١

β(a, b)

(
Φ(
x− µ

σ
)

)a−١(
١ − Φ(

x− µ

σ
)

)b−١

× ϕ(
x− µ

σ
)σ−١

(
١ − IΦ( x−µ

σ )(a, b)

)−١

. (4)

میتوان نرمال، - بتا توزیع احتمال چگالی تابع تعریف به توجه با
که داد، نمایش نامتناهی سري یک بهصورت را چگالی تابع

است: زیر بهصورت

g(x) =
∞∑
j=٠

(−١)j
(b− ١)...(b− j)

σj!
ϕ(
x− µ

σ
)

× (Φ(
x− µ

σ
))a+j−١. (5)

یک بهصورت را نرمال - بتا توزیع تابع متمم میتوان همچنین
نمود: محاسبه زیر بهصورت نامتناهی سري

١ −G(x) =
∞∑
j=٠

(−١)j
(b− ١)...(b− j)

(a+ j)j!

× (١ − Φ(
x− µ

σ
))a+j . (6)

بهصورت را (4) عبارت در خطر نرخ تابع میتوان نهایت در و
نوشت: سري دو تقسیم

h(x) =

∑∞
j=(١−)٠j (b−١)...(b−j)

σj!
ϕ(x−µ

σ
)(Φ(x−µ

σ
))a+j−١∑∞

j=(١−)٠j (b−١)...(b−j)
(a+j)j!

(١ − Φ(x−µ
σ

))a+j
. (7)

زیر بهصورت نرمال - بتا توزیع غیرمرکزي گشتاور r-امین
است:

E(xr) =
١

β(a, b)

∫ ١

٠
ua−١)١ − u)b−١(σΦ−١(u) + µ)rdu (8)
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متر میلی طول50 به کربن الیاف شکستن اثر بر فشار .1 جدول
٢٫ ٨٢ ٣٫ ٢٢ ٢٫ ۵٠

٣٫ ١٩ ٢٫ ٧٣ ٢٫ ۵٩

٢٫ ٨٨ ١٫ ٨۴ ٣٫ ٢٢

٢٫ ۴١ ٢٫ ٧۴ ٢٫ ۵۵

٣٫ ٧٠ ۴٫ ٣٨ ٢٫ ٩٣

١٫ ٢۵ ٢٫ ۶٧ ۴٫ ۴٢

٣٫ ٢٧ ٢٫ ٣۵ ١٫ ٨٩

٠٫ ٨۵ ٣٫ ٣٣ ٣٫ ٠٩

۴٫ ٢٠ ٣٫ ٢٨ ٣٫ ١١

٢٫ ١٢ ٣٫ ٧۵ ٢٫ ۴٨

٢٫ ٨١ ١٫ ۶٩ ٣٫ ۶٠

١٫ ۶١ ٣٫ ۶۵ ٣٫ ۶٨

٢٫ ٠۵ ٠٫ ٣٩ ٣٫ ٣٩

۴٫ ٩٠ ٣٫ ١١ ٢٫ ٠٣

٣٫ ٣٩ ۴٫ ٧٠ ٣٫ ٣١

٢٫ ٧٩ ٣٫ ٣١ ١٫ ٨٠

١٫ ۴٧ ٢٫ ۵۶ ٢٫ ٩٧

١٫ ٨٧ ٢٫ ٨٧ ٣٫ ١۵

٢٫ ٩۵ ١٫ ۶١ ٢٫ ۵۵

٣٫ ١۵ ٢٫ ۴٣ ١٫ ٠٨

٢٫ ٨۵ ١٫ ۵٧ ٣٫ ۵۶

٢٫ ۵٣ ٢٫ ٩۶ ٢٫ ٠٣

r(t) و X تصادفی متغیر تجمعی توزیع تابع F (x) کنید فرض
[٠,∞) روي شده تعریف T تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع
توزیعهاي از T − X خانواده تجمعی توزیع تابع [24] باشد.

میآید: دست به زیر بهصورت تعریفشده
G(x) =

∫ −log(١−F (x))

٠
r(t)dt. (9)

- مبدل خانوادة را (9) در تعریفشده توزیعهاي خانواده [24]
یک X که هنگامی نامیدند. (T − X خانواده (یا تبدیلشده
T −X خانواده احتمال چگالی تابع است، پیوسته تصادفی متغیر

است: زیر بهصورت
g(x) =

f(x)

١ − F (x)
r(−log(١ − F (x))) = h(x)r(H(x)), (10)

میتوانند در(10) تعریفشده توزیعهاي خانواده این بر بنا
نظر در خطر، توابع از ناشیشده توزیعهاي خانواده یک بهعنوان
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مختلف aهاي بهازاي BN(٠, ١, a, ٠٫ ۵) نرمال - بتا توزیع شکل3.

،a < ١ اگر و میشود کشیده توزیع آنگاه ،b > ١ و a > ١ اگر
در .[2] است پهن و متقارن بهصورت توزیع a = b و b < ١

مساوي یا و بزرگتر ٠٫ ٢١۴ از b و a اگر نرمال - بتا توزیع
٠٫ ٢١۴ از b و a اگر و است نمایی تک توزیع آنگاه باشند،
موضوع این ،[10] است دونمایی توزیع آنگاه باشند، کوچکتر

پیداست. 4 شکل در وضوح به

نمایی دو و نمایی تک حالت در نرمال - بتا توزیع شکل4.

نرمال - گاما توزیع 3
دادند توسعه توزیعها از خانوادهاي تولید براي جدیدي روش [24]
روشها بررسی براي نامیدند. توزیعها از T −X خانوادة را آن و
شود. مراجعه [25] به متغیره، یک پیوسته توزیعهاي تولید جهت
یک بهعنوان X و گاما تصادفی متغیر یک بهعنوان T ابتدا، در
از کلّی خواص برخی شود گرفته نظر در پیوسته تصادفی متغیر
- گاما توزیع جزئیات سپس، میشود. مطالعه را X-گاما خانوادة
میشود. مطالعه است، X- گاما خانوادة از عنصر یک که نرمال
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متر میلی 50 طول به کربن الیاف شکستن اثر بر فشار 1 جدول
است. شده داده [6]

(BBS)سندرس بام بیرن - بتا پارامتري چهار یکتوزیع [7]
پیشنهاد را نرمال - گاما توزیع [8] همچنین کردند. پشنهاد را

دادند.
درستنمایی، لگ مقدار درستنمایی، ماکسیمم برآوردهاي
بیزي) اطلاع (معیار BIC و آکائیکه) اطلاع (معیار AIC

نتایج و شدهاند گزارش 2 جدول در دادهشده برازش توزیعهاي
توزیعهاي با را نرمال - بتا توزیع مجموعهدادههاي برازش
سندرس بام بیرن - بتا ،[9] پارامتري دو سندرس بام بیرن
کلیّه شدهاند. مقایسه [8] نرمال - گاما و [7] چهارپارامتري
دستور و SAS در NLMixed دستور از استفاده با محاسبات

است. شده انجام R در nlminb
اطلاع معیار میشود، مشاهده 2 جدول در که همانطور
مقدار کمترین داراي نرمال - بتا توزیع براي بیزي و آکائیکه
توزیع که معناست بدان این و است مذکور توزیعهاي سایر بین
و سندرس بام بیرن توزیعهاي به نسبت بهتري برازش نرمال - بتا
کربن الیاف دادههاي براي نرمال - گاما و سندرس بام بیرن - بتا

دارد.

شوند. گرفته
و β و α پارامترهاي با گاما توزیع از T تصادفی متغیر اگر
آنگاه باشد، σ٢ و µ پارامترهاي با نرمال توزیع داراي X متغیر
احتمال چگالی تابع با نرمال - گاما خانوادة به تبدیل تعریف(10)

میشود: زیر
g(x) =

١
Γ(α)βα

ϕ(x)(−log(١ − Φ(x)))a−١

× (١ − Φ(x))١/β−١ (11)
β و α پارامترهاي با گاما توزیع داراي Y تصادفی متغیر اگر
توزیع داراي X = Φ−١)١ − e−Y ) تصادفی متغیر آنگاه باشد،

است. σ٢ و µو β و α پارامترهاي با نرمال - گاما
(11) در نرمال - گاما توزیع از تصادفی نمونۀ دادههاي
توزیع از ،Y شده شبیهسازي تصادفی نمونۀ اوّلین با میتوانند
X = Φ−١)١ − e−Y ) آن از پس و β و α پارامترهاي با گاما

.[8] شوند شبیهسازي نرمال - گاما توزیع از

کاربردها 4
چگونگی بررسی بهمنظور واقعی مجموعهداده یک بخش، این در
در دادهها میشود. گرفته درنظر بیانشده روشهاي عملکرد

کربن الیاف دادههاي براي پارامترها برآورد جدول2.
BIC AIC درستنمایی لگاریتم پارامترها برآورد توزیع

٢٠۶٫ ۵۶٩٧ ٢٠۴٫ ٣٨ −١٠٠٫ ١٩

 â = ٠٫ ۴٣٧١

b̂ = ٢٫ ۵١۵۴
سندرس بام ببیرن

١٩٩٫ ۴۶٨۶ ١٩٠٫ ٧١ −٩١٫ ٣۵۵٠



α̂ = ٠٫ ١٩٣٠

β̂ = ١٨٧۶٫ ٧٣٢

â = ١٫ ٠۴۴۵

b̂ = ۵٧٫ ۶٠٠١

سندرس بام بیرن - بنا

١٨٧٫ ۶٣٧٨ ١٧٨٫ ٨٧٩٢ −٨۵٫ ۴٣٨٩۶



µ̂ = ٣٫ ٣۴۶۴

σ̂ = ٠٫ ٩۶١۴

α̂ = ٠٫ ٨٢۶٣

β̂ = ٠٫ ۶١٩٠

نرمال - گاما

١٨٧٫ ۶٣۶۵ ١٧٨٫ ٨٧٧٨ −٨۵٫ ۴٣٨٩



µ̂ = ٣٫ ۴١٠۶٧

σ̂ = ١٫ ١٨٢۶

â = ١٫ ١٨٢٣

b̂ = ٢٫ ٣٩١٣

نرمال - بتا
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براي بهتري برازش نرمال - بتا توزیع میدهد نشان نتایج شد.
پیشنهاد نتیجه در میدهد. ارائه کربن الیاف مجموعهدادههاي
نرمال - بتا توزیع از کربن الیاف واقعی دادههاي براي میشود

شود. استفاده

نتیجهگیري 5
خانوادة از خاصی حالت و معرفی X - بتا خانوادة بررسی این در
واقعی مجموعهدادة شد. مطالعه نرمال) - بتا ،(توزیع X - بتا
مقایسه شده شناخته توزیعهاي دیگر با نرمال - بتا توزیع از
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